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PRÉFACE. 


L'Ouvrage  dont  ce  Livre  coi 
tilre  l'iiulique,  l'exposé  de  celle  partie  si  fondamentale  des  Mathé- 
matiques qu'on  est  convenu  d'appeler  les  Mathématiques  spé- 
ciales. 

A  de  légères  modifications  près,  c'est  le  cours  que  j'ai  professé 
pendant  deux  ans  (  1907  et  1908)  au  lycée  de  Douai.  Il  contient  donc 
le  développement  des  diverses  théories  qui  figurent  actuellement  aux 
program'mes  d'admission  aux  Ecoles  Polytechnique  et  Normale  supé- 
rieure. Mais  on  y  trouvera  aussi  quelques  addilions,  que  je  considère 
comme  très  importantes  pour  les  personnes  qui  veulent  poursuivre 
leurs  études  mathématiques,  et  qui,  cependant,  ne  sont  plusenseignées 
nidie  part,  du  moins  officiellement. 

Or,  je  me  suis  proposé  d'écrire  un  Livre  dont  la  complète  assimi- 
lation permît  au  lecteur  d'aborder  avec  fruit  l'Enseignement  siq:)é- 
rieur  des  Mathématiques,  lui  évitant  toutes  ces  hésitations,  tous  ces 
retours  en  arrière,  que  l'on  constate  chez  les  étudiants  qui  arrivent 
dans  nos  Facultés  avec  un  bagage  insuffisant. 

A  celui  qui  veut  devenir  mathématicien,  je  conseille  donc  l'étude 
approfondie  de  l'Ouvrage  en  entier,  j  compris  les  exercices,  aux<pi('ls 
j'attache  une  importance  capitale. 

Les  candidats  aux  grandes  écoles,  qui  ne  s'intéressent  pas  particu- 
lièrement aux  Mathématiques,  pourront  laisser  de  côté  ce  qui  n'est 
pas  dans  leur  programme.  Il  en  va  d'une  manière  analogue  |)our  les 
étudiants  de  Mathématiques  générales,  futurs  physiciens  ou  ingé- 
nieurs. Entre  autres  choses,  ils  pourront  se  dis|)enser  des  passages  en 
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petits  caractères,  qui  ne  sont  pas  nécessaires  à  la  compréhension  du 
reste  de  l'Ouvrage  et  ont  généralement  Irait  à  des  questions  un  peu 
difficiles. 

Gomme  je  l'ai  dit  plus  haut,  j'attache  une  grande  importance  aux 
exercices.  Les  uns  sont  résolus  et  doivent  servir  d'exemples  au  lec- 
teur. Les  autres  lui  sont  proposés;  il  doit  en  traiter  le  plus  grand 
nombre  possible  et  en  rédiger  complètement  quelques-uns.  Il  pourra 
laisser  de  côté  ceux  (|ui  lui  sembleront  trop  ardus,  quitte  à  y  revenir 
quand  il  sera  devenu   plus  habile. 

Les  exercices  sont  divisés  en  Chapitres,  qui  correspondent  à  ceux 
du  cours,  dont  ils  sont  en  quelque  sorte  inséparables.  Mon  inten- 
tion première  avait  d'ailleurs  été  de  les  placer  immédiatement  après 
les  Chapitres  auxquels  ils  se  rapportent.  Mais,  M.  Gauthiei-\  illars 
et  moi  avons,  dans  la  suite,  jugé  préférable  de  faire  deux  volumes,  un 
seul  d'entre  eux  pouvant  suffire  à  certaines  personnes. 

Il  m'arrive,  à  certains  endroits,  pour  éviter  des  longueurs  ou  des 
redites,  de  renvoyer  le  lecteur  à  un  numéro  ultérieur,  ou  même  aux 
Tomes  II  et  III.  Cela  peut  sembler  illogique,  (^u'il  me  suffise  de  faire 
observer  que  les  propriétés  auxquelles  je  renvoie  sont  indépen- 
dantes de  celles  pour  quoi  elles  me  sont  utiles,  ce  qui  s'oppose  à  tout 
cercle  vicieux. 

Je  conseillerai  au  lecteur  qui  ne  connaîtrai!  encore  des  Mathé- 
matiques fpie  les  éléments,  de  ne  lire  cet  Ouvrage  que  la  |)lume  à 
la  main.  Il  pouira  lui  arriver  en  effet  d'être  contraint  à  écrire  (piehpies 
calculs  pour  aller  de  l'avant,  (^uil  se  dise  alors  (pie  le  temps  |)assé 
à  élucidin-  un  point  difficile  n'est  jamais  du  temps  j)erdu.  Un  Livre  de 
Mathématiques  ne  doit  pas  se  lire  comme  un  roman  ;  |)lus  il  exige 
de  travail  cl  de  r('llexion,  j)lus  il  est  profitable. 

.1.    IIaao. 
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I.  —  NOMBRES  INCOMMENSURABLES. 

1.  Définition  du  nombre  incommensurable.  —  Il  convleul,  avant 
d'aborder  l'étude  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse,  de  définir,  d'une  ma- 
nière précise,  le  mot  nombre  dans  son  acception  la  plus  générale. 

Le  lecteur  possède  la  notion  primordiale  de  nombre  entier  ou 
naturel  et  celle,  qui  en  dérive,  de  nombre  fractionnaire.  Les 
nombres  entiers  et  les  nombres  fractionnaires  constituent  les 
nombres  rationnels  ou  commensurables.  Jl  est  indispensable  de  les 
compléter  par  une  autre  catégorie  de  nombres,  qui  sont  les  nombres 
irrationnels  ou  incommensurables.  C'est  de  ces  nombres  que  nous 
allons  nous  occuper  tout  d'abord  dans  le  présent  Chapitre. 

Ils  s'introduisent  très  naturellement  dans  la  mesure  de  certaines 
grandeurs.  Proposons-nous  par  exemple  de  mesurer  le  segment  OA 
{fie-  '^  ^"  pi'enant  le  segment  OL  pour  unité.  Nous  essayons  d'abord 

Eig.  J. 


£C'  0    U'  U  M      B        A     ^ 

de  recouvrir  0\  en  juxtaposant  j)lusieurs  segments  égaux  à  OL  .  Si 
cela  est  possible,  la  mesure  de  OA  est  un  nombre  entier.  Sinon,  nous 
partageons  OL  en  q  parties  égales,  telles  que  OU',  et  nous  essayons 
de  recouvrir  OA  en  juxtaposant  un  certain  nombre  p  de  segments 
égaux  à  OU'.  Si  cela  est  possible,  la  mesure  de  OA  est  le  nombre 
II AAG.  —  Cours,  I.  • 
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iVaclloniiiiire  —  •  Si,  au  conlraire,  on  ne  peut  v  arriver,  si  grande  que 

soit  la  valeur  donm'-e  à  q.  ou  con\ien[  de  dire  que  la  mesure  de  OA. 
est  un  nombre  incoinnirnsurable  ou  irralionnei. 

2.  Coupure.  —  La  dériuiliou  eonerèle  que  nous  venons  de  donner 
ne  peut  suffire  aux  analystes  ;  c'est  pourquoi  ceux-ci  se  sont  efforcés, 
depuis  longtemps,  de  donner  des  nondires  incommensurables  une 
définition  j)urement  abstraite.  Ils  ont  imaginé,  dans  ce  but,  bien  des 
procédés;  nous  ituliqiierons  seulement  celui  de  la  coupure. 

Revenoris  au  segment  OA,  supposé  incommensurable  avec  OU. 
Soit  X  un  noml)re  rationnel  quelconque;  il  est  la  mesure  d'un  certain 
segment  OM  évidemment  différent  de  ()A.  Si  le  point  M  tombe 
à  gauche  de  A,  nous  dirons  que  x  appartient  à  la  première  classe: 
s'il  tombe  à  droite,  x  appartiendra  à  la  seconde  classe.  Il  est  évident 
que  les  nombres  de  la  première  classe  sont  tous  plus  petits  que 
ceux  de  la  seconde  classe.  Toutes  les  fois  que,  par  un  pi-océdé  (piel- 
conque,  on  arrive  à  ranger  tous  les  nombres  commensurables  en  deux 
classes  jouissant  de  celte  proj^riclé,  on  dit  qu'o/*  a  fait  une  coupure. 

En  particulier,  le  seul  fait  de  choisir  un  point  A  sur  la  demi- 
droite  Ox  donne  naissance  à  une  coupure.  Mais,  il  y  a  lieu  de  distin- 
guer deux  cas,  suivant  que  la  mesure  a  du  segment  OA  est  commen- 
surable  ou  non.  Dans  le  premier  cas,  le  nombre  a  doit  être  rangé 
arbitrairement  dans  la  première  ou  la  seconde  classe  (');  et  alois  on 
peut  dire  que  dans  la  classe  dont  il  fait  partie,  il  y  a  un  nombre 
rationnel  plus  grand  ou  j)lus  ])elit  (|ue  tous  les  autres. 

Si.1  au  contraire,  a  est  incommensurable,  il  n'y  a  pas,  dans  la 
première  classe,  de  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres,  m, 
dans  la  seconde  classe,  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  (-). 

Toutes  les  fois  qu^une  coupu/e  possède  ce  caractère,  on  convient 
de  dire  qu^ elle  définit  un  nombre  incommensurable.  Dans  le  cas 
contraire,    elle   définit  un   nomi)re   commensurable,   qui    est  le    plus 


(')  On  en  fait  quelquefois  une  lioisicme  classe. 

(^)  En  effet,  tout  nombre  x  de  la  première  classe,  par  exemple,  est  la  mesure  d'un 
segment  OM  <0A.  Or,  on  peut  toujours  trouver  une  fraction  de  OU  inférieure  à  MA  ; 
il   suffit  de  diviser   OU  en   un   noriibic  n   suffisamment   grand  de  parties  égales.  En 

aioulant  —  à  x,  on  obtient  alors  lin  nombre  rationnel  de  la  première  classe  supérieure  à  x. 
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grand  de  tous  les  nombres  de  la  première  classe  ou  le  plus  pclit  de 
tous  les  nombres  de  la  seconde  classe. 

3.  Eclairons  tout  ceci  d  un  autre  exemple.  Soit  un  nombre 
rationnel  N.  Rangeons  dans  une  première  classe  tous  les  nombres 
commensurables  dont  le  carré  est  au  plus  égal  à  N  et  plaçons  dans  la 
seconde  classe  ceux  dont  le  carré  dépasse  N.  Nous  faisons  visiblement 
une  coupure,  car  le  carré  d'un  nombre  croît  en  même  temps  c[ue  ce 
nombre. 

Si  N  est  le  carré  d'un  nombre  rationnel  «,  celui-ci  appartient  à  la 
première  classe,  dont  il  est  le  plus  grand  ;  la  coupure  définit  le  nombre 
commensurable  a.  Sinon,  je  dis  qu'il  n'y  a  pas,  dans  la  première  classe, 
de  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres.  En  effet,  soita;  un  nombre 
de  cette  classe;  on  a  J7- -<  N.  Or,  pour  n  entier  suffisamment  grand, 
on  a  (  :r  H ]  <  _\,  car  ceci  revient  î>  —  ( h  2. ri  <C  J^  —  -^'7  inéga- 
lité facile  à  vérifier!  *  ).  Mais  alors,   x -\ appartient  à  la  première 

classe  et  dépasse  x.  On  verrait  de  même  que  dans  la  seconde  classe  il 
n'y  a  pas  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  Donc,  notre  cou- 
pure définit  un  nombre  incommensurable,  lequel  est  désigné,  comme 
dans  le  cas  où  N  est  carré  parfai,t,  par  le  symbole  y/N  . 

4.  Remarque.  —  Il  arrive  souvent  que  le  procédé  employé  pour 
déterminer  une  coupure  ne  permet  pas  de  reconnaître  immédiatement 
si  tous  les  nombres  rationnels  sont  compris  dans  l'ensendjle  des  deux 
classes.  ^  oici  une  remarque  qui,  dans  ce  cas,  peut  être  fort  utile. 
Si  l'on  peut  trouver  deux  nombres,  de  classes  différentes,  aussi 
voisins  l'un  de  Vautre  qu'on  le  veut.,  il  échappe  au  plus  un 
nombre  à  la  classification.  En  efiet,  si  deux  nombres  a  et  b  n'ap- 
partenaient ni  à  la  première,  ni  à  la  seconde  classe,  ils  seraient  tous 
deux  supérieurs  aux  nombres  de  la  première  classe  et  inférieurs  aux 
nombres  de  la  seconde  classe  (-).  Par  suite,  il  ne  serait  pas  possible 

('}  Il  suffit,  par  exemple,  en  supposant  «>  i,  de  prendre 

I  ^.  ,  H-2J7 

-  (H-  2  j;)  <  N  —  j;-,  ou  >i  >  y-, ,• 

n  ^  ^  —X- 

{■)  On  suppose,  bien  entendu,  que  tout  nombre  inférieur  à  un  nombre  de  la 
première  classe  est  lui-même  de  la  première  classe  et  qnil  en  va  d'une  manière 
analogue  pour  la  seconde  classe. 
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de  trouver  deux  nombres  de  classes  difTérenles  dont  la  différence  soit 
plus  j3elite  que  b  —  a  [b  >  «),  ce  qui  est  contraire  à  riivpollièse. 

Si  un  seul  nonil)re  échappe  à  la  classification,  il  est  le  nombre 
rationnel  déterminé  par  la  coupure.  S'il  n'en  échappe  aucun,  celle-ci 
(h'finil  un  nombre  incommensurable. 

ii.  Valeur  approchée  d'un  nombre  irrationnel.  —  Soit  donné  un 
nombre  rationnel  a.  Considérons  la  suite  a,  2x,  3  a,  ...,/?  a,  ....  Si  n 
est  assez  grand.  /?  a  peut  dépasser  tout  nombre  tlonm''.  Il  suit  de  là 
qu  il  y  a  certainement  des  nombres  de  la  suite  précédente  dans  la 
seconde  classe  de  tout  nombre  incommensurable  V.  Soit  (p  +  i)a  le 
j)lns  petit  denlre  eux  ;  on  l'appelle  la  valeur  approcliée  de  A,  à  y.  près 
par  excès,  tandis  que  py.  en  est  la  valeur  approchée  à  a  près  par 
défaut  (').  En  prenant  a  suffisamment  petit,  on  voit  qu'o/?  peut 
trouver  des  nombres  de  classes  différentes  aussi  voisins  l'un  de 
l'autre  qu'on  le  désire. 

Dans  le  cas  particulier  où  a  est  de  la  forme  — j-,  le  nombre  py.  peut 

être  représenté  par  un  nombre  décimal  possédant  n  chiffres  déci- 
maux. Si  l'on  augmente  la  valeur  de  /^,  il  faut  ajouter,  vers  la  droite, 
d'autres  chiffres  décimaux  et  cela  sans  modifier  les  précédents.  Si  n 
croît  indéfiniment,  on  obtient  un  nombre  décimal  illimité  qui  cons- 
titue la  représentation  décimale  de   V  (-). 

6.  Égalité  et  inégalité  des  nombres  définis  par  des  coupures .  — 
l*ar  définition,  deux  coupures  définissent  le  même  nombre  si  chaque 
classe  est  composée  des  mêmes  nombres  dans  les  deux  coupures  (■'). 

Thkohkmk.  —  Pour  que  deux  nombres  A  et  H  soient  ésaux,  il 


(')  Ceci  s'applique  aussi  au  cas  où  A  est  ralionnrl;  mais  alors,  celui-ci  doit  clie 
rangé  dans  la  première  classe  et  peut  coïncider  avec  peu,  pour  certaines  valeurs  de  a. 

(^)  Un  nombre  rationnel  peut  aussi  posséder  une  représentation  décimale  illi- 
niitée;  mais  alors  alors  on  sait  que  les  chiflres  décimaux  se  reproduisent  périodi- 
quement à  partir  d'un  certain  ran;;,tan(lis  qu'il  n'en  est  [)as  de  même  pour  le  cas 
d'un  nombre  irrationnel. 

(^)  Ceci  peut-être  légèrement  inexact  si,  les  deux  coupuics  déleniiinaiil  un  mcm<' 
nombre  rationnel  A,  celui-ci  est  rangé  dans  la  première  classe  pour  la  première 
coupure  et  dans  la  seconde  classe  pour  la  seconde  coupure.  On  peut  éviter  cette 
difficulté  en  considérant  trois  classes,  ou  cri  (on  venant  de  ne  jamais  admettre  dans  la 
seconde  classe  un  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres. 
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faut  et  il  suffit  qu^ ils  aient  même  valeur  approchée  à  a  près  par 
défaut  pour  une  valeur  de  a  pouvant  être  rendue  aussi  petite 
quon  veut. 

La  coudilion  est,  évidemment  nécessaire.  Pour  prouver  qu'elle  est 
suffisante,  montrons  (jue,  si  elle  est  remplie,  un  nombre  rationnel  a 
ne  peut  appartenir,  par  exemple,  à  la  première  classe  de  A  et  à  la 
seconde  classe  de  B.  S'il  en  était  ainsi,  on  pourrait  trouver  ^  rationnel 
assez  petit  pour  que  a  —  [ii  appartînt  à  la  seconde  classe  de  B.  Dès 
lors,  pour  a  <<  ^,  la  valeur  approchée  de  A  serait  plus  g>-ande  que 
a  —  ^,  tandis  que  celle  de  B  serait  inférieure  à  ce  même  nombre,  ce 
cjui  contredit  l'hypothèse. 

Conséqucmment,  deux  nombres  sont  égaux  s'ils  ont  même  repré- 
sentation décimale  et  réciproquement. 

Soient  deux  nombres  inégaux  A  et  B,  représentés,  comme  au  n°  1, 
parles  points  A  et  B  de  l'axe  Ox.  Ces  points  sont  distincts  et  Fun 
d'eux  se  trouve  nécessairement  à  droite  de  l'autre,  soit  par  exemple  A 
à  droite  de  B.  J^e  segment  OA  est  plus  grand  que  le  segment  OB.  On 
dit  alors  que  le  nombre  A  est  plus  grand  cjue  le  nombre  B.  Au 
contraire,  B  est  plus  petit  que  A. 

Voyons  comment  on  peut  reconnaître  ceci,  d'une  manière  abs- 
traite, au  moyen  des  coupures  définissant  A  et  B.  Il  est  manifeste  que 
tous  les  nombres  de  la  seconde  classe  de  A  appartiennent  à  la 
seconde  classe  de  B,  tandis  que  ceux  de  la  première  classe  de  B 
appartiennent  à  la  première  classe  de  A.  Mais,  il  y  a  une  infinité 
de  nombres  qui  appartiennent  à  la  première  classe  de  A  et  à  la 
seconde  classe  de  B.  (Ce  sont  les  nombres  rationnels  représentés  par 
les  points  de  Ox  compris  entre  A  et  B.)  C'est  ce  dernier  caractère 
qui  permet  de  reconnaître  que  A  est  plus  grand  que  B. 

En  particulier,  il  est  évident  que  tout  nombre  irrationnel  est  plus 
grand  que  tout  nombre  de  sa  première  classe  et  plus  petit  que  tout 
nombre  de  sa  seconde  classe. 

Jl  résulte  aussi  de  la  définition  précédente  ([ue  si  A  >  B  e/  B  >  C, 
on  a  V  >  C.  En  effet,  par  hypothèse,  on  peut  trouver  une  infi- 
nité de  nombres  a  dans  la  première  classe  de  A  qui  font  en  même 
temps  partie  de  la  seconde  classe  de  B.  Mais,  la  seconde  classe  de  B 
est  tout  entière  dans  la  seconde  classe  de  C^;  donc,  les  nombres  a  sont 
aussi  dans  celte  dernière;  ce  qui  est  le  caractère  de  f  inégalité  A  >»  C. 
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7.  Nombres  négatifs.  —  Jiis(|u"à  présent,  il  n"a  vlé  question  que 
de  nombres  aritliniétiques  on  positifs.  Mais  on  peut  tout  aussi  bien 
définir  des  nombres  incommensurables  négatifs.  Ils  correspondent, 
sur  .r'0.r,  à  des  points  situés  à  gauche  de  O.  Avec  cette  extension, 
la  première  classe  d'un  nombre  positif  doit  être  complétée  par  tous 
les  nombres  rationnels  négatifs  et  la  seconde  classe  d'un  nombre 
négatif  par  tous  les  nombres  rationnels  positifs. 

Deux  nombres  A  et  B  sont  dits  symétrùjues  ou  opposés^  si  les 
points  homologues  de  x' x  sont  symétriques  par  rapport  à  O.  On 
écrit  alors  A  =  —  B,  B  =  —  \. 

La  totalité  des  nombres  commensurables  et  incommensurables, 
positifs  et  négatifs  constitue,  avec  Je  nombre  zéro,  les  nombres 
relatifs.  11  nous  reste  maintenant  à  définir  les  opérations  élémen- 
taires (ju'on  peut  effectuer  sur  ces  nombres. 

8.  Addition  et  soustraction  des  nombres  incommensurables.  — 
Soient  deux  nombres  relatifs  A  et  B.  Désignons  par  a  et  b  des 
nombres  rationnels  quelconques  appartenant  à  leurs  premières 
classes  respectives  et  j:)ar  a  et  />'  des  nombres  appartenant  aux 
secondes  classes.  Nous  allons  faire  une  coupure  en  rangeant  dans  une 
première  classe  tous  les  nombres  inférieurs  ou  égaux  aux  sommes  de 
la  forme  a  -\~  b  e\.  dans  une  seconde  classe  tous  les  nondjres  supé- 
rieurs ou  égaux  aux  sommes  d(;  la  forme  a'  -\-  b' .  En  vertu  du  n"  o,  on 
peut  rendre  a  et  a',  b  et  b'  el  par  suite  a  -\-  b  el  a! -\-  b'  aussi  voisins 
qu'on  le  veut;  d'où  il  résulte  (n°  4)  que  notre  classification  ne  laisse 
échapper  qu'un  nombre  au  plus  et  constitue  bien  une  coupure.  Le 
nombre  (rationnel  ou  non)  ilétcrminé  par  celte  coupure  est,  par 
définition,  la  somme    \  +  B. 

On  peut  définir  d'une  manière  analogue  la  somme  de  n  iioud^res 
ou  bien  procc'-der  de  |>roche  en  j^roche  en  additionnant  les  Caiwa  pre- 
miers lerjnes  de  la  somme,  puis  ajoutant  le  troisième  au  résultat 
obtenu  et  ainsi  de  suite.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier 
l'identité  des  deux  définitions  et  d'étendre  aux  nombres  incommen- 
surables les  propriétés  élémentaires  de  l'addition. 

Retrancher  un  nombre  ii  d'un  nondjie  A,  c'est,  par  définition, 
chercher  un  nombre  x  tel  cpi'on  ail  l>-j- j:=  A.  Pour  l'obtenir,  il 
suffit  d'ajouter  :"i  \  h;  nondjie  ( — B),  car  il  est  aisé  de  vérifier  (pie 
les  deux  n<jmbies  inc:ominensiiiables  symétriques  13  el  ( —  \V)  oui  une 
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somme  nulle,  et  l'on  a,  craulre  |)art, 

B  -^  [A  ^  (  —  B  )]  =  B  —  A  ^-  (_  B)  =  A  -^  B  +  (—  B) 

=  A  H-  [B  +  r—  B)]  =  A  -f-  o  =  A. 

9.  Multiplication  et  division  des  nombres  incommensurables.  — 
Soient  d'abord  deux  nombres  positifs  A  et  13.  Limitons,  comme  nous 
l'avons  fait  au  début,  leurs  premières  classes  aux  nombres  rationnels 
positifs.  En  conservant  les  notations  du  numéro  précédent,  rangeons 
dans  une  première  classe  tous  les  nombres  inférieurs  ou  égaux  aux 
produits  de  la  forme  ah  et  dans  une  seconde  classe  tous  les  nombres 
supérieurs  ou  égaux  aux  produits  de  la  forme  a! b' .  La  différence 
Cl' y  —  ah  pouvant  èlre  rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  nous  venons 
d'établir  une  coupure  (n"  i  ).  Le  nombre  (rationnel  ou  non)  qui  lui 
correspond  est,  par  définition,  le  produit  AB. 

On  définirait  de  même,  ou  bien  de  proche  en  proche,  le  produit  de 
plusieurs  nombres  positifs. 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  relatifs  est  obtenu,  par  définition, 
en  multipliant  les  valeurs  absolues  de  ces  nombres  et  faisant  pré- 
céder le  résultat  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  le  nombre 
des  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair. 

Inverse  d  un  nomhre.  —  Soit  le  nombre  positif  A,  dont  la  pre- 
mière classe  ne  comprenti  (pie  des  nombres  positifs.  Rangeons  dans 
nne    première   classe    tous   les   nombres   de   la   forme  —7  et  dans   une 

seconde  classe  ceux  de  la  forme  — •  La  coupure  ainsi  obtenue  définit 

a  ' 

un  nombre,  incommensurable  en  même  temps  que  A,  qui  est  dit 
l'inverse  de  A  et  désigné  par  le  symbole  -r-*  ^l  est  aisé  de  vérifier 
lidenlité  A  (  —  )  =  1 . 

Si    A  est  négatif,  son  inverse  est,  par  définition,  le   nombre   né- 

gatif-(-^). 

Diviser  le  nombre  A  par  le  nombre  B  c'est,  par  d('-finition,  trouver 

un  nombres  tel  qu'on  ait  lîx"  =  A.  Pour  l'obtenii'.  il  siilfit  de  inulli- 

/  I  ^ 
plier  A  par  (77)'  comme  on  le  constate  en  faisant  un  raisonnement 

analogue  à  celui  fait  pour  la  soustraclion. 
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Extension  du  calcul  algéhriquc  aux  nombres  irrationnels.  — 
Les  opérations  élémentaires  étant  définies  pour  les  nombres  incom- 
mensurables et  jouissant  des  mêmes  propriétés  fondamentales  que 
pour  les  nombres  comniensurables,  on  peut  étendre  toutes  les  règles 
et  propriétés  du  calcul  algébrique  à  l'ensemble  de  tous  les  nombres 
relatifs.  C'est  là  un  fait  que  nous  jiouvons  admettre  sans  peine  et 
dont  la  démonstration  serait  d'ailleurs  aisée,  mais  longue  (,'t  fasti- 
dieuse. 

10.  Extension  de  la  notion  de  coupure.  —  Toutes  les  fois  que 
nous  avons  fait  une  coupure,  elle  n"a  porté  que  sur  les  nombres 
rationnels.  JNéanmoins,  il  est  utile,  pour  certaines  questions,  de 
donner  à  la  notion  de  coupure  un  sens  un  peu  plus  large,  en  rangeant 
tous  les  nombres  relatifs  (ou  seidement  aritbméti(|ues)  en  deux  classes 
telles  que  tout  nombre  de  la  première  soit  j)lus  petit  que  toutnombre 
de  la  seconde.  Il  est  clair  qu'on  pratique  ainsi  du  même  coup  une 
coupure  dans  les  nombres  comniensurables  et  qu'on  définit  par  con- 
séquent un  certain  nombre  A,  rationnel  ou  non. 

Mais  si  Ton  admet  l'extension  ci-dessus,  ce  nombre  doit  être  rangé 
dans  l'une  des  deux  classes,  à  moins  qu'on  ne  lui  fasse  constituer, 
à  lui  seul,  une  troisième  classe  ('). 

II.   —  RADICAUX   ET  EXPOSANTS. 

1 1 .  Radicaux.  —  Soient  un  nombre  relatif  quelconque  a,  commen- 
surable  ou  non,  et  un  nombre  naturel //i'.  On  z\)^Q\\e  puissance  //?"'"'' 
de  a  et  l'on  désigne  par  a'"^  le  produit  de  tn  facteurs  égaux  à  a. 

Si  m  est  impair,  a'"  a  le  signe  de  a;  si  m  est  [lair,  a'"  est  toujours 
positif  et  égal  à  ( — a)'".  Rappelons  les  identités  suivantes,  qui 
résultent  immédiatement  de  la  définition  précédente  et  des  propriétés 

(')  Dés  que  le  l(;cleur  se  sera  bien  assimilé  les  nolions  que  nous  venons  d'exposer, 
nous  lui  conseillons  la  lecLiirc  des  paragraphes  1  el  3  du  Chapitre  I  (p.  i  à  35, 
52  à  54  )  de  rOuvrage  suivant:  Leçons  d'Algèbre  et  d'Analyse,  par  J.  Tanneuy 
(Gauthier-\  illars,  irjo6).  Il  y  trouvera  des  explications  très  claires  et  1res  détaillées 
sur  la  théorie  des  nombres  incomiiiensurables.  qui  lui  permettront  peut-être  de 
préciser  dans  son  esprit  les  quelques  points  qui  p(jurraient  encore  lui  paraître 
obscurs. 

Nous  aurons  encore  l'occasion  de  citer  le  Livre  ci-dessus;  nous  le  désignerons 
dorénavant  par  la  rubrique  Leçons. 
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de  coniniiilaliv  ité  el  d'associalivité  de  la  niidli|)llcation 

(i)  «"'c^/' —  a'"-^/', 

{1)  —=a">-i'         (m>p), 

(3)  (a'")i'=(ai>)"'=  a>"f>, 

(4)  «'/'«f  ...«';==(./,,«.,,  ...,a/,)"'.. 

Enfin,  remarquons  encore  qne,  les  nombres  a  et  b  étant  supposés 
positifs,  l'inégalité  a'^  b  entraîne  a'"  >-  6"',  quel  que  soit  m. 

Cela  posé,  nous  allons  définir  la  racine  m'^''"^  arithmétique  du 
nombre  positif  a  ('),  soit  \/ a .  Mettons  dans  une  première  classe 
tous  les  nombres  arithmétiques  dont  la  puissance  /w'^'""  est  inférieure 
ou  égale  à  a  et  dans  une  seconde  classe  tous  ceux  qui  ont  une  puis- 
sance /Tz"'""'  supérieure  à  a.  Nous  faisons  ainsi  une  coupure,  car,  en 
vertu  de  la  remarque  ci-dessus,  nu  nondjre  de  la  première  classe  ne 
saurait  être  plus  grand  qu'un  nombre  de  la  seconde  classe.  Cette 
coupure  définit  un  nomljre  qui  est,  par  définition,  \/ a .  Il  est  rationnel 
(et  appartient  alors  à  la  première  classe)  si  a  est  la  puissance  m"^™^ 
d'un  nombre  rationnel.  Sinon,  d  est  incommensurable. 

ThéorIlme.  —  Le  seul  nombre  aiithmétique  dont  la  puis- 
sance  m"'""'  soit  égale  a  a  est  A  =  y  a . 

Montrons  d'abord  que  \"'  =  a.  Soit  a  un  nond^re  quelconque  de 
la  j)remière  classe  de  A'";  on  peut  trouver  un  nombre  [i  de  la  pre- 
mière classe  de  A  tel  que  a^  ^'"  (n°  9).  Or  [j'"^a;  donc  a^a;  autre- 
ment dit,  a  appartient  à  la  première  classe  de  a.  On  prouverait  de 
même  que  tout  nond>re  de  la  seconde  classe  de  A"'  fait  partie  de  la 
seconde  classe  de  a.  Donc  A'"  et  a  sont  égaux  (n"  6). 

Je  dis  maintenant  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  nombre  B  dont  la  puis- 
sance m'""'"  soit  a.  En  efl'et,  si  B  >  A,  on  a  B'«>  A"'==  a;  si  B  <  A, 
on  a  B"'<  \"'—.a. 

Corollaire.  —  Pour  montrer  que  deux  nombres  arithmétiques 
sont  égaux^  il  suffit  de  prouver  l'égalité  de  leurs  puissances  m^^'"^^. 
Nous  ferons  usage  de  cette  remarque. 

(')  Nous  supposons  dorénavant  a  positif,  parce  que  ia  racine  m'"'"  d'un  nombre 
négatif  n'existe  pas  toujours;  il  faut,  en  elTel,  que  m  soit  impair.  De  même,  dans  ce 
Chapitre,  nous  donnerons  aux  radicaux  leur  signification  arilhmclique,  sans  nous 
occuper  des  racines  négatives  qui  existent  quand  m  est  pair. 
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Identités.  —  On  a  les  identités  suivantes  : 

,  _,  mi —  ni  —         m/ /;; 

(6)  {%^Y=="V^>, 

(7)  ?^    ="T«, 

(8)  \/ai'     =  Y  a. 

Pour  démontrer  la  première,  il  suffit,  conibrmément  au  corollaire 
précédent,  d'élever  les  deux  membres  à  la  puissance  m  et  de  s'appuver 
sur  ridentité  (4)-  Si  l'on  suppose  ensuite  «,  ^  «2  =  . .  •  =  «/,=  o,  on 
obtient  l'identité  (6)  (').  L'identité  (7)  s'établit  en  élevant  les  deux 
membres  à  la  puissance  mp  et  s'appuyant,  pour  cela,  sur  l'identité  (3). 
Enfin  (8)  résulte  visiblement  de  ('j). 

12.  Exposants  fractionnaires.  —  Le  calcul  des  radicaux  devient 
identique  au  calcul  des  puissances,  grâce  à  l'introduction  des  expo- 
sants fractionnaires. 

Par  définition,  siyo  et  ^  sont  deux  entiers  positifs,  on  a 

r 

(9)  a'  =  \/  a'' . 

Pour  que  cette    convention   soit   acceptable,    il    faut  prouver  que 

-         — 

si  —  :^  -^5  on  a  a' =  a    .  On  peut  évidemment  se  borner  au  cas  où 
g         q  1 

l'une  des  deux  fractions  est  inéductible,  soil  par  exemple  —  -  On  a 

alors//=A/?,  rj'^:=Kq^  A  désignant  i\n  certain  nombre  entier.  D  où 

/''  /' 


a'  =  y  al'  =  {/a^-i'=  V\  '^i'^''  =  V"''=  <*  •         c.  0-  F-  i>- 

Les  exposants  fractionnaires  Jouissent  des  mêmes  propriétés 
que  les  exposants  entiers.  Etendons-leur  d'abord  les  identités  (1), 
(2),  (3),  (4). 

I"  a'a''=al     ''' :=  a    ''''' 

ou 

\JaP  y  al'  =  '  y  ai'<i -^'1 1'  . 

(')  On  peut  aussi  l'établir  en  élevant  ses  deux  membres  à  la  puissance  m  et  en  se 
servant,   pour  le  premier  mcnibrc.  de  i'idcnlilé  (3). 


RADICAUX.    EXPOSANTS.  II 

Pour  démontrer  cette  identité,  élevons-la  à  la  puissance  qq  .  Le  pre- 
mier membre  devient,  d'après  (4),  (3)  et  (i ), 

ce  qui  est  bien  la  puissance  qq'  du  second  membre. 

L'identité  (2)  étant  une  conséquence  de  (1  ),   il  est  innlile  de  la 
démontrer  à  nouveau. 

al 
1  )   _   '1 7'  _  ,,'i'r 


2  \^a'  J     =^  a 

ou 


Élevons  à  la  puissance  qq' .  le  second  membre  devient  aPP':  le  pre- 
mier devient  successivement,  d'après  (3), 

{l^Y''={aP)i''=  aPP'. 
LUE.  '1 

ou 


Or  ceci  résulte  de  (5)  et  (4)- 

13.   Voici  maintenant  des  théorèmes  qui  nous  serviront  plus  lard. 

^  '1 

Théorème  1.  — -  -S"/  «  >  i ,  on  a  r/' >  i  ;  5f  «  <  i ,  on  a  a''i^  i . 

r 

En  elTet,  si  dans  la  première  hypothèse,  par  exemple,  on  avait  «''^i , 
on  en  déduirait,  en  élevant  à  la  q'^"""  puissance,  aP'^i,  ce  qui  est 
contradictoire  avec  «  >  1 . 

t        t.  H        EL 

Théorème   II.  —  Si  ->  —.,  on  a  a' >  a'   ou  a'  <:a'  ,  suiicint 

que  a  >■  I  ou  a  ■<  i . 

En  effet,  la  première  inégalité,  par  exemple,  s'écrit 

/' 


r 


a' 


ce  qui  résulte  du  théorème  1. 
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TnÉoiikME  111.  —  Etant  donnés  un  nombre  fixe  a  et  un  nombre 
positif  î.  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  toujours  déterminer  'r\  tel 
que  L  inégalité  —  <  r^  entraîne 

r_ 
a'l—\    <  £. 

En  efi'et,  supposons  d'abord  «  ]>  i .  L'inégalité  à  vérifier  s'écrit 

a''<  i  -f-  £. 

D'après   le   théorème   II,   il   suffit  de    ijrendre  r    sous  la   forme  — ? 

'  n 

n  étant  un  nondjre  entier  tel  qu'on  ait 


ou 


a"<  i  +  £. 

a  <  (i  +  e)". 

Or  la  formule  du  binôme  (n°2o)  montre  immédiatement  qu'on  a  (') 

(i-f-  £)">  I  -H  ne. 

Il  suffit  donc  de  prendre 

I  -h  /i  £  >  « 


n> 


ce  qui  est  toujours  possible. 

Si  a -<  1 ,  il  faut  vérifier  l'inégalité 


ou,  en  divisant  par  a'^, 


I  —  «'  <  £ 


a) 


ce  qui  est  entraîné  par 

On  est  donc  lamené  au, cas  jjrécédent. 


(')  <Jii    peut  aussi    établir  cette   inégalité /?«/■  voie  de   récurrence,    c'est-à-dire 
monlier  que,  si  elle  est  vraie  pour  n,  elle  est  vraie  [)()ur  n  ^-  i. 
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Théorème  IV.  —  Etant  donnés  un  nombre  positif  z  aussi  petit 
qu'on  veut  et  un  nombre  positif  N  aussi  grand  qu'on  veut^  on 

peut    toujoufs    trouver    tj     tel    que    les    inégalités    ^  —  —  <C'^, 
-  <  A  <"  ÎN  entraînent 

'1         '1 
','/■  _  ..'I 


<£. 


En  effet,  celte  inég-alilé  s'écrit 


'1  -'1 

VI'      '/ 


Si  rt  <C  I ,  elle  est  entraînée  par 


—  nt' 


P 


laquelle  résulte  du  théort-me  III. 

Sia>>i,   et  si  N'  désigne    un   nombre  rationnel  quelconque  plu; 
grand  que  N,  elle  est  entraînée  par 


'1  _'l 


—  K 


laquelle  résulte  encore  du  théorème  III  ('  ). 

14.   Exposants  incommensurables.  —  Soient  a  un  nombre  incom- 
mensurable  et  a  un   nombre  positif  plus  grand  que  un.  Il  s'agit  de 

définir  a'^.  Acel  effet,  désionons  par—  et  —,  deux  nombres  rationnels 

'         ^  ^       q       q 

quelconques  appartenant  respectivement  à  la  première  et  à  la  seconde 
classe  de  a.  Piangeons  dans  une  première  classe  tous  les  nombres  de 

11 
la  forme  a'  et  les  nombres  plus  petits   et.  dans  une  seconde  classe, 

tous  les  nombres  de  la  forme  «'  et  les  nombres  plus  grands.  Les  pre- 
miers sont  plus  petits  que  les  seconds,  en  vertu  du  théorème  II  du 
numéro   précédent.    En   outre,    on    peut    trouver    deux    nombres    de 


(')   On    peut    remarquer  i|ue  le  nuinbre  r,  ne  ilépeiid   que  île  3   li)rs(iue  a  csl 
Au  contraire,  si  a  >i,  il  dépend  île  s  et  N. 
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classes  difl'érentes  aussi  voisins  qu'on  le  veut;  cela  résulte,  en  effet, 
du  ihéorènie  IV,  puisque  —,  —  —  peut  être  diminué  à  volonté  et  qu'on 

peut  toujours  supposer  que  —,  reste  inférieur  à  un  certain  nombre  N 
de  la  seconde  classe  de  a.  Nous  venons  donc  de  faire  une  coupure 
(au  sens  du  n°  10)  et,  par  suite,  de  déterminer  un  nombre  qui  est, 
par  définition,  a'^. 

Si  a<<  I5  on  procède  de  la  même  manière,  avec  celte  seule  diffé- 
rence qu'il  faut  intervertir  les  rôles  de  —  et  ■^-  Ouant  au  svmbole  i*, 

1  q      q     ^ 

il  est  égal  à  i,  quel  que  soit  a. 

Les  exposants  incommensurables  jouissent  des  mêmes  propriétés 
que  les  exposants  commensurables.  C'est  ainsi  que  V identité  (i), 
démontrée  pour  m  et  p  rationnels,  est  encore  vraie  pour  m  et  p  irra- 
tionnels. 

Supposons  d'abord  a  >>  1 .  Si  A  est  un  nombre  de  la  première  classe 
du  produit  a"'^ai%  on  peut  trouver  deux  nombres  X  et  Y,  appartenant 
respectivement  aux  premières  classes  de  a'"  et  aP^  tels  que  l'on  ait 
A  <!  X\  (n°  9).  D'autre  j^art,  d'après  la  définition  de  «'",  on  peut 
trouver  un  nombre  rationnel  n.  dans  la  première  classe  de  m  tel  que 
X  ■<  a^.  On  a,  de  même,  Y  <;  a'^,  t:  étant  un  nombre  rationnel  de  la 
première  classe  de  p.  On  en  déduit  XY  <;  «(^«"^^^  r/!-^'*"'^,  puisque  [j. 
et  7:  sont  rationnels.  Comme  A<<X\,  on  a,  a  fortiori.,  A  <  af^+". 
Il  en  résulte  que  A  appartient  à  la  première  classe  de  a"*+/',  parce  que 
pi.  +  —  appartient  à  la  première  classe  de  m  -\- p  (n"  8). 

On  prouverait  de  même  que  tout  nombre  de  la  seconde  classe  de 
a"^aP  appartient  à  la  seconde  classe  de  a"^'^P.  Donc  a"^aP=^a"^^P 
(n"6). 

Pour  rt  <C  I ,  démonstration  analogue. 

U identité  (2)  est  également  vraie  pour  m  et  p  irrationnels, 
puisque  c'est  une  conséquence  de  (i). 

On  pourrait  maintenant  faire  l'extension  des  identités  (3)  et  (4), 
ainsi  que  des  théorèmes  du  n"  13.  Mais  cela  nous  sera  beaucoup  plus 
facile  au  Chapitre  Yl,  au(piel  nous  renvoyons  maintenant  le  lecteur 
(n"^80  à  m). 

V,').  Exposants  négatifs  et  nul.  —  Si  x  est  un  nombre  positif  cjuel- 
conque,  le  symbole  a~^'  représente.,  par  définition.,  la  quantité  —  • 
Le  symbole  a"  représente  Vunité. 
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Les  exposants  négcuifs  cl  nul  jouissent  des  mêmes  propriétés 
que  les  exposants  positifs. 

1°   On  a,  quels  que  soient  x  et  )', 

Cela  a  été  |)rouvé  pour  .r  et  j'positifs.  Supposons  maintenant  ;r  >>  o 
etjK  <  t),  soit^'  ^  —  y'  (r'^  o).  L'égalité  (lo)  devient 

— :  —  a'^-y . 
a' 

Ceci  est  l'identité  (2)  si  x '^  y' .  Si  x  <C  y\  cela  revient  à 


ce  qui  est  encore  l'identité  (2).  Enfin,  si  x  ^=  y' ,  cela  résulte  de  la 

définition  de  rt". 

Soit  maintenant  .r  =  — x' ,  y  =■ — j»' (.r' >■  o^  y' >  o).    L'égalité 

s'écrit 

I       I  I 

a-*    ay         a-^  ~^y' 

ce  qui  résulte  de  l'identité  (10)  établie  pour  x  et  y  positifs. 

L'identité  (2)  n'est  plus  maintenant  à  distinguer  de  (1),  puisqu'elle 

s'écrit 

a'"  a-i>  —  a"'-i'. 

2"       (11)  (a'-')y=a^y        (37  et  r  lalionnels), 


Si  .r  >>  o  et  y  =  —  y  <.  o,  il  faut  prouver  que 


(  a'  )y       a-^y 


ce  que  nous  savons  être  vrai. 

Si  X  :=  —  x'  <io  ely^  o,  il  faut  prouver  que 

ce  qui  résulte  de  ce  que  (  — -7  )    =  - — -7— • 

Enfin,  si  X  = —  x' <  o  et  j  =  —  y'  <.  o.  le  premier  membre  de  (i  i) 
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s'écrit  successivement,  en  sappuyant  sur  le  cas  précédent, 
1  I  I 


(rt*).v'       (a--'-)r 


a-^  .1  =  rt- 


Ouanl  à  lidentilé  (4  ),  son  extension  pour  m  <C  o  saute  aux  veux. 
Enfin,  nous  verrons  au  Chapitre  VI  (n'""  80  et  8!2)  ce  que  devien- 
nent les  théorèmes  I.  II,  III,  IV. 
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16.  Permutations.  —  Considérons  m  objets  distincls,  dont  nous 
n'avons  pas  besoin  de  préciser  la  nature,  et  qui  seront  seulement 
supposés  tels  qu'on  sache  les  distinguer  les  uns  des  autres.  Nous  les 
représenterons,  par  exemple,  par  des  lettres,  ou  bien  par  les  numéros 
I,  2,  3,  ...,  m. 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  range  les  lettres  représentatives  «,  b^ 
c,  ...,  /sur  une  ligne  horizonlale,  et  cela  dans  un  ordre  déterminé. 
Nous  dirons  que  nous  avons  formé  une  permutation  de  nos  m  lettres, 
ou  des  m  objets  correspondants.  Il  est  clair  que,  dès  que  m  est  plus 
grand  que  i,  on  peut  former,  de  cette  manière,  plusieurs  permuta- 
tions différant  entre  elles  par  l'ordre  des  lettres.  Si  nous  écrivons  les 
unes  au-dessous  des  autres  toutes  les  permutations  possibles,  chacune 
d'elles  n'étant  écrite  qu'une  fois,  nous  dirons  que  nous  avons  con- 
struit le  tableau  des  permutations  des  m  lettres.  Voici,  à  titre 
d'exemple,  le  tableau  des  permutations  des  trois  lettres  «,  6,  c: 


(>) 


17.  Règle  de  formation  du  tableau  des  permutations.  —  Voyons 
comment  on  peut  former  le  tableau  r,„des  pcrinulalions  de  m  lettres 
a^  6,  c,  ...,  A,  /.  Dans  ce  but,  nous  allons  emplover  une  méthode 
derécurrence  et  déduire  T„,  du  tableau  T,„_,  des  m  lettres  a,  6,  ...,  h. 
De  chaque  permutatioti  (/?)  de  T,„_,,  nous  pouvons  déduire  m  per- 
mutations distinctes  de  Y^n  en  écrivant  suc'cessivement  la  lettre  /  à 
JIaag.  —  Cours,  I.  2 


1  "' 

«, 

b, 

«, 

c. 

b, 

!- 

^ 

c. 

6, 

a, 

b, 

c, 

a, 

!    b, 

«7 

c. 

\ 
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gauclie  de  la  première  letlre  de  (/>),  puis  enlre  la  première  el  la 
deuxième,  puis  enlre  la  deuxième  et  la  troisième,  etc.,  et  enfin  à 
droite  de  la  dernière.  Si  nous  faisons  de  même  pour  loules  les  per- 
•muLalions  de  T„,_|,  je  dis  que  nous  obtenons  le  tableau  ï/„.  En  eflet  : 
1°  Nous  n'avons  obtenu  que  des  permutations  de  T,„  ; 
o."  Toutes  les  permutations  obtenues  sont  différentes,  car  deux 
quelconques  d'entre  elles  diffèrent  soit  par  l'ordre  relatif  des  lettres  <7, 
b,  ...,/('  [si  elles  proviennent  de  deux  permutations  (p)  dilférentes], 
soit  par  la  position  de  l  vis-à-vis  de  celles-ci  [si  elles  proviennent  de 
la  même  permutalion  (/?)]; 

.)"  Toute  permutalion  {p')  de  T„j  a  été  obtenue,  car,  en  j  suppri- 
mant la  lettre  /,  on  obtient  une  permutation  (p)  de  T,„_,,  dont  on  a 
forcément  déduit  (/>'),  d'après  la  façon  même  dont  il  a  été  procédé. 
Maintenant  qur  nous  savons  déduire  T,„  de  T„,_,,  nous  n'avons 
plus  qu'à  partir  de  T,,  lequel  se  compose  de  l'unique  permutation  a; 
nous  en  déduirons  To,  puis  Ta,  puis  T-, ,  et  ainsi  de  suite,  de  procbe 
en  proche,  jusqu'à  r,„.  C'est  au  moyen  de  cette  règle  que  le  tableau  (i) 
a  été  déduit  de  To. 

18.  Nombre  des  permutations  de  m  lettres. —  ]3ans  de  nombreuses 
questions  d'Algèbre  et  d'A-iialjse,  on  voit  intervenir  le  nombre  des 
permutations  du  tableau  T,„.  Ce  nombre,  qu'on  désigne  ordinai- 
rement par  le  symbole  P,„,  se  déduit  immédiatement  de  la  règle  de 
formation  ci-dessus.  Celle-ci  montre,  en  effet,  de  façon  claire, 
qu'entre  P,„  et  P,,,.,  on  a  la  relation  de  récurrence 

Celte  relation  étant  linéaire  et  homogène,  on  en  déduit,  confor- 
mément à  une  méthode  générale  (Note  1), 

( 3 )  P,„  =  I . •^ . 3 .  .  . ( /n  —  \).ni  =^  m\ 

Ce  produit  des  m  premiers  nombres  entiers  se  désigne  souvent  par 
la  notation  m!,  qui  s'énonce  j'aclorielle  m. 

19.  Arrangements.  —  Reprenons  nos  m  lettres  «,  b^  c,  ...^  l.  Choi- 
sissons au  hasard  pi^plkni)  d'entre  elles  et  écrivons-les  sur  une 
ligne  hoiizonlale,  dans  un  ordre  déterminé.  Nous  dirons  que  nous 
avons  formé  un  (irrangenient  de  nos  m  lettres  p  à  p.  Si  nous  écri- 
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VOUS  les  uns  au-dessous  des  autres  tous  les  arrangemenls  qu'on  peut 
ainsi  obtenir,  cliacun  d'eux  n'étant  écrit  qu'une  fois  ('  ),  nous  con- 
struisons le  tableau  des  arrangements  des  ni  lettres/?  à  p.  Voici,  à 
titre  d'exemple,  le  tableau  des  arrangements  des  trois  lettres  <:/,  6,  c, 
prises  deux  à  deux,  écrit  sur  une  liync  horizontale,  de  gauche  à 
droite,  pour  tenir  moins  de  place  : 

(4)  «6,     ac.     ba^     bc,     ca,     cb. 

20.  Règle  de  formation  du  tableau  des  arrangements. —  Soit  à  con- 
struire le  tableau  T',^^  des  arrangements  des  m  lettres  a,  />,  ...,  /, 
prises  php.  Employons  encore  la  méthode  de  récurrence.  Supposons 
formé  le  tableau  T^^^'  relatif  aux  mêmes  lettres  prises/? —  i  à  /^  —  i. 
De  chaque  arrangement  («)  de  T^^^' ,  nous  pouvons  déduire  tu  —  {p —  i) 
arrangements  distincts  de  T^,  en  écrivant  successivement  à  droite 
de  {a)  chacune  des  lettres  qui  n'j  figurent  pas.  Si  nous  faisons  de 
même  pour  tous  les  arrangements  de  T^;  \  je  dis  que  nous  construi- 
sons T^^.  En  efï'et  : 

1°   Nous  n'obtenons  que  des  arrangements  de  Tf^,  ; 

i""  Tous  les  arrangements  formés  sont  différents,  car  deux  quel- 
conques d'entre  eux  se  distinguent  ])ar  la  nature  ou  l'ordre  des  p  —  i 
premières  lettres,  ou  bien  par  la  nature  de  la  ^j'<="'«; 

3"  Tout  arrangement  {a')  de  T^^  a  été  obtenu,  car,  en  y  suppri- 
mant la  dernière  lettre,  on  obtient  un  arrangement  («)  de  T^'^S  dont 
on  a  forcément  déduit  {a'). 

Si  maintenant  nous  partons  de  T,'„,  lequel  se  compose  des  m  arran- 
gements a,  b,  c,  .  . ..  l,  nous  pourrons  former,  de  proche  en  proche, 
T;„,  '^ni  •  •  •l'^m^  •  •  •!  ^^/«-  ^^  ^^^  clair  d'ailleurs  que  le  dernier  tableau, 
T",[,  n'est  autre  que  celui  des  permutations  des  m  lettres  données.  Le 
tableau  (4)  a  été  construit  d'après  la  règle  ci-dessus. 

21.  Nombre  des  arrangements  de  /»  lettres  p  à,  p.  —  Ce  nombre  est 
désigné  parÂ^,.  D'après  ce  qui  précède,  il  est  clair  qu'on  a  la  relation 
de  récurrence,  linéaire  et  homogène, 

(3)  AP,  =  (m-p  +  i)A{;r'; 


(')  Deux  arrangements  du   tableau  doivent    diderer,  soit   par   la   nature,  soit   par 
l'oi'dre  des  lettres  qui  les  constituent. 
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d'où  l'on  déduit  (Noie  I) 

( 6 ;  k','n  =  nu  ni  —  I )  ( »*  —  2 ) . . .  (  /n  —  /?  +  i ). 

22.  Combinaisons.  —  Considérons  toujours  les  mêmes  lettres  rt, 
0,  ...,  /.  Choisissons  encore  au  hasard  p(pjz  m)  d'entre  elles  et  écri- 
vons-les sur  une  ligne  horizontale,  dans  un  ordre  c|uelconque.  Nous 
obtenons  une  combinaison  de  nos  m  letlres  p  à  p.  Il  est  clair  cjue 
tout  arrangement  donne  une  combinaison.  Mais,  tandis  c[ue  deux 
arrangements  constitués  par  les  mêmes  lettres  peuvent  être  dillerents 
(si  ces  letlres  n'j  sont  pas  rangées  dans  le  même  ordre),  nous  con- 
K'iendiojis  au  contraire  de  regarder  comme  identiques  deux  com- 
binaisons comprenant  les  mêmes  lettres,  quand  même  celles-ci 
seraient  rangées  différemment  dans  les  deux  combinaisons.  On  voit 
donc  cjue  le  caractère  essentiel  d'une  combinaison  est  cjue  l'ordre 
des  lettres  qui  j  figurent  est  indifférent.  Au  lieu  de  les  écrire  sur 
une  ligne  horizontale,  comme  nous  l'avons  supposé,  on  peut  les  écrire 
sur  une  feuille  de  papier  suivant  une  disposition  quelconque.  Ou 
peut  aussi  prendre  des  caractères  d'imprimerie  et  mettre  dans  un  sac 
ceux  cjui  correspondent  à  une  même  combinaison,  ou  encore  [)rocéder 
de  cette  manière  pour  les  objets  représentés  par  les  lettres.  Si  nous 
écrivons  les  unes  au-dessous  des  autres  toutes  les  combinaisons 
des  m  lettres  a,  6,  ...,  /  prises  p  à  p,  chacune  d'elles  n'étant  écrite 
tju'une  fois,  nous  construirons  le  tableau  des  combinaisons.  Voici, 
par  exemple,  le  tableau  des  combinaisons  des  trois  lettres  «,  6,  c 
deux  à  deux  : 

(7)  aè,     ac,     bc. 

"l'S.  Formation  du  tableau  des  combinaisons.  —  On  peut  d'abord 
remarcjuer  (pie,  |)oui-  former  le  tableau  B,','^  des  combinaisons  des  m 
lettres  a.  //,  ....  /  prises  p  à  p,  on  pourrait  construire  le  tableau  T(^^ 
des  ai  rangements,  puis  supprimer  dans  celui-ci  tout  arrangement 
constitué  [)ar  les  mêmes  lettres  (pi'un  autre  arrangement  non  sup- 
prinu'-.  L<'s  arrangements  (pu  resteraient  donneraient  le  tableau  B^'^', 
cherché.  Mais  il  est  clair  que  ce  procédé  exigerait  des  opérations  inu- 
tiles, il  est  plus  simple  de  piocéder  directement  comme  il  suit. 

liemarcpions  d  abord  (pi Ou  peut,  dans  cluupie  combinaison,  écrire 
les  lettres  dans  un  ordre  ai  bii  rairenienl  lixé,  par  exemple  dans  l'ordre 
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alplial)étique.  Ou  bien,  s'il  s'agit  de  numéros,  on  peut  ranger  ceux-ci 
par  ordre  de  grandeur  croissante.  Plaçons-nous,  par  exemple,  dans 
celte  dernière  hypothèse. 

Procédons  encore  par  récurrence.  Sup[)osons  formé  le  tableau  0^^"' 
des  combinaisons  des  m  premiers  nombres  entiers  p — i  à  /; — i, 
celles-ci  étant  écrites  comme  il  vient  d'être  expliqué.  A  droite  de 
chacune  d'elles  écrivons  successivement  tons  les  nombres  inférieurs 
k  m  -\~  \  et  supérieurs  au  dernier  nombre  A  de  la  combinaison  consi- 
dérée. Je  dis  que  nous  obtenons  Q^^.  En  effet  : 

i"  Nous  n'obtenons  que  des  combinaisons  de  0^^; 

2°  JNous  n'avons  formé  que  des  combinaisons  différentes,  ainsi  (jue 
le  lecteur  s'en  rendra  compte  aisément; 

3°  Toute  combinaison  (c')  de  0^,  a  été  obtenue,  car  si  l'on  y  sup- 
prime le  dernier  nombre  X',  on  obtient  une  combinaison  de  0,'^"',  ne 
comprenant  (|ue  des  nombres  plus  petits  fpie  V.  iNIais  il  est  clair  qu'on 
a  pris  tout  à  l'heure  celte  combinaison  et  qu'on  lui  a  ajouté  en  par- 
ticulier le  nombre  A',  formant  ainsi  (c'). 

Le  tableau  0',^  est  évident;  on  en  déduira  de  proche  en  proche  0)^^, 
0f,^,  .  . .,  0'^,,  . . .,  0"'.  Le  tableau  (7)  a  été  construit  d'après  la  règle 
ci-dessus. 

2i.  Nombre  des  combinaisons.  —  Ce  nombre,  qu'on  représente 
par  C^,,  se  déduit  de  la  comparaison  des  tableaux  T^^^  et  0^^.  Toute 
combinaison  de  0^^  se  trouve  répétée  p\  fois  dans  T^^,  car  les  arran- 
gements qui  contiennent  yo  lettres  déterminées  ne  sont  autres  que  les 
permutations  de  ces  p  lettres.  On  a  donc  (') 

(8)  ^'«-;^-  yi 

On  arrive  au  même  résultat  en  remarquant  que  la  lettre  a  figure 

—  C^'„  fois  dans  le  tableau  (-)P^,  puisque  celui-ci  contient  en  tout  />C^, 

lettres  et  que  chaque  lettre  s'y  trouve  le  même  noml)re  de  fois. 
D'autre  part,  si  l'on  retranche  a  des  combinaisons  qui  la  contiennent. 


(')  C'^  étant  évidemment  entier,  on  a  ce  théorème  d'Arithmétique  :  Le  produit 
de  p  nombres  entiers  consécutifs  est  toujours  divisible  par  le  produit  des  p  pre- 
miers nombres  entiers. 
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on  obtient  le  tableau  t)^/l',  relatif  aux  letti^es  b,  c,  ....  /.  On  a  donc 
la  relation  de  récurrence 

(9)  C/J,  =  '"g/-',. 

P 

D'une  façon  générale, 

De  cette  formule,  on  déduit  aisément  (8),  en  se  ramenant  au  calcul 
direct  de  C,',^,     , ,  qui  est  évidemment  égal  à  m  — p  -\-  i . 

Théorème.  —  On  a 

En    effet,    multiplions    les  deux    termes   de   C^^   par    (m  —  />)•';   il 
vient 

(II)  C^, 


p\{in—p)\ 


d'où  résulte  immédiatement  la  formule  à  démontrer. 

On  peut  aussi  remarquer  que  les  tableaux  0;!,'^  et  W",'~^  renferment 
le  même  nombre  de  combinaisons,  car  on  peut  établir  entre  eux  une 
correspondance  parfaite  ('),  en  associant  les  combinaisons  dont  la 
réunion  rej)roduit  les  ni  nombres  1,2,  .  .  . .,  m  (-). 

Théorème.  —  On  a 

(12)  c;^^  =  c;;,_, +  (:{;,--■,. 

Le  lecteur  vérifiera  cette  formule  au  moyen  de  (8)  ou  de  (11). 
Il  pourra  aussi  raisonner  comme  il  suit  : 

Partageons  S^^  en  deux  tableaux  partiels  T  el  T'  composés,  le 
premier,  des  combinaisons  ne  contenant  pas  a;  le  second,  des  com- 
binaisons (pii  renferment  au  contraire  cette  lettre.  Il  est  visible  queT 

(')  Etant  donnés  deux  ensembles  E  et  E' constitués  par  des  éléments  quelconques, 
on  dit  qu'ils  sont  en  correspondance  parfaite,  si,  par  un  moyen  quelconque,  on 
associe  à  chaque  élément  de  E  un  élément  déterminé  et  unique  de  E',  et  si,  inverse- 
ment, à  tout  élément  de  E'  on  fait  correspondre  un  élément  de  E  el  un  seul. 

(')  Celte  remarque  s'applique  également  à  la  formation   du   tableau  f-)(',,  que  l'on 

ramène  à  la  formation,  plus  simple,  du  tableau  0'"~^  dès  que /?  >  — 
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n'est  autre  cjue  le  tableau  des  C/^j_,  combinaisons  des  lettres  ^, 
c.  .  ..,  /  prises  p  à  p.  D'autre  part,  nous  avons  vu  tout  à  l'Iicure 
que  T'  contenait  G^,',l',  combinaisons.  La  conclusion  saute  aux  jeux. 

25.  Formule  du  binôme.  —  La  lorinule  du  binôme  de  Newton  est 
une  application  directe  de  la  théorie  des  combinaisons.  Elle  a  pour 
but  de  développer  [x  -\-  «)'"  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 
en  supposant  que  ni  est  un  nombre  entier  positif. 

Plus  généralement,  proposons-nous  de  développer  de  cette  manière 

le  produit 

V  =  {x  -^  a){x  -^  b)  .  . .(  X  -\-  l), 

OÙ  a,  6,  ...,  /  sont  m  nombres  donnés,  que  nous  supposerons 
d'abord  distincts.  On  sait  que  pour  faire  le  produit  de  plusieurs 
sommes,  on  doit  additionner  tous  les  produits  partiels  obtenus  en 
prenant,  de  toutes  les  manières  possibles,  un  terme  et  un  seul  dans 
chaque  somme,  et  multipliant  les  termes  ainsi  choisis.  Si  nous  appli- 
quons cette  règle  à  P,  nous  vojons  que  tout  produit  partiel  conte- 
nant x"^~P  en  facteur  proviendra  du  choix  du  terme  x  dans  ni  — p 
des  binômes  donnés  et  du  terme  constant  dans  les  p  binômes 
restants.  Si,  dans  tous  les  termes  analogues,  on  met  x"'-''P  en  facteur, 
le  coefficient  de  x"^~P  sera  la  somme  'èp  des  produits  p  à  p  des  m 
nombres  a,  b,  ...,  /.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que,  pour  avoir  celle-ci, 
il  suffit  d'écrire  le  tableau  des  combinaisons/?  kp  de  ces  m  nombres 
distincts,  de  faire  le  produit  des  nombres  qui  figurent  dans  chaque 
combinaison  et  d'ajouter  tous  les  résultats  obtenus. 

Nous  pouvons  maintenant  écrire  le  développement  demandé  sous 
la  forme 

(i3)     P  =  X'"  I  Sia:'«-i-4-  So_x"'--^-^..  .+  S;jX"'-i'  +-.  .  . -+-  S„i-i^  +  S„,. 

Supposons  à  présent  que  les  m  nombres  «,  />,  ...,  /deviennent 
égaux  au  premier  d'entre  eux.  La  formule  précédente  subsistera 
toujours;  mais,  à  la  limite,  tous  les  termes  de  Sy,  par  exemple  seront 
égaux  à  aP.  Comme  ils  étaient  au  nombre  de  C(/^,  on  voit  que  Sp 
deviendra  égal  à  C^//^.  On  a  donc 

Telle  est  la  formule  du  binôme  de  Newton^  ou  simplement 
formule  du  binôme. 
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Remarques.  —  I.  Etant  donné  que  les  deux  lettres  x  et  a  jouent 
dans  la  formule  (i4)  des  rôles  identiques,  on  est  en  droit  d'affirmer 
que  les  coefficients  numériques  équidistants  des  extrêmes  sont 
és^aux;  ceci  revient  d'ailleurs  à  la  formule  (lo)  établie  plus  haut. 

Lorsque,  dans  le  calcul  du  développement,  on  est  arrivé  au  milieu, 
les  coefficients  suivants  se  déduisent  des  |)remiers  par  svmétrie. 

II.  La  comparaison  de  deux  ternies  consécutifs  C^~' :r'"~/'"''' «/'"' 
et  C^  x"^  '' al'  nous  montre,  orâce  à  la  formule  C^,  =  C''"'  — — , 

que  Von  passe  d\in  terme  au  suivant  en  diminuant  d' une  unité 
V exposant  de  x,  augmentant  d'une  unité  celui  de  «,  multipliant 
le  coefficient  par  l'exposant  de  x  dans  le  terme  que  l'on  quitte 
et  le  divisant  par  V exposant  de  a  dans  le  terme  auquel  on 
arrive. 

Cette  règle  est  assez  pratique  quand  on  a  affaire  à  des  puissances 
élevées. 

Elle  nous  renseigne  aussi  sur  la  loi  de  croissance  des  coeffi- 
cients. Ceux-ci  croissent  tant  que  l'exposant  de  x  dépasse  de  plus 
d'une  unité  celui  de  a.  Si  m  est  pair,  il  y  a  un  terme  du  milieu, 
dans  lequel  les  deux  exposants  sont  égaux  et  dont  le  coefficient  est  le 
plus  élevé.  Si  m  est  impair,  il  y  a  deux  termes  du  milieu,  dans 
lesquels  les  exposants  de  x  et  de  a  ditïerent  d'une  unité  et  dont  les 
coefficients  sont  égaux  entre  eux  et  supérieurs  à  tous  les  autres. 

m.  Il  est  bon  de  connaître  par  cœur  les  développements  suivants, 
qui  sont  d'un  usage  courant: 

{x  -+-  a)-  ~  .r'^  -{-  '3.  X a  -{-  a"^ , 

{x  -{-  ay  =  x-^  -h  3x'^a  -h  3xa'-  -h  a-^  =  cp^ -i-  a^  -h  oax{x  -^  a), 

(x  '^-  a)'*  =  x''-\-  i x^a  -+-  6372 «2 _^  f^xa^^  a'*. 

26.  Carré  et  cube  d'un  polynôme.  —  On  peut  se  proposer  de  géné- 
raliser la  formide  du  binôme  en  cherchant  à  dévelopjier  la  puis- 
sance m''™''  d'une  somme  d'un  nombre  (pielconque  de  termes.  Il  existe 
une  formule  générale  résolvant  cette  question  ('),  mais,  elle  n'est 
d'un  eiiij)loi  courant  que  pour  m^'i  et  3;  aussi  nous  bornerons-nous 
à  l'établir  dans  ces  deux  cas. 

(')    Voir,  par  exemple,  pour  le  cas  d'un  trinôme,  Leçons  (n^'iS). 
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Soil  d'abord  à  développer 

A  i; 


(i5) 


(a 


ly 


Nous  avons  d'abord  les  termes  a- +  6-4- c- +  , .  .  + /-,  oblenus 
en  multiplianl  deux  termes  de  même  rang  dans  les  deux  fac- 
teurs. 

Si  maintenant  nous  multiplions  le  premier  terme  de  A  par  le 
deuxième  terme  de  B,  nous  trouvons  le  produit  partiel  ab.  Mais 
nous  y  arrivons  aussi  eu  multipliant  le  second  terme  de  A  par  le 
premier  terme  de  B.  Donc  ab  est  répété  deux  fois  dans  le  dévelop- 
pement. On  raisonnerait  de  même  pour  les  autres  termes  de  même 
forme  (  '  )  et  l'on  peut  écrire  la  formule 


(16; 


(a 


..+  /)2=  v^24.2Sa6    (2). 


Développons  maintenant 


Si  nous  prenons,  pour  former  des  produits  partiels,  des  termes  de  même 

rang  dans  les  trois  facteurs,  nous  obtenons  a^ -{-  b'^-\~...-\-  l^=  / ^a^. 

Choisissons   maintenant  a  dans    deux  des   facteurs  et   b  dans   le 

troisième;  comme  cela   peut  se  faire  de  trois  manières  différentes, 

on  obtient  ia-b.  Si  l'on  ajoute  tous  les  produits  analogues  (^),  on 
obtient  Z'^a-h. 


(')  On  les  appelle  quelquefois  les  ternies  rectangles. 

('-)  Le  signe  S.  qui  s'énonce  sigma  de  ou  somme  de,  indique  qu'il  faut  faire  la 
somme  de  tous  les  termes  qui  se  déduisent  de  a-  ou  de  ab,  en  remplaçant,  de  toutes 
les  manières  possibles,  la  lettre  a  ou  les  lettres  a  et  b,  par  les  diderentes  lettres  a, 
b,  c,   ...,  l. 

(3)  Il  faut,  pour  les  former,  écrire  le  tableau  des  arrangements  des  lettres  a, 
b,  ...,  l  deux  à  deux.  Il  est  à  remarquer,  en  effet,  que  les  arrangements  ab  et  ba, 
par  exemple,  donnent  bien  des  termes  différents,  car  a-b  n'est  pas  égal  à  b-a. 
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Considérons  enfin  les  produits  partiels  de  la  forme  abc  ('). 
A  chaque  manière  d'obtenir  celui-ci  correspond  une  permutation 
des  trois  lettres  a,  b^  c,  et  réciproquement,  ainsi  qu'on  le  voit  en 
écri\ant  chaque  fois  au-dessous  de  chaque  facteur  la  lettre  qu'on  y 
prend.  Il  j  a  donc  six  termes  égaux  à  a6c,  et  l'on  a  finalement 

(i8)  (a-h  6  H-.  ..+  0^=  -«^+  3  2:«2  6-t-6Saèc. 


(')  On   les  déduit  du  tableau  des  combinaisons  ti'ois  à  trois.  Deux  produits  ne  sont 
en  eflet  distincts  que  si  les  lettres  qui  y  figurent  ne  sont  pas  les  mêmes. 
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27.  Définition  et  but  des  nombres  complexes.  —  On  appelle  nombre 
complexe  ou  imaginaire  une  expression  de  la  forme  a-\-bi,  dans 
laquelle  a  et  b  sont  deux  nombres  relatifs  ordinaires  ou  nombres 
léels,  et  i  un  symbole  dont  nous  préciserons  le  rôle  dans  la  suite, 
mais  qui,  pour  l'instant,  doit  être  regardé  comme  un  signe  accolé  au 
nombre  b  pour  le  distinguer  de  a  (').  Le  signe  +  n'a  également  (du 
moins  jusqu'à  nouvel  ordre)  aucune  signification  et  le  nombre  com- 
plexe a -\- bi  doit  être  simplement  regardé  comme  un  groupe  de 
deux  nombres  relatifs  que  l'on  veut  introduire  simultanément  dans 
les  calculs,  mais  en  leur  faisant  jouer  un  rôle  différent. 

On  convient  de  certaines  règles  pour  étendre  aux  nombres  com- 
plexes les  opérations  auxquelles  peuvent  être  soumis  les  nombres 
ordinaires.  Ces  règles  sont  choisies  de  telle  manière  que  les  proposi- 
tions fondamentales  du  calcul  algébrique  ne  cessent  pas  d'être  vraies. 
Une  suite  quelconque  d'opérations  effectuées  sur  n  nombres  com- 
plexes équivaut  à  une  suite  d'opérations  effectuées  sur  2/z  nombres 
ordinaires,  ceux-ci  étant  d'ailleurs  partagés  en  deux  classes  distinctes, 
à  savoir  les  nombres  a  et  les  nombres  b. 

On  conçoit  qu'il  puisse  résulter  de  là  une  simplification,  tout  au 
moins  au  point  de  vue  de  la  forme,  pour  certains  calculs  algébriques 
de  quantités  réelles. 

En  Analyse,  on  peut  de  même  considérer  la  variable  com- 
plexe z  r=^  X  -\- yi-,  où  37  et  y  désignent  deux  variables  indépen- 
dantes, au  sens  ordinaire  du  mot  (n°  56),  et  introduire  des  fonctions 
de  cette  variable.  Cela  revient  à  introduire  simultanément  deux  caté- 
gories de  fonctions  de  x  et  y  (n°  127);  et  toute  proposition  sur  les 
fonctions  d'une  variable  complexe  se  traduit  par  une  projiosition  sur 

('  )  On  écrit  indiiréreniment  a  -h  bi  ou  a  +  ib. 
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cerlaines  fonctions  de  deux  variables  réelles.  On  conçoit  tout  l'avan- 
tage qui  peut  découler  de  semblables  considérations. 

Enfin,  un  autre  but,  non  moins  important,  de  la  théorie  des  imagi- 
naires consiste  en  la  généralisation  de  certaines  notions,  qui,  définies 
au  moyen  d'un  ou  de  plusieurs  nombres  réels,  cessent  d'avoir  un  sens 
quand  ces  derniers  ne  satisfont  plus  à  certaines  conditions  déter- 
minées. Telle  est,  par  exemple,  la  notion  de  racine  d'une  équation  du 
second  degré,  à  laquelle  les  nombres  imaginaires  doivent  leur  ori- 
gine ('). 

28.  Dans  le  cas  où  b  est  nul,  on  convient  de  confondre  le  sym- 
bole a -h  bf  avec  le  nombre  réel  a.  C'est  légitime,  car  nous  verrons 
que  les  règles  du  calcul  des  nombres  complexes  se  réduisent  aux 
règles  ordinaires  de  l'Algèbre,  quand  on  suppose  nuls  les  nombres  b 
relatifs  à  tous  les  nombres  imaginaires  sur  lesquels  on  opère  (n"  30). 

Lorsque  a  est  nul,  on  dit  qu'on  a  une  imaginaire  pure;  on  l'écrit 
simplement  bi. 

Dans  a  -|-  bi,  a  est  appelé  la  partie  réelle  et  bi  la  partie  ima- 
ginaire; on  dit  aussi  que  b  est  le  coefficient  de  i,  bien  que  cela 
n'ait  aucun  sens  a  priori,  du  moins  pour  le  moment. 

Un  nombre  complexe  est  /lul,  si  l'on  a  à  la  fois  a  =  o,  6  =  o. 
Deux  nombres  complexes  a-\-bi  et  a' -\- b' i  sont  égaux  si  a^=-a', 
b  =  b' ;  symétriques  (-)  si  «= — a',  b= — b',  et  imaginaires 
conjugués  si  a  =  a',  b=  —  a'. 

On  appelle  module  du  nombre  complexe  c  =  a -{- bi  le  nombre 
réel  positif  o  =  y«-H-^-.  On  le  représente  ordinairement  par  le 
symbole  |  a  -\-  bi\.  Dans  le  cas  où  b  est  nul,  on  retombe  sur  la  valci/r 
absolue  de  a.  Une  proposition  évidente  est  la  suivante  : 

Pour  c/u^un  nombre  imaginaire  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que 
son  module  le  soit. 

29.  Représentation  géométrique  des  nombres  complexes.  —  Soient 
deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Considérons  le  point  M  cjui  a 
pour  coordonnées  a  et  b  relativement  à  ces  axes  (fig-  a).  Ce  point 


(')  Cf.  Leçons,  t.  I,  p.  ^m  et  suiv. 

('-)  On  dit  aussi  quelquefois  que  l'un  est  égal  à  VauIvc  change  de  signe  ;  niais  celle 
expression  est  mauvaise,  car  un  nombre  complexe  n'a  pas  de  signe. 
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est  dit  le  point  repré&entalif  du  nombre  complexe  c,  lequel  est 
appelé  \afjixe  de  M.    La  longueur   OM   est   évidemment  égale    au 


Fi" 

& 

^" 

o 

CC' 

module  o  de  c.  L'augle  co  de  Ox  avec  OM  est  appelé  \ argument 
de  c.  Il  est  défini  à  ik~  près,  k  désignant  un  nombre  entier  positif, 
négatif  ou  nul  (');  de  sorte  que,  pour  que  deux  nombres  complexes 
soient  égciux,  il  faut  et  il  suffit  quils  cnent  même  module  et 
cjue  leurs  arguments  diffèrent  de  ik-. 
On  a  manifestement 

(i)  a  ^=  p  cosw,         b  =^  p  sin  lo; 

on  déduit  de  là  \a  forme  trigonométrique  du  nombre  c,  à  savoir  : 

(•2)  c  =  p(cosa)  -1-  lï'sinto), 

ce  qui  doit  être  considéré  comme  une  autre  manière  d'écrire  simul- 
tanément les  deux  éc|uations  (i)  (-). 

Les  nombres  réels  sont  les  affixes  des  points  de  O^;  les  points 
de  Oy  représentent  les  imaginaires  pures.  A  deux  nombres  sjmé- 
Irifjues  ou  conjugués  correspondent  deux  points  symétriques  par 
ra|)|)ort  à  O  ou  Ox. 

30.  Règle  générale  de  calcul  des  nombres  complexes.  —  Pour 
eU'ectuer  une  suite  quelconque  cV additions,  soustractions  et  mul- 
tiplications sur  des  nombres  con\plexes,  on  convient  de  regarder 


C)  Voir  Tome  II  :  Géométrie  analytique.  —  On  peut  remarquer  que  0  et  w  sont 
les  coordonnées  polaires  de  M  {loc.  cit.). 

(-)  Nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'on  peut  aussi  considérer  le  second  membre 
comme  le  produit  du  nombre  réel  0  par  le  nombre  imaginaire  cosw -t- 1  sin  w. 
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ceux-ci  comme  des  binômes  dans  lesquels  le  symbole  i  serait  une 
variable  indépendante;  on  effectue  sur  ces  binômes  les  opéra- 
tions indiquées  en  suivant  les  règles  ordinaires  du  calcul  algé- 
brique; on  obtient  ainsi  un  certain  polynôme  fii)  relativement 
à  la  variable  i.  On  calcule  le  reste  de  la  division  de  ce  polynôme 
par  i- -\-  I  ;  on  obtient  ainsi  un  binôme  du  premier  degré  A  +  \M 
(n°201).  Par  définition,  le  nombre  complexe  C  =  A+Bi  est  le 
résultat  des  opérations  proposées. 

Au  point  de  vue  pratique,  il  revient  au  même  de  remplacer^ 
partout  où  cela  est  possible,  i-  par  — i ,  jusqu'à  ce  que  i  ne  figui^e 
plus  qu'au  premier  degré.  En  elT'et,  supposons,  d'une  manière  géné- 
rale, quey(i)  se  présente  sous  la  forme  y  (i)  ^  P(0  +  ^"Q(Oi  f*  6t  Q 
désignant  deux  polynômes  ([uelconques  en  i.  Je  dis  que  le  poly- 
nôme f\{i)  ^  P(0  —  Q  (')  donne  le  même  reste  de  division  par  i-  -\-  i 
que  /{i}-  En  effet,  on  a 

/(0-/i(O  =  (i"^  +  i)Q(0, 

ce  qui  justifie  visiblement  notre  affirmation. 

Dès  lors,  on  voit  (pi'on  peut,  sans  modifier  le  résultai  final,  rem- 
placer, chaque  fois  que  l'occasion  se  présente,  /-  par  —  i  dans  f(i)\ 
ce  qui  conduit  en  dernier  lieu  à  un  binôme  du  premier  degré  au  plus. 
Or,  ce  binôme  est  à  lui-même  son  propre  reste  de  division  par /- 4-  1  ; 
il  constitue  donc  bien  le  nombre  complexe  A  +  B/,  résultat  des 
opérations  proposées. 

Dans  la  pratique,  on  ne  calcule  jamais  le  |)olynome  /  (/).  En  effec- 
tuant les  opérations  indiquées,  dès  qu^on  voit  apparaître  une  puis- 
sance de  i  supérieure  à  la  première  on  la  remplace  par  —  1 ,  — i, 
-1- I ,  -{- i,  suivant  que  l'exposant  est  de  la  forme  ^n — 2,  ^n  —  1, 
4/1,  4 '*  +  I  •  Cela  simplifie  évidemment  les  calculs. 

/remarques.  —  I.  Si  tous  les  nombies  donnés  sont  réels.,  f{^)  ^^ 
réduii  à  une  constante,  qui  n'est  autre  que  le  résultat  des  opérations 
|)ro[)osées  ellectuées  sur  ces  nombres  avec  leur  sens  babil  iicl.  f^e 
reste  de  division  |)arf--|-i  se  confond  avec  la  même  constante,  ce 
qui  juslifie  l'assertion  émise  au  début  du  n"  2<S. 

11.  Si  l'on  remplace  tous  les  nombres  donnés  par  leurs  conju- 
gués., le  polynôme  /(/)  est  remplacé  par  y( — /).  Le  reste  de  divi- 
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sion  A  +  Bf  est  remplacé  par  A — Bi,  comme  on  le  volt  en  chan- 
geante en  —  /dans  l'identité  delà  division.  Le  résultat  des  opérations 
est  donc  transformé  en  son  conjugué. 

Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  opérations  élémentaires 
de  l'Algèbre  des  nombres  imaginaires,  en  nous  servant  du  principe 
général  qui  vient  d'être  exposé  (  '  ). 

31.   Addition.  —  On  a  évidemment 

(3)  («1  -H  h^i)-\-  («2+  iof )-)-••  •+  (««+  hni) 

—  (ai  -t-  ao  H- .  .  .  -+-  a,,  )  -I-  (  6,  -i-  62  -(-...-+-  è«  )  i. 

En  particulier,  on  voit  qu'on  peut  maintenant  attribuer  un  sens 
au  signe  +  dans  l'expression  (a-i-Z^i),  car  cette  imaginaire  peut 
être  considérée  comme  la  somme  du  nombre  réel  a  et  de  l'imagi- 
naire pure  hi. 

Il  saute  aux  jeux  qu'on  peut  étendre  au  cas  actuel  les  propiùétés 
élémentaires  de  commutât! vite  et  d'associativité  (-)  de  l'addition. 

Représentation  géométrique.  —  Soient  '\fig-  3)  M|,  Mo,  .  .  .,  M„ 
les  points  représentatifs  des  nombres  complexes  c^.,  c<>_.,  .  .  .,  €„  pré- 


Fi 

g.  3. 

y 

M, 

f 

Ma. 

Û 

>M, 

0 

\ 

V         1 

^n. 

cédents  et  M  le  point  représentatif  de  leur  somme.  En  vertu  de  (3) 
et  du  théorème  des  projections,  on  a  l'égalité  géométrique  suivante  (='): 


(4) 


(OM)  =  (OAIi)  +  (OM2)4-.. 


;0iM„)- 


(')  On  pourrait  procéder  en  sens  inverse,  c'est-à-dire  définir  séparériienl  chaque 
opération,  pour  en  déduire,  en  dernier  lieu,  notre  règle  générale. 

(-)  Une  opération  effectuée  sur  plusieurs  nombres  est  dite  commiitative  quand  on 
peut,  sans  changer  le  résultat,  luodilier  arbitrairement  l'ordre  de  ces  nombres.  IClle 
est  associative  si  l'on  peut  remplacer  une  partie  quclc()n()iic  d'entre  eux  par  le  résultat 
de  la  même  opération  effectuée  sur  cette  partie. 

(')    Voir  Tome  II. 
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Par  conséquent,  pour  avoir  M,  connaissant  M);,  Mo,  ...,  ^l,i,  il 
suffit  de  construire  Je  contour  polygonal  OM,  P2P3  .  •  •  P//_i  P«.  dont 
les  côtés  consécutifs  sont  équipollenls  à  (0M|),  (OMo),  .  .  .,  (0M„). 
L'extrémité  P„  de  ce  contour  est  le  point  M  cherché. 

Théorè:me  I.  —  Le  modale  d'une  somme  est  au  plus  égal  à  la 
somme  des  modules  de  ses  dijfférenls  termes. 

Cela  revient,  eu  eiïet,  à  dire  tpie  le  segment  de  droite  OM  est,  au 
plus  égal,  à  la  longueur  du  contour  OM(Po,  ...,  P„.  On  peut  aussi 
démoutrer  cette  proposition  par  nu  calcul  direct,  en  l'établissant 
d'abord  pour  /i  =  2  et  employant  ensuite  la  métiiode  de  récurrence. 

Théorème  II.  —  Le  module  de  la  somme  de  deux  nombres  est  au 
moins  égal  à  la  différence  des  modules  de  ces  nombres. 

Cela  équivaut  à  dire  qu'un  côté  d'un  triangle  est  au  moins  égal  à  la 
différence  des  deux  autres  cotés. 

PiEMAUQUE.  —  Deux  nombrcs  symétriques  ont  une  somme  /utile; 
deux  nombres  imagincdres  conjugués  ont  une  somme  réelle.,  qui 
est  le  double  de  leur  partie  réelle  commune. 

3!2.  Soustraction.  —  Retrancher  (a,  +  ^,f)  de  (ao-i-Z^oi),  c'est 
trouver  (a  +  bi)  tel  (pie  Ion  ail 

(«2^-  b^i)  =  («1  +  61  i)  -!-(«-!-  bi)  =  («i  +  a)  -t-  (6i  -t-  6)j. 
On  lire  de  là 

a  -T-  bi  =  {a-i —  «i)  -i-  (b^ —  b^  )i  =  («2-I-  ^2^  +  ( —  <'i  —  ^1  i)- 
Donc,  il  suffit  à' ajouter  à  c-x  le  nombre  symétrique  de  c,. 
Géométriquement^  on  doit  avoir  {fig.  4) 

(0M2J  =  (0M,)  +  (0M), 
d'où 

(5)  (OM)  =  (OM2)  — (OM,)  =  (M,  Mo). 

Donc,  le  module  de  (co  —  Ci  )  est  égal  à  la  distance  M,  Mo  et 
l'argument  est  C angle  de  Ox  a^ec  (M,  Moj. 
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Remarque.  —  Deux  nombres  conj ligués  ont  une  différence  ima- 
ginaire pure. 

Fig.  4. 


33.  Multiplication.  —  Conformé  m  en  l  à  notre  règle  générale,  on  a, 
par  exemple, 

(«1  —  bii }  {ci.i-+-  b-ii)  =  a  lO^  —  bibj-i-  i(  a^bo-^  «2^^i  )• 

En  particulier, 

(a  -T-  bi)  (a  —  bi)  =  a-—  b-  ; 

Le  produit  de  deux  nombres  imaginaires  conj ugués  est  réc]  et  égal 
au  carré  de  leur  module  commun. 

Le  produit  du  nombre  réel  b  par  l'imaginaire  pure  i  est  l'iuiaginaire 
pure  bi.  On  peut  donc  dorénavant  considérer,  dans  a  -\-  bi.  le  terme 
bi  comme  le  produit  de  b  par  i. 

On  pourraitcalculer  le  produit  de  n  facteurs(  '),  mais  cela  ne  présente 
pas  d'intérêt,  du  moins  sous  la  forme  précédente.  On  obtient,  au 
contraire,  des  résultats  élégants  en  prenant  les  facteurs  sous  la 
forme  trigonométrique.  Par  exemple 

(  6  )     p  1  (  cos  11)  1  —  <'  si  n  w  I  )  p2  (  cos  to.i  -^  /  si  n  to^  ) 

^  pi  Co  [costoi  cos  wj  —  sin  oj]  siii  too  -f-  f  (siii  loj  cos  Wo  -^  sin  ojo  coswi  )] 

=  pi  po  [C0S(  '0,  -^  tOj  I  T-  «'  sin(  OJj  -r-  l'Jo  )]. 

On  conclut  de  là  I  important  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  module  et  Vargument  d'un  produit  sont  res- 
pectivement égaux  au  produit  des  modules  et  à  la  somme  des  ar- 
guments des  facteurs  de  ce  produit. 


(')  Le  lecteur  démontrera  sans  peine  (|ik' l"<)|K'ration  est  commutative.  associative 
et  dislributive  [cest-à-dire  que  l'on  a 


Haag.  —  Cours,  I. 
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Ces  deux  propriélés  sont  mises  en  évidence  par  la  formule  (6), 
pour  le  cas  de  deux  fadeurs.  Pour  les  élendre  an  cas  dun  nombre 
quelconque  de  facteurs,  il  suffit  d'appliquer  la  méthode  de  récurrence, 
ce  qui  uoIVre  pas  l'ombre  d'une  difficulté. 

GoiioLLAiRE.  —  Pour  qn  nu  produit  soit  nul.  il  faut  et  il  suffit 
que  Vun  des  facteurs  soit  nul. 

On  le  voit  en  passant  [)ar  les  modules  et  utilisant,  outre  le  théo- 
rème précédent,  une  remarque  énoncée  à  la  fin  du  n"  28. 

Représentation  géométrique.  — Soient  (y/^.  5)  les  deux  points 
M,  et  Mo,  dont  les  affixes  sont  c,  et  Cj.  Marquons  sur  Ç)x  le  point  U 


tel  que  OU  :=  +  i .  Constiuisons  sur  OM2  un  triangle  OMoM  direc- 
tement semblable  à  OUMi,  le  cùt(';  OMo  devant  être  homologue 
de  OU.  Je  dis  que  le  point  M  a  pour  affixe  le  produit  C\  Co. 

En  elïel,  il  nous  suffit,  d'après  le  ihéorème  énoncé  ])lus  haut,  de 
prouver  les  deux  égalités 

OM  =  OMi  .OM2,  ./  OM  =  a-OMi  -^  .rOMo. 

La  seconde  est  évidente  du  fait  de  l'égalité  des  angles  homo- 
logues a:^OM,  et  MoOM  des  deux  triangles.  Quant  à  la  première, 
elle  s'obtient  en  écrivant  la  piopoiiionnalité  des  côtés  homologues  : 


UM, 


OMo 


=  OM2, 


OU 
OM  =  OMi.OM, 


En  répétant  la  construction  précédente  de  proche  en  |)roche,  on 
p<jurrait  construire  le  point  représentatif  du  produit  d'un  nombre 
«juciconque  de  facteurs. 


on 
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3i.   Division.  —  Etant  donnés  C)  et  Co,  il  faut  trouver  c  tel  que 

d  =  CCi 

{ai—-  b-ii)  =  {ai-r-  b^  i)  (a  -i-  bi  j  =  aay  —  bbi  ~-  i(  aby  -+-  bay). 

D'où  les  deux  équations 

aai  —  bbi  =  a^. 


abi  -^  bai  =  ^2» 


qui  donnent 

(7) 


«î  — ^1 


Z>  = 


biHy  —  a=>  b\ 
a\  —  b\ 


Donc,  la  division  est  toujours  possible  et  admet  une  seule  solution, 
à  condition  que  le  diviseur  ne  soit  pas  nul. 

Théouéme.  —  On  ne  change  pas  le  quotient  quand  on  multiplie 
le  dividende  et  le  di^'iseur  par  un  même  nombre  complexe  quel- 
conque non  nul. 

En  effet,  si  l'on  a  t'o  ^  cC) ,  on  a  aussi  (  Co  :■)  =  c  (ti  z),  quel  que  soit 
:;  ;  de  sorte  que  c  est  aussi  bien  le  quotient  de  Co^  par  c,  z  que  de  c-^ 
])ar  r,. 

On  déduit  de  ce  théorème  un  moyen  rapide  d'effectuer  la  divi- 
sion; on  écrit 

az-^b=,i         (a=i^^b^_i){ai — b^i)  nxa.2-^bybn         .{a^by  —  a^bi) 


(8) 


«1  —  ^1 


Théorème.  —  Le  module  d' un  quotient  est  égal  au  module  du 
dividende  divisé  par  le  module  du  diviseur;  l'argument  du  quo- 
tient est  ésal  à  l'argument  du  dividende  moins  celui  du  divi- 


seur 


Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  celui  du  n^SS. 
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Représentation  géométrique.  —  Le  point  M  s'oblienL  en  construi- 
sant le  triangle  OM2M  directement  semblable  au  triangle  OM,U; 
mais,  celte  lois,  OMo  doit  être  l'homologue  de  OM,  {fig.  <3)- 

3o.  Puissances  entières.  —  Pour  élever  une  imaginaire  à  la  |)uis- 
sance  entière  /n,  il  est  commode  de  la  prendre  sous  la  forme  Irigono- 
mélrique.  Si  l'on  applique,  en  efTet,  le  théorème  du  n°  33  au  produit 
de  m  facteurs  égaux,  on  a 

(g)  [  p(cosa»  -+-  /sin «)]'•■'=  p"'(cos/?i  w  -+-  i  sin/»  co). 

En  particulier,  si  p  =  i ,  on  a 

(10)  (  cos  oj  -4-  i  sin  oj  )'"  =  cos  ni  w  -)-  /  sin  m  to, 

formule  connue  sous  le  nom  àe  formule  de  Moivre. 

Géométriquement^  si  l'on  prend  un  point  M)  situé  à  la  distance  1 
de  l'origine  {fig-  7),  les  puissances  entières  successives  de  son   affixe 

Fig.  -7. 


sont  représentées  par  les  sommets  du  polygone  régulierUM)  M2M3,..., 
inscrit  dans  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  1  ;  la  puissance  m'*™^  est 
représentée  j)ar  le  sommet  M,,;.  Si  Von  définit  la  puissance  néga- 
tive c~"'  par  c   '"^  —  >  ce  (jiii  j)r<M;ède  s'applique  aussi  bien  aux  })uis- 

sances  négatives  et  il  suffit  de  continuer  la  ligne  polygonale  dans  le 
sens  négalif,  à  partir  du  point  U,  suivant  l  M_,M_2,  ....  Si  l'on 
désigne,  en  outre,  le  point  L  par  Mq  et  si  l'on  convient  que  c"  =  1, 
on  voit  que  la  puissance  m"''"''  de  l'aflixe  de  M,  est  représentée 
par  M,„,  et  cela  pour  une  \  aleur  cntièie  quclconcpie  de  m,  positive, 
négative  ou  nulle. 

Pour  que  le  polygone  se  fejine  et,  par  sn'iic, pour  que  les  puissances 
entières  consécutives   se    reproduisent  périodiquement    à   partir 
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il' une  certaine  valeur  de  Vexposant,  il  faut  et  il  suffit  que  —  soit 
un  nombre  commensurahle. 

36.  Racines.  —  Soient  un   nombre  comj)Iexe  C,   de  module  R  et 

d'argument  a,  el  m  un  nombre  naturel.  On  appelle  racine  m"'""'  de  Q 

tout   nombre  c  c[ui^   élevé   à    la   puissance   m,    reproduit    C.    Ou 

écrit 

1 

c  =  "v'/G  =  G'". 

Si  3  et  (1)  sont  le  module  et  raro:ument  de  c,  ceux  de  C  doivent  être 
(n"  35)  g'"  et  miii.  On  a  donc  (n"  29) 

p'«  ^=  R,  moj  =  7.  -r-  9.  A-, 

A'  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul.  Toutes  les  racines  de  osant 
donc  données  par  les  formules 

—  %  -\-  1 1xT. 

(m)  P  =  R"'.  w=  -— , 

m 

oit  l'on  doit  donner  à  k  toutes  les  valeurs  entii^res  possibles. 

On  pourrait  croire,  à  première  vue,  qu'il  existe  une  infinité  de 
racines  correspondant  aux  différentes  \aleurs  de  k.  jMais  il  n'en  est 
rien,  car,  pour  que  les  deux  nombres  k  et  k'  donnent  la  même  racine, 
il  faut  et  il  suffit  qu  on  ait  (n°  29  ) 


OU 

k'—k  =  k\ 


Il  suit  de  là  (\v\il y  a  seulement  m  racines  distinctes;  on  les  ob- 
tient toutes  en  donnant  à  k  m  valeurs  entières  consécutives,  par 
exemple  o,  i ,  ?. ,  .  .  . ,  m  —  i . 

Représentation  géométricjue.  —  Nos  m  racines  sont  visiblement 
représentées    |iar  les  sommets   d'un    polygone  régulier  convexe    de 

m  cotés,  inscrit  dans  la  circonférence  de  centre  O  et  de  raAon  R'"  ;  le 
premier  sommet  peut  être  pris  à  l'extrémité  du  rayon   déduit  de   Ox 

par  une  rotation  de  l'angle  — 
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Racines  de  V imité.  —  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  faisant 
connaître  quelques  propriétés  classiques  des  racines  /?2'«'™*'s  ^jg  l'unité. 
Leur  étude  est  suffisamment  justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  obtient  toutes  les  racines  wî'^'"^^  cVun  nombre 
en  multipliant  lune  cV  elles  par  les  racines  m"'""°^  de  V  unité. 

En  effet,  nous  aurons  ces  dernières  en  faisant  R  =:  i ,  a  ^  o  dans  les 
formules  (i  i),  ce  qui  donne 

(12)  P    =  '  5  (O    = 


Si  Ton  multiplie  le  nombre (p',  co')  par  la  racine  (  Oo=l^"%  (l)o=  ~ 
on  obtient  (n"  33) 

p  =:  p    p„=   R'",  tO  =  Cl)   -f-  CÛQ  =  •         C.  Q.   F.  D 


Représentation  géométrique.  —  Les  racines  /«'«""""^  de  l'unité  sont 
les  affixes  des  sommets  du  polygone  régulier  comme   MoMi  Mo,  . .  . , 

I^J--.Mo(/o-.  8). 

Fig.  8. 


Nous  appellerons  rang  d'une  racine  l'indice  du  sommet  M/t  correspondant; 

c'est  aussi  celui  îles  nombres  o,  1,  2,  ....  m  —  i  par  lequel  il  faut  multiplier  — 

ni 

pour  obtenir  l'argument  de  la  racine  considérée. 

Théorème.  —  Si  l'on  élèi-e  une  racine  //?«è'«c  de  Vunité  aux  puissances 
entières  successives  i,  2,  3,  ...,  on  obtient  encore  des  racines  m''^""^'''  de  l'unité, 
formant  une  suite  périodique. 

En  effet,  si  l'on  part  de  la  racine  co/,,  de  rang  k,  on  obtient  successivement 
les  racines  de  rang  A,  2/1-,  jA",  ...,  car  les  points  représentatifs  des  puis- 
sances entières  de  w/^  sont  les  sommets  du  polygone  régulier  de  premier  côté 

j\I(,M/,-  (  n"  'il'*).  D'ailleurs,  l'arc  MqM/,  étant  commensurable  avec  la    circonfé- 
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rence,  ce  polygone  «e  ferme  nccessairement  ;  par  conséquent,  la  siiiie  oj/,, 
ojo/o  .  . .  est  bien  périodique.  Le  nombre  de  ternies  distincts  de  cette  suite, 
c'est-à-dire  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  est  manifestement  le  plus  petit 
nombre  entier  yo  qui,  multiplié  par  k,  donne  un  multiple  de  w.  Autrement 
dit /jA  doit  être  le  plus  petit  commun  multiple  de  k  et  de  /n  ;  par  suite,  p  est 
le  quotient  de  m  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  nombres. 
En  particulier,  pour  que  la  suite  comprenne  toutes  les  racines  m'^""'-'' ,  il 
faut  et  sujffit  que  p  soit  égal  à  ni  et.  par  conséquent,  que  k  soit  premier 
avec  m.  On  dit  alors  que  to/,  est  une  racine  primitive.  Si  m  est  un  nombre 
premier,  toutes  les  racines,  sauf  l'unité,  sont  primitives.  D'après  ce  qui  pré- 
cède, on  a  le  théorème  suivant  ; 

Théork.me.  —  On  obtient  toutes  les  racines  en  élevant  une  racine  primi- 
tive à  m  puissances  entières  consécutives. 

C'est  ainsi  que  si  Ion  appelle  y  une   racine  cubique  imaginaire  de   l'unité, 
les  trois  racines  sont  y,  y-  ety-^=  i. 


CHAPITKE  IV. 

SÉRIES. 


I.  —  SUITES  INFINIES.  —  LIMITES. 

37.  Imaginons  qu'à  chaque  nombre  naturel  /?,  on  fasse  corres- 
pondre, au  mojen  d'une  règle  quelconque  qu'il  nous  est  inutile  de 
préciser  ('),  un  nombre  détermlni'  //,i  (-).  Nous  obtenons  ce  qu'on 
appelle  une  suite  infinie  u , ,  i/-^,  • . . ,  u,i'  •  •  • ,  dont?/„  est  dit  le  terme 
général^  et  que  nous  représenterons  par  le  symbole  ('/«)• 

On  dit  que  la  suite  {un)  est  convergente  ou  encore  que  son  terme 
général  tend  vers  une  limite  déterminée  pour  n  infini ^  quand  il 
existe  un  nombre  fixe  u  jouissant  de  la  j)ropriété  suivante  : 

Etant  donné  un  nombre  positif  t  qi/on  peut  choisir  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  naturel^ 
tel  que  l  inégalité  /i^lN  entraîne  la  suivante 


Autrement  dit,  si  petit  que  soit  e.  Un  finit  toujours  par  rester 
compris  entre  u  —  s  et  u  -\-  t  (•').  J^e  nombre  u  est  appelé  la  limite  de 
la  suite  ou  du  nombre  variable  u,/. 

Si  le  nombre  u  n'existe  pas,  on  dit  ipie  la  suite  est  divergente. 
Ceci  })eut  arriver  de  deux  manières.  Un  premier  cas  est  celui  où  le 
nombre  u„  tend  vers  +  ce,  ou  vers  —  oo.  On  dit,  par  exemple, 
que  u,i  tend  \ers  +  oc,  ou  encore  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  positives,  si  à  tout  nombre  K^  choisi  à  V avance  aussi  grand 
qu  on  le  veut,  on  f>eut  faire  correspondre  un  nombre  naturel  N 


(')  La  plupart  du  temps,  «„  se  présentera  pour  nous  sous  la  forme  d'une  certaine 
fonction  algébrique  ou  transcendante  (Cliap.  \  )  du  nombre  n. 
('-)  Ce  nombre  peut  être  réel  ou  imaginaire. 
('■)  Cette  interprétation  suppose  m„  et  u  réels. 
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tel  tjue  r inégalité   /?  ^ N   eiUiaîne   «„  >>  A  (').   La  limite  — x  se 
définil  (1  une  manièie  analogue. 

Cette  [ireniière  espèce  de  di\eriience  ressemble,  à  un  certain  point 
de  vue,  à  la  convergence,  dont  ellf  ne  diflère  qu'en  ce  que  le  nombre 
fini  II  est  remplacé  par  ce  qu'on  pourrait  jqipeler  lun  des  deux 
nombres  -{-'X>  ef  —  ce,  en  réservant  ici  pour  le  mot  nombre  un  sens 
purement  conventionnel  défini  par  ce  qui  précède.  La  divergence  est 
tout  autre  lorsque  u,i  oscille,  au  contraire,  infiniment  sans  tendre  vers 
aucune  limite  finie  ou  infinie. 

38.  \  oici  maintenant  quelqmi's  tliéorèmes  classiques  et  tout  à  fait 
intuitifs  sur  les  suites  infinies  ou,  si  Ion  veut,  sur  les  limites. 

THÉoiif;ME  I.  —  La  limite  d\tne  somme  est  égale  à  la  somme  des 
limites  de  ses  te/mes. 

Dune  façon  précise,  soient  les  deux  suites  convergentes  (un)  et 
(r„),  de  limites  respectives  //  et  ç» ;  je  dis  que  la  suite  (»'«);  '^^  terme 
général  (ï'«=  u„  —  v,i,  est  convergente  et  admet  pour  limite  a  -\-  v.  En 
effet,  étant  donné  le  nombre  c.  nous  pouvons  trouver  N  (-),  tel  que  /i^N 
entraîne  à  la  fois 

(i)  \i(„—u\<z        et         \v„—i-]<z: 

d'où,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  I  du  n'^  31, 

(2)        I  (11,1 -i-Vn)—  (U^V)\  —  \(lln  —  U  I  —  Ù'/i  —  f  )  =:  |   "«  — "  1  —  |  (■«  — •'  |<2£- 

Comme  c  peut  êire  diminué  à  volonté,  il  en  est  de  même  de  2 sel  le 
théorème  est  démontré. 

On  rétendra,  soit  directement,  soit  j^ar  récurrence,  à  une  somme 
comprenant  un  nombre  quelconque  fini  de  termes. 

CoROLLAïuE.  —  Si  la  suite  («„)  est  convergente  et  la  suite  (('„) 
divergente^  la  suite  {un-h  <//)  <'-^f  divergente. 

(')  Il  revient  au  même  de  dire  que  —  tend  vers  zéro  jiar  valeurs  positives,  ou, 
comme  nous  écriions  quelquefois,  vers -t- o.    De  même,  si  it     tend  vers  —  x,  —  tend 

"n 

vers  —  o. 

(-)  En  réalité,  nous  avons  un  nonilne  N  pour  (u„)  et  un  nombre  N"  pour  {<>'„); 
mais  il  suffit  de  prendre  pour  N  le  plus  yrand  de  ces  deux  nombres. 
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Car,  si  elle  était  convergente,  il  en  serait  de  même  de  la  suite  qui 
a  pour  terme  général  (  ««+  <'«)  +  ( —  Un)  (  '  )  =  ^'m  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Ïhédkème  II.  —  La  limite  cV un  produit  est  égale  au  produit  des 
limites  de  ses  facteurs. 

D'une  façon  j)récise,  soient  les  deux  suites  convergentes  (m«)  et 
(v'/,),  de  limites  respectives  u  et  v' ;  je  dis  que  la  suite  de  terme  géné- 
ral iv,i=  u,ii>,i  est  convergente  et  admet  pour  limite  w^Ui\  En 
effet,  partons  des  inégalités  (i),  qui  sont  vérifiées  dès  que  u  ^iN.  Si 
nous  posons 


■■n, 


nous  avons 


0 


(3) 


<£|i^|h-£|«1-1-£2=c:(|h|-1-1  r  ]-!-£). 


Comme   s   peut  être  diminué    à  volonté,    il    en    est    de    même    de 
£  (  I  w|  +  I  p  I  +  s)  et  le  théorème  est  démontré. 

On  retendra  au  produit  d'un  nombre  quelconque  fini  de  facteurs. 

THÉoRÎiME  111.   —  Si  la  suite   {u,i)    est   convergente   et   a   une 
limite  non  nulle^  la  suite   ( — j    est  aussi  convergente  et  a  j)our 

limite  —  ■ 
u 

En  effet,  évaluons  la  diilerence  — en  fonction  de  u,/  —  //  =  a„; 

Un  II 

nous  avons 


u,i         u        m  u  ->r-  y.,i  ) 

Or,  étant  donné  un  nombre  posild  s,  (|uc  nous  astreignons  à  être 
plus  petit  que  ■ — -,  nous  pouvons  trouver  N  tel  que,  si  /i^N,  on 
ait  I  y-«  I  -<  £  <C  — ■  Mais  alors,  on  aura,  a  fortiori, 

E  ^,  £  (2)     ^  £  •2£ 


(A) 


«  I  (■  1  w  I  —  I  a„  I  ) 


( '■ }  f^es  suites   ((/„)    et  ( — m,j  sont   evidemiiieiil  <;i)nver{;cnles  ou   ilivergenles  en 
même  temps. 

{■)  Cf.   n»  31,  lliéorème  II. 
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Comme  ;  peut  être  diminué  à  volonté,  il  en  est  de  même  de  j— — 
et  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où   u  est  nul,  la  suite  —  est  divergente. 

i  Un 

Le  lecteur  prouvera  aisément  que  si  w  ^  -4-  o,   —    tend  vers  +  00  ; 
si  u^ — o, —  tend  vers  —  a:. 

Un 

Théouème  IV.  —  La  limite  cV an  quotient  dont  le  dénominateur 
ne  tend  pas  vers  zéro  est  égale  au  quotient  des  limites  de  ses 
termes. 

D'une  façon  précise,  soient  les  deux  suites  convergentes  {un)  et 
{v„),  de  limites  respectives  ff  et  c,  r  n'étant  pas  nul.  La  suite  (7^) 
est  convergente  et  admet  pour  limite--  Cela  résulte,  en  effet,  des 
deuK  théorèmes  précédents,  car  on  peut  écrire  —  =  u  a  — 

CoROLLAiRi-.  —  Si  la  suite  (u,i)  est  convergente  et  a  une  limite 
non  nulle  et  si  la  suite  {v„)  est  divergente^  la  suite  (//«r^)  est  éga- 
lement divergente. 

Car.  si  elle  était  convergente,  il  en  serait  de  même  de    "      ■=  v,i. 

»  '  Un 

39.  Plus  grande  et  plus  petite  des  limites.  —  Supposons  que  tous  les 
termes  de  la  suite  (««)  soient  inférieurs  à  un  certain  nombre  fixe  A  (  1  ).  On 
dit  alors  que  celle-ci  est  bornée  supérieurement. 

Nous  plaçant  dans  cette  hypothèse,  rangeons  dans  une  première  classe  tout 
nombre  a  qui  peut  être  dépassé  par  des  termes  de  la  suite  de  rang  aussi  élevé 
qu'on  le  veut  et,  dans  une  deuxième  classe,  tout  nombre  a'  tel  qu'à  partir  d'un 
certain  rang  iin  reste  inférieur  àa'(-).  Il  est  clair  qu'aucun  nombre  n'échappe 
à  la  classification.  En  second  lieu,  a  est  forcément  plus  petit  que  a'  :  cai-,  s'il 
était  plus  grand,  il  ne  pourrait  être  dépassé  par  des  termes  de  rang  aussi 
élevé  qu'on  le  voudrait,  puisqu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  u^  reste 
inférieur  à  a'  et,  par  suite,  resterait  plus  petit  que  a. 

Nous  venons  donc  de  faire  une  coupure  (  n°  10),  qui  iléfinit  un  certain 
nombie  U,  qui  est  dit  la  plus  grande   des   limites   de    la   suite.    On  peut   le 


(  ')  On  les  suppose  ici  réels. 

(^)  Il  existe  certaiiierneiit  de  tels  nombres,  par    exemple  tous  les  nombres  supé- 
rieurs ù  A. 
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caractériser  en  disant  que,  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  z,  Un  finit  par 
rester  inférieur  à  U  -f- £.  et  l'on  peut  trouver  les  valeurs  de  n  aussi  éle- 
vées qu'on  veut  telles  que  »„  dépasse  U  —  £. 

On  définit  d'une  manière  semblable  la  plus  petite  des  limites  d'une  suite 
bornée  inférieurenient. 

Une  suite  est  dite  non  décroissante,  si  l'inégalité  n'';>  n  entraîne 
la  suivante  u„'^u„.  Si  Ton  a,  au  contraire,  Hn'Sum  la  suite  est  dite 
non  croissante  ('). 

Théorème  I.  —  Si  une  suite  non  décroissante  est  bornée  supé- 
rieurement, elle  est  convergente  et  admet  pour  limite  sa  plus 
grande  des  limites. 

En  effet,  si  petit  que  soit  s,  on  peut  trouver,  d'après  ce  qui  précède,  au 
moins  un  terme  u^  supérieur  à  lî  —  £.  Mais  alors,  dés  que  w^N,  on  a 
Unluy'^lJi  — £.  D'autre  part,  ?/„  est  toujours  <  U,  car  si  l'on  trouvait  un 
terme  //„•  égal  à  U  -f-  /?  (A  >  o),  dès  que  n  serait  2/*',  Un  serait  i^  U  -I-  /*  et, 
par  suite,  ne  pourrait  pas  devenir  et  rester  <[  U  -+-  s,  pour  des  valeurs  de  £ 
aussi  petites  qu'on  le  voudrait.  [I  suit  bien  de  là  que  «„  admet  pour 
limite  U . 

On  a  un  théorème  analogue  pour  les  suites  non  croissantes  et  bor- 
nées inférieurement. 

Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  aux  suites  infinies  par  l'énoncé  du  théo- 
rème suivant,  dont  on  se  sert  trop  peu  souvent  pour  que  nous  en  donnions  la 
démonstration  (-)  : 

TiiÉORKME  II.  —  Pour  qu'une  suite  (Un)  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit 
qu'à  tout  nombre  positif  z  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre  natu- 
rel IN  tel  que  l'inégalité  «  c  IV  entraine  la  suivante 

I  Un+p—  Un  I   <  £, 

et  cela  quel  que  soit  p. 

II.         SÉRIES  A  TERMES  POSITIFS. 

iO.  Généralités.  — -  Etant  donnée  une  suite  infinie  (««),  on  appelle 
série  le  svinhole 

?/l+    ?/o-+-    //3-f-.  .   .+   «/j-h 

(')  Il  peut  arriver  que  ces  caractères  ne  se  maiiiteslcnt  qu'à  partir  d'un  certain 
rang;  mais  cela  n'a  aucune  importance,  car  au  point  de  vue  de  la  convergence,  on 
peut  toujours  supprimer  d'une  suite  un  nombre  (]uelconquey?«<  de  termes. 

(^)  Le  lecteur  la  trouvera  dans  J.  'I'annkry,  Introduction  à  ta  théorie  des  fonc- 
tions, :>"  édition  (  n°  5(J). 
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Ce  svmbole  n"a,  a  priori^  aucun  sens,  puisque  nous  ne  savons  pas 
ce  que  c'est  que  la  somme  tlun  nombre  Infini  de  nombres.  On  lui  en 
donne  un  par  la  convention  suivante  : 

Appelons  '6,1  la  somme  des  /?  j>remiers  ternies  de  la  série.  Si  la  suite 
(S«)  est  cotiKer  génie  et  a  pour  liniiie  S,  on  dit  que  la  série  (un)  est 
convergente  et  a  pour  somme  S.  Si,  au  contraire^  la  suite  (S/,)  est 
dii'ergente^  on  dit  aussi  que  la  série  (Un)  est  divergente. 

Reconnaître  la  nature  d'une  série,  c'est  pouvoir  dire  si  elle  est 
convergente  ou  divergente.  Ceci  est  relativement  facile  dans  le  cas  où 
la  somme  S„  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fotiction  simple  den, 
dont  on  |niisse  chercher  la  limite  pour  n  infini.  Malheureusement,  ce 
cas  est  l'exception  ;  cest  pour(|uol  il  a  été  nécessaire  détablir  ce  cpTon 
appelle  des  règles,  critères  ou  caractères  de  convergence,  lesquels 
permettent  de  reconnaître  la  nature  de  certaines  séries. 

Aucun  critère  n  est  d'ailleurs  absolument  général,  c  est-à-dire  qu'il 
existe  toujours  des  séries  sur  lesf[uelles  \\  ne  renseigne  pas.  H  y  a 
toutefois  exception  pour  le  suivant  : 

Thkorîime  1.  —  Pour  qu  une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  z  on  puisse  faire  correspondre  un 
nombre  naturel  N  tel  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  consécutif  s  d'indices  supérieurs  à  y»  soit,  en  valeur  absolue, 
plus  petite  que  t. 

Cela  résulte  en  eflet  du  théorème  II  du  n"  39.  H  est  du  reste  aisé  de 
prou\er  (|ue  la  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  la  série  iu,i)  est 
con\er;^ente  et  a  pour  somme  S.  on  peut,  étant  donné  i.  trouver  N 
tel  que  /î^N  entraîne  |  S„ —  S|  <<  -•  Mais  alors,  on  aura,  (juel  (|ue 
soit  le  nombre  positif/?, 

I  s„^/.  -  s„  I  =  \{?>n^p-  S  )  --  r  S  -  s„  jj  1 1  s„^/.  _  s  I  ^  I  s  -  s„  |<  '^  -  J  =  £. 

c'est-à-dire 

I  Un+\  -+-  ?'«+2  -f-  .  .  .  -^  Un-^,j  \  <  ^-  (■■  Q-  ^-  »■ 

l'ratiquenK.nt,  ce  théorème  sert  peu  souvent  pour  étalilir  la  con- 
vergence d'une  série,  par  suite  même  de  sa  généralité. 

['ar  contre,  en  \oici  une  conséf|uence  d  a[)plicalion  courante  : 

Théorème  II.  —  Pour  qu  une  série  soit  convergente,  il  faut  que 
son  terme  ;zénéral  tende  vers  zéro. 
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Cela  résnllc  de  la  démonstration  précédente  où  Ion  ferait/?  =  i. 

Il  suit  de  là  que,  si  Von  a  reconnu  que  le  terme  général  d'' une 
série  ne  tend  pas  vers  zéro,  on  peut  affirmer  que  celle-ci  est  diver- 
gente. Mais,  il  faudrait  bien  se  garder  de  conclure  à  la  convergence 
dans  le  cas  contraire,  car  nous  verrons  de  nombreux  exemples  de 
séries  divergentes  dont  le  terme  eénéral  lend  vers  zéro. 

41.  Séries  à  termes  positifs.  —  Nous  commencerons  par  étudier 
une  catégorie  fort  importante  de  séries,  qu'on  appelle  séries  à  termes 
positifs.  Comme  leur  nom  l'indique,  ce  sont  des  séries  dont  tous  les 
termes  sont  positifs.  On  peut  v  rattacher  aussi  les  séries  à  termes 
négatifs  et,  plus  généralement,  celles  dont  le  terme  général  finit,  à 
partir  d'un  certain  rang,  par  garder  un  signe  constant  (  ').  Il  est  (dair, 
en  eflet,  qu'on  peut  toujours,  par  la  suppression  d'un  nombre  fini  de 
termes  (ce  qui  ne  change  pas  la  nature  de  la  série)  et,  le  cas  échéant, 
par  un  changement  de  signe,  se  ramener  à  une  série  à  termes  tous 
positifs. 

Théoiuc.me.  —  Si  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  à 
termes  positifs  est  bornée  supérieurement,  la  série  est  convergente. 

Car  la  suite  (S,;)  est  non  décroissante  ^t  l'on  peut  a|>pliquer  le 
théorème  I  du  n"  39. 

Corollaire.  —  Si  une  série  à  termes  positifs  est  divergente,  S„ 
croit  indéfiniment  avec  n. 

Les  autres  critères  reposent  tous  sur  la  comparaison  des  séries  éi 
termes  positifs. 

A*2.  Comparaison  des  séries  à  termes  positifs.  —  Théorème  I.  — 
Soient  deux  séries  à  termes  positifs  (u„)  et  (r„)  et  un  nombre 
positif  a. 

i"  Si  Von  a,  à  partir  d\in  certain  rang.,  Un  =  ciVn  et  si  (v„) 
converge,  il  en  est  de  même  de  (un). 

a°  Si  Von  a,  à  partir  d^un  certain  rang,  u,i=av„  et  si  (v,i) 
diverge,  il  en  est  de  même  de  ( u„). 

(')  On  peut  ic<  ocinaitre  ce  caractère  au  mo^'en  du  rap|)(>rt  — ^^^S  (jui  iloil  liiiir  par 
rester  positif. 
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En  cllet,  nous  pouvons  d'abord  supposer,  en  verlu  dune  remarque 
déjà  faite,  que  ces  caractères  se  manifestent  dès  le  premier  tei'me. 
Ceci  étiinl,  aj)pelons  L'«  et  \  „  les  sommes  des  n  premiers  termes  des 
{'/„)  et  (r„)  respectivement. 

i"  Si  V  est  la  somme  de  la  série  (r„),  on  a 

U„  =  «V„<«V; 

on  est  ramené  au  tliéorème  du  numéro  ])récédent. 

2"  On  a 

U„i:aV„; 

or  \,i  augmente  indéfiniment  (n"  Ai);  donc  aussi  Un. 

Applicalion  pratique.  —  Pratiquement,  il  est  commode  de  cher- 
cher la  limite  du  ra|)|iort  ^.  Si  cette  limite  À  existe  et  si  elle  n'est  pas 
nulle,  ni  infinie,  on  jieiii  affirmer  que  les  deux  séries  sont  de  même 
nature.  Le  rapport-^  finit  toujours,  en  effet,  par  rester  compris,  par 

exemple,  entre  ah —  ==  —   et  a =  -;   des  lors,  si  (r„)  converge, 

on  apjilique  (i")  en  j)renan.t  a=^  —;  si  (v,i)tliverge,  on  applique  (2°) 

en  prenant  r/  =  -• 
'  ■>, 

Si  ).  ;=  o.  on  ncst  renseigné  que  si  (r„)  est  convergente  :  {uu)  l'est 
aussi. 

Si  A  =  -j-  ^^  on  n'est  renseigné  que  si  (c,,)  est  divergente  :  {  Un)  1  est 
aussi. 

Théorème  T1.  —  i"  Si  l'on  «,  à  pavlir  d'un  certain  rang, 
-""^'  ^  -^^  et  si  (('„)  converge,  il  en  est  de  même  de  (un)- 

2"  .S'/,  au  contraire.  — ^^  ii  -^^  et  que  {v„)  diverge,  il  en  est  de 

''  Il         V  ,t 

même  de  {u,i). 

En  effet,  on  a,  suivant  le  cas,  en  supposant  toujours  que  le  carac- 
tère se  manifeste  dès  les  premiers  termes, 

Uj^  .,    »„-!    ^    U„—2  .-  <    lh_ 

C,    =    f„_,    =    i'n—2    -■  ■  ■=    v^' 

ou  bien 
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]1  suffit  de  prendre  a  =  —  pour  être  ramené  an  théorème  T. 

Les  deux  théorèmes  précédents  sont  d'un  usage  courant.  En  voici 
un  troisième,  qui  sert  moins  fréquemment,  mais  dont  nous  aurons 
cependant  à  faire  usage. 

Théorèmk  III  (Gauchy).  —  Si,  à  partir  (V un  certain  rang\  les 
termes  de  la  série  {u„)  sont  non  croissants  (n"  39),  cette  série  est 
de  même  nature  que  la  série  de  terme  général  v„=.  a"  Ua",  où  a 
désigne  un  nombre  entier  cjuelconque  plus  grand  que  i. 

i"  Supposons  (u/i)  convergente.  On  a 


Faisons  successivement /^  :^  i ,  2,  ...,  n  et  ajoutons,  il  vient 


-)v,,iu„..<u. 


Donc  (iVi)  converge  (n°  41). 

2°  Supposons  {lin)  divergente.  On  a 

D'où  l'on  déduit,  comme  précédemment, 

(a  —  \)\,i^  Urt'.+._i  —  Va- 1 . 
Or,  Ua"+'^i  augmente  indétiniment  avec  7i;  donc  aussi  \  //. 

43.  Règles  de  convergence.  —  Des  théorèmes  précédents  nous 
allons  déduire  des  règles  de  convergence  en  prenant  pour  séries  de 
comparaison  des  séries  dont  lélude  directe  est  évidente.  La  première 
de  celles-ci  est  la  progression  géométrique 

\  -^  q  -+-  q-  -\-  f/'^  ■+■...  -\-  q "  -T-  ... . 

On  ])eut  reconnaître  immédialeincnl  la  naliiK'  de  cette  série,  parce 
qu'on  possède  une  expression  fort  simple  |)Our  la  sonnuc  des  //  pre- 
miers termes,  à  savoir -^^ ,  si  r/ 5^  i ,  et  /i  si  7=1,   D'où   d  l'i'sullc 

q  —  I  y  /       '  / 
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que  (•)  : 

Si  q  <^i ,  la  série  converge  et  a  pour  somme ; 

Si  q^  f ,  la  série  diverge. 

Si  maintenant  nous  appliquons  les  théorèmes  I  et  H  du  numéro 
précédent,  en  prenant  pour  série  {v„)  une  progression  géométrique, 
nous  arrivons  aux  deux  règles  suivantes  : 

Piè:gle  de  Cauchy.  —  Si  l'on  a,  à  partir  d^un  certain  rang^ 
V/'w«  <C  ^'' <  '  5  ^'-^  série  est  convergente;  si  y/«« >  i ,  elle  est  diver- 
gente. 

Cela  résulte  du  théorème  1  (n"  42),  en  prenant  r«  ^  A"  dans  la 
première  hypothèse  et  «'„  =  i  dans  la  seconde. 

Application  pratique.  —  On  cherche  la  limite  de  \Ui,i,  pour  n 
infini.  Si  cette  limite  )>  existe,  on  a  les  conclusions  suivantes  : 

i"  SiA<^  I,  la  série  converge;  car,  à  partir  d'un  certain  rang, 
\  if,i  reste  compris  entre  A  —  z  et  Â-f-  s,  si  petit  que  soit  t:  il  suffît 
alors  de  prendre  £  <C  i  —  ^>,  pour  qu'en  posant  k  =  a  -|-  $,  on  se  trouve 
dans  la  première  hypothèse  de  la  règle  de  Cauchv. 

2°  Si  A>  1,  la  série  diverge,  car  ^u,i  finit  par  rester  supérieur 
à  I . 

3"  Si  A=  I,  il  y  a  doute;  excepté  toutefois  si  \^Ufi  tend  vers  sa 
limite  par  valeurs  supérieures,  auquel  cas  il  j  a  encore  divergence. 

Règle  de  Dalembert.  —  Si  Von  a.,  à  partir  rV un  certain  rang., 
-^^  ■<  A"  <  I ,  la  série  est  convergente;  si  — ^^  >  i ,  elle  est  diver- 

l'j,  ^  lin      ~ 

gentc. 

Cela  résulte  du  théorème  II  (n"  12),  en  prenant  (•„z=A""  dans  la 
première  hypothèse  et  („=  i  dans  la  seconde. 

Application  pratique.   —    On   procède  comme  pour  la  règle  de 

Cauchy.   en   cherchant  la  limite  )>  du  rapport     ""^'  »   Les  conclusions 

sont  absolument  les  mêmes  que  plus  haut  et  nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  les  énoncer  et  de  les  juslilier. 

(')   Nous  admettons  (iiic  q"  tend  vers  o  ou   -t- x,  suivunt  que  ^<i   ou  >i,  ce  qui 
sera  prouvé  plus  tard  (  n"  8'2). 

Haag.  —  Cours.  I.  A 
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Rapprochement  des  deux  lègles.  —  Le  lecteur  n'est  pas  sans 
remarquer  l'analogie  de  ces  deux  règles.  Effectivement,  il  existe  entre 
elles   une    certaine   dépendance    :    on   démontre    que   si      "^'   a  une 

limite,  \  iin  admet  la  même  limite.   Mais  l'inverse  peut  être  inexact, 
comme  le  montre  l'exemple  de  la  série  suivante 

a^  ab  -^  a^b  -^  a-b'--^-.  .  . -i-  a"6"-i-T-  a"^b"^.  .  .. 
pour  laquelle  \ii,,  a  pour  limite  Sab,  tandis  que     ""^'  est  alternative- 

u  ,1 

ment  égal  à  a  et  à  6. 

On  voit  donc  que  la  règle  de  Cauchv  est  plus  générale  que  celle  de 
Dalembert,  en  ce  sens  que  la  première  est  toujours  applicable  quand 
la  seconde  l'est,  tandis  que  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Mais,  au 
point  de  vue  pratique,  cette  remarque  n  a  pas  grande  importance  et 
les  deux  règles  se  valent. 

44.  Série  fondamentale—'  —   Après  la  progression  géométrique, 

la  série  qui  va  nous  servir  de  terme  de  comparaison  est  celle  qu'on 
appelle  quelquefois  série  fondamentale  et  qui  a  pour  terme  général 

u,i^=-  — 1  a  désignant  un  nombre  positif  donné. 

Appliquons-lui  le  théorème  III  (n"  42);  nous  sommes  ramenés  à  la 

série  (',,=  «"- =  ( ,  laquelle  est  une  progression  aéomé- 

tticjue  de  raison r-  Donc,  la  série  fondamentale  est  convergente 

pour  a  >>  I  et  divergente  pour  a^  i .  Dans  le  cas  particulier  où  a  =  i , 
on  l'appelle  la  série  harmonique. 

Règle  n'^Un-  —  i"  Si  le  produit  n'^u,,  reste  inférieur  à  un 
nombre  fixe  et  si  a  est  plus  grand  que  i,  la  série  (un)  est  conver- 
gente. 

2''  Si  le  produit  n'^Un  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe  non  nul 
et  si  a  est  inférieur  ou  égal  à  i,  la  série  [u,,)  est  convergente. 

Gela  résulte  en  etlèt  du  théorème  I  (n°  42)  appliqué  à  la  série  [u„) 

et  à  la  série  ('«=  — 

Application  praliijue.  —  On  essaie  de  trouver  un  nuiubii'  a  tri 
que  n'ouït  tende  vers  une  limite  A  finie  et  non  nulle,  pour  //  infini. 
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Dans  ce  cas,  la  série  converge  ou  diverge  suivant  (|ue  a  >  i.  ou  a<i. 
Cela  résulte,  en  effet,  de  ce  que  n^u,i  finit  toujours  |)ar  rester  compris 
entre  '/. -\- z  et  ),  —  î,  i  pouvant  être  pris  assez  petit  pour  que  A  —  £ 
soit  positif. 

Si  la  limite  A  est  nulle  ou  infinie,  on  nest  renseigné  que  si  a  >>  i 
dans  le  premier  cas  (la  série  est  convergente)  et  si  a^i  dans  le 
second  cas  (la  série  est  divergente). 

45.  Les  trois  refiles  que  nous  venons  d'énoncer  sont  celles  qu'on 
emploie  le  plus  couramment  et  quil  faut  savoir  appliquer  sans 
hésitation.  Il  en  existe  d'autres,  de  moindre  importance,  auxquelles 
on  a  recours  quand  les  premières  sont  en  défaut. 

Nous  Citerons  seulement  la  règle  de  Duhamel  et  la  règle  de  Gauss. 

Règle  de  DuJiamel .  —  Elle  est  relative  au  cas  douteux  de  la  règle  de 
Dalenibert.  Supposons  que  — —  tende  vers  i  par  valeurs  inférieures.  Nous 
pouvons  alors  poser 


le  nombre  a„  finit  évidemment  par  demeurer  positif.  La  règle  de  Duhamel  est 
alors  la  suivante  : 

i"  Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a  na,i'^  A>i,  fa  série  converge  ; 
2"  Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a  noL^^i,  la  série  diverse. 

i"  Supposons  na„>/>:>i.   Pour  établir  la  convergence  de  la  série  (««), 
nous  allons  lui  appliquer  le  théorème  IF   (n"^^),   en   prenant  pour  série   de 

comparaison   la   série   r,,  =  — j   oîi  —  désigne   un  nombre  fractionnaire  quel- 

'/ 
conque  compris  entre  i  et  k.  11  nous  suffit  de  prouver  qu'à  partir  d'un  certain 

rang;  on  a  l'inégalité 


tn-»-l       .    Vn-t-\ 


c'est-à-dire 


< 


I  -i 

n 


•'>{'--n) 


P 
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Or,  celte  inégalité  est  entraînée  par  la  suivante 

A-        /         i\'/ 
i-^  -  >     i-H  - 
n        \         n. 


laquelle  équivaut  à 


A-  \  -7        /  I  \  i> 


Le  premier  membre  étant   un   polynôme  en  —,  on  sait  (  n"  123)  que  pour  — 
'  '  /i  n 

suffisamment  petit,  c'est-à-dire  pour  n  suffisamment  grand,  son  signe  est  celui 

de  son  terme  de  moindre  de2;ré  en  — ,  cest-à-dire.  d'après  la  formule  du  binôme, 
'  n 

celui  de  la  quantité  —(kq  —  p).  Comme  celle-ci  est  positive,  puisqu'on  a  pris 

—  -<  /,  la  première  partie  de  notre  règle  est  démontrée. 

2"  Supposons  «a„£i.  Appliquons  encore  le  tbéorème  II  (n"42),en  prenant 

Vn^=  -  •  On  a 
n 


car  cela  revient  à   a„  5  -  •  Donc  la  série  est  divergente. 

Application  pratique.  —  On  cherche  la  limite  K  de  /ia„.  Si  X>  i,  il  y  a 
convergence;  si  X  <  i,  il  y  a  divergence  ;  si  }.  =  (,  il  y  a  doute,  sauf  si  la  limite 
est  atteinte  par  valeurs  inférieures,  auquel  cas  il  y  a  encore  divergence. 

46.  Règle  de  Gauss.  —  Supposons  que  le  rapport  "^  se  [)résente  sous 
la  forme  d'une  fraction  rationnelle  en  «,  soit  : 

Un^\  _   Ao/î/'-f- A, /2/J-' -i-  A^/i'-''"-  — .  .  . 
lia     ~    Bo/i'/ -K  Bi  «'/-i  —  Bj/J'/    - -T-.  .  . 

La   règle   de   Dalembert  nous   montre   immédiatement  que,   si  />  >  </,  il  y  a 
divergence  ;  si  /)  <<  9',  il  y  a  convergence  ;  si  />  =  ^,  il  y  a  convergence  ou  diver- 
gence, suivant  que  - —  <  i  ou  >  i.   .Mais,  si  Ao=  Bo,  il  v  a  doute.  La  règle  de 
Bo 

Gauss  est  alors  la  suivante  : 

Pour  que  la  série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suj/ii  qu'on  ait  Bj  —  Ai>  1, 
en  supposant,  ce  qui  est  évidemment  permis,  que  la  valeur  commune  de  Aj 
et  Bo  a  été  ramenée  égale  à  l'unité. 

Appliquons,  en  eiïet,  la  règle  de  Duhamel.  Nous  avons 

r  H ,  —  A ,  "1  // /'  -J-  (  Bo  —  A.,  I  /j /'-'  —  ..  . 
n  a,,  =  


ni'  —^  Al  /;/•-' 


SÉRIES.  53 

Cette  fraction  rationnelle  a  pour  limite  F^i  —  Aj  ;  donc,  si  Bi — Ai>i,  la  série 
converge;  si  B,  —  Aj  <  i,  elle  diverge.  Il  n'v  a  doute  que  si  Bi  —  Aj  =  i.  Mais, 
nous  allons  montrer  directement  que,  dans  ce  cas,  la  série  est  encore  diver- 
gente. Pour  cela,  nous  allons  lui  appliquer  le  théorème  II  (n"  l'a),  en  prenant 

«•„=  -j  À  étant  un   nombre  fixe  que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure. 

Comme  la  série  (t'«),  qui  est  comparable  à  la  série  harmonique  f  théorème  Ij, 
est  divergente,  il  nous  suffit  de  prouver  qu'on  a,  pour  n  suffisamment  grand, 


I  H r- 

n  -i-  /. 
ou,  après  des  calculs  élémentaires, 

(  B,  —  Ao  -f-  X  —  Al  )  n/'-i  -^ , ,  .  <  o, 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  inférieur  k  p  —  i  par  rapport  à  n.  Or 
pour  n  très  grand,  le  premier  membre  garde  le  signe  de  son  premier  terme 
(n"  123);  si  donc  nous  déterminons  À  par  la  seule  condition  d'être  inférieur 
à  Ai-T- Ao — B-i,  nous  serons  certains  que  l'inégalité  finira  toujours  par  être 
vérifiée. 

III.  —  SÉRIES  A  TERMES  QUELCONQUES. 

47.  Convergence  absolue  et  semi-convergence.  —  Occupons-nous 
maintenant  des  séries  dites  à  termes  quelconques^  pour  lesquelles  le 
terme  général  n  arrive  jamais  à  garder  un  signe  invariable  el  qui  ren- 
ferment par  conséquent  une  infinité  de  termes  positifs  et  une  infinité 
de  termes  négatifs. 

Pour  ces  séries,  il  v  a  lieu  de  distinguer  deux  manières  très  diffé- 
rentes d'être  convergente.  On  v  est  conduit  par  la  considération  de 
la  5^/76  des  ternies  positifs  et  de  la  série  des  termes  négatifs.  D'une 
façon  précise,  parmi  les  n  premiers  termes  de  la  série  proposée,  il 
existe  p  termes  positifs  u\,  ?/,,  ...,  u  et  q  termes  négatifs  — u"^., 
—  m",  . .  .,  — u" .  Soient  S„  la  somme  des  premiers  et  —  S^  la  somme 
des  seconds. 

Cela  posé,  supposons  que  Ji  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de 
même  de />  et  q.  Il  peutniaintenant  se  présenter  trois  circonstances  : 

i"  Les  séries  à  termes  positifs  {u  )  et  {u")  sont  toutes  deux 
convergentes.  Dans  ce  cas,  lorsque  u  croît  indéfiniment,  S'  et  S^' 
tendent  respectivement  \ers  les  limites  S'  et  S";  donc  la  somme 
S,i=  S„ —  S"  tend  vers  S' —  S".  La  série  {Un)  est  donc  convergente; 
on  dit  quelle  est  absolument  convergente. 


54  CHAPITRE    IV. 

2"  Les  séries  (u')  et  («'')  sont  toutes  deux  divergentes.  Les 
sommes  S'  et  S^  tendent  toutes  deux  vers  +•  oc;  mais,  il  peut  se  faire 
néanmoins  que  leur  différence  S^  tende  vers  une  limite  déterminée. 
Dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  la  série  {11,1)  est  semi-convergente. 

3°  Une  des  deux  séries  (u')  et  {u")  est  convergente  ;  Vautre  est 
divergente.  La  série  {un)  est  alors  divergente. 

Ln  procédé  commode  pour  reconnaître  la  convergence  absolue 
consiste  à  considérer  la  série  des  valeurs  absolues,  qui  est  obtenue 
en  changeant  le  signe  de  tous  les  termes  négatifs.  Si  ]S„  désigne  la 
somme  de  ses  n  premiers  termes,  on  a  évidemment  Ï,;=S'  +S". 
On  voit  que  c'est  seulement  dans  le  premier  des  trois  cas  précé- 
dents que  cette  somme  possède  une  limite  finie. 

Donc  : 

Théorème.  —  Pour  (jaune  série  soit  absolument  convergente, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  série  des  valeurs  absolues  soit  conver- 
gente. 

La  reclierche  des  séries  absolument  convergentes  se  ramène,  comme 
on  le  voit,  à  l'étude  des  séries  à  termes  positifs.  Il  est,  au  contraire, 
quelquefois  très  difficile  de  prouver  qu'une  série  est  semi-convergente. 

48.  Séries  alternées.  —  On  appelle  ainsi  toute  série  dont  les  termes 
sont,  à  partir  d'un  certain  rang,  alternativement  positifs  et  négatifs  ('), 

Théorème.  —  Si  le  ternie  général  dune  série  alternée  tend 
vers  zéro,  et  si  sa  valeur  absolue  finit ,  à  partir  d'un  certain  rang, 
par  n'être  pas  croissante  (-),  la  série  est  convergente. 

Supposant  toujours  que  les  caractères  se  manifestent  dès  le  piemier 
terme,  considérons  la  série 

Uy—  11-2-+-  »3—  Ui-h...—  (—  l)"-Ul„-h.  .  ., 

où  les  u  sont  des  nombres  positifs  non  croissants  et  tendant  vers  zéro. 
On  a 

•►. 

(')  On  peut  rcconnailre  ce  caractère  au  moyen  du  lapporl  — ^^  (|ui  doit  liiiir  par 
rester  néj^atif. 

(-)  On  peut  dire  aussi  que  le  rapport  — ^^  doit  finir  par  rester  compris  entre  o  et  —  i. 
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En  outre, 

S.2„  =  «1  —  (  ?/2  —  K.i  )  —  (  U;  —  U:;)~.  ..  —  (  Uin-2  —  l'iri-  I  )  —  »2«  <  «1- 

Donc,  quand  /i  croît  inJéliniuient,  So,^  tend  vers  une  limite 
S  ■<  M|  (n"  39,  théorème  I).  De  même 

et 

^2/1  +  1  =  (111—112)^(113—  Ih)  -^-  ■  .+  («2«-l—  "2n)  -+-  "2«+I>0. 

Donc,  So„_,_|  tend  vers  une  limite  S'>-o  (n''  39,  théorème  I). 
Je  dis  maintenant  que  S  =  S'.  En  efifel,  on  a 

^2/1  +  1 ^2'i=   ''2«  +  l) 

ce  qui  donne,  à  la  limite  (théorème  I  du  n°  38), 

S'— S  =  0. 

On  voit  linalement  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  n  aug- 
mente indéfiniment,  S„  tend  vers  une  limite  S  positive  et  plus  petite 
que  Ui . 

Le  cas  où  la  série  commence  par  un  terme  négatif  se  ramène 
au  précédent;  la  somme  S  est  alors  négative  et  plus  grande  que  le 
piemier  terme.  D'une  façon  générale,  on  peut  donc  dire  que  la 
somtne  de  la  série  a  le  signe  du  premier  terme  et  lui  est  infé- 
rieure en  valeur  absolue. 

Un  exemple  classique  est  celui  de  la  série  liarmonicjue  alternée 

III  /  ,  I 

■i.        J        4  n 

à  laquelle  s'applique  visiblement  le  théorème  précédent.  Cette  série 
est  d'ailleurs  semi-convergente,  puisque  la  série  (  — j  est  diver- 
gente (n°  Aï). 

49.  Théorème  d'Abel.  —  Etant  données  une  série  {u,l).  dont  la  somme 
des  n  premiers  termes  et  un  module  borné  supérieurement,  et  une  suite 
infinie  (a,i)  de  nombres  positifs,  non  croissants  et  tendeint  vers  zéro,  la 
série  (a,iUn)  est  eonver^'cnte. 

Soient  S„  cl  il„  les  sommes  des  n  premiers  termes  de  (w«)  et  {anU,,).  Cal- 
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culons  1„  en  fonction  de  Si,  Sa,  . .  -,  S„.  On  a 

5„  =  «1  »i-t-  rt,"-:-^-  •  •-+-  aniin=  ai  S, -f-  «2  (  8-2 —  Si)  -h.  .  .-h  a„(Sn —  S„_i), 
^/j  =  («1  —  «2)Si  +  («2 —  «jjSa-f-. .  .-H  {a„-i  —  a„)S„_i-+-  «„S„. 

Considérons  la  série  de  terme  général  v„=(a,i — an+i)  S,,  ;  si  V„  désigne 
la  somme  de  ses  n  premiers  termes,  on  a 

-«=  V„_iH-  <7„S„. 

Comme  a„S„  tend  vers  zéro,  puisque  a„  tend  vers  zéro  et  que  |  S^  |  reste  fini, 
il  nous  suffit,  pour  démontrer  le  théorème,  de  prouver  la  convergence  de  la 
série  (i'„).  Or,je  dis  que  celle-ci  est  absolument  convergente.  En  effet,  soilV,, 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (  ]  ^'„  |  ).  On  a 

^'k=  («1—  «2)1  Si  I  +  (a,—  «o)|  S2I  -f-. .  .-!-(«,,— «,,+i)|S„|, 

puisque  les  difierences   ai  —  «2,  «2 — a-^,  ...  sont  toutes  positives  ou  nulles. 
Donc,  si  A  désigne  la  borne  supérieure  de  |  S„  ],  on  a 

V;<  A[(a]  —  a2)  +  (a2  — «3)+...-+-  («„  —  «„+,)]  =  A(a,  — a„+i)<  Aai- 

De  là  résulte  bien  la  convergence  de  la  série  (  |  <'/z  |  ),  d'après  un  théorème 
du  n°  M. 

Application.  —  Prenons  u„^(  — 1)"~'^.  La  somme  S„  est  égale  à  i  ou  o, 
suivant  que  n  est  impair  ou  pair;  elle  est  donc  bornée  supérieurement  et 
inférieurement.  En  appliquant  le  théorème  d'Abel,  on  retombe  sur  le  théorème 
des  séries  alternées. 


Séries  trigonoinétriques.  —  Prenons  maintenant  Un^^  cos«6,  0  désignant 
un  arc  quelconque  donné  non  multiple  de  air.  On  a  {Exerc;  Ghap.  VII,  exer- 
cice résolu,  n°  7  ). 


0 
s  I  n  (  ■>.  /i  -4-  I  )  - 


0 


S„  =  cos  0  -t-  cos  i  0 


cos  n  0 


Donc 


\^n\< 


.    0 
sin  - 


Il  en  résulte  que  si  les  nombres  positifs  a],  a», 
vers  zéro,  la  série 

«1  cosO  +  a2  COS2O  -+- . .  .-t-  a„  cosnO 


décroissent  et  tendent 


est  convergente. 
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De  même,   si    les    nombres  i,,  h-,,  ...  décroissent  el  tendent   vers  zéro,   la 

séi'ie 

/^  1  si n  0  -I-  6.,  si  n  •>.  0  -4- .  .  .  H-  ^„  si n  /i  0  -i- . . . 

est   convergente  et.  par  suite,  aussi  la  suivante 

(oi  cos    0  -^-  ^1  sin    0 j 
-i-(a2  cos'2  0  -f-  ^osinaO)  -r-.  ..-h(a„cosnO  -f-  i„  sinrtO)  ^.  .  -. 


Une  telle  série  porte  le  nom  de  série  trigononiétrique  ou  série  de 
Fourier.  Les  séries  de  cette  nature  jouent  un  rôle  très  important  dans  l'étude 
des  fonctions  périodiques  (n"  66)  et  aussi  dans  certaines  questions  de  Physique 
mathématique. 

oO.  Séries  imaginaires.  —  Tout  ce  qui  esl  lelalif  aux  séries  à 
termes  quelconques  peut  s'étendre,  sans  aucune  difiiculté,  aux  séries 
à  termes  imaginaires.  Soit  la  série  de  terme  général  Un^  o.n+  ^ni-, 
où  an  et  bn  sont  deux  nombres  réels.  Par  définition,  la  série  (w«)  est 
convergente  si  les  deux  séries  (a„)  et  {b„)  le  sont.  Si  l'on  appelle  A 
et  B  leurs  sommes  respectives,  la  somme  de  la  série  (m„)  est  A  H-  Bi. 
Si  Tune  au  moins  des  séries  (a„)  et  (6«)  est  divergenle,  il  en  est  de 
même  de  (  Uu). 

La  série  {u„)  est  dite  absolument  convergente  si  les  deux  séries 
{an)  et  [bn)  le  sont  (n''  47).  Dans  le  cas  contraire,  elle  est  semi- 
convcr  génie. 

Théorème.  —  Pour  qu  une  série  imaginaire  soil  absolument 
convergente,  il  faut  et  il  suj/it  que  la  série  des  modules  soit  con- 
vergente. 

La  série  des  modules  a  pour  terme  général  p/i:=  y  ««  +  ^«-  Si  elle 
est  convergente,  il  en  est  de  même  des  séries  de  termes  généraux  |a„  | 
el  \b,i\,  en  vertu  du  théorème  I  du  n°  42,  car  |  «„  |  et  |  6„  |  sont  plus 
petits  que  p,;.  Réciproquement,  si  les  séries  (|««I)  et  (|^/i|)  con- 
vergent, il  en  est  de  même  de  la  série  (|a„  |  H-  |^«  |)  et  par  suite  de  la 
série  p„,  car  pn<  |  ««  ]  +  |  (^«  |. 

L;i  démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème  d'Abei  (n"49) 
et  celle  que  nous  donnerons  de  la  multiplication  des  séries  (n"  32) 
s'appliquent  aussi  bien  aux  séries  imaginaires  qu'aux  séries  réelles. 
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IV.  —  ADDITION  ET  MULTIPLICATION  DES  SÉRIES. 

ol.  Addition  des  séries.  —  Etant  données  denx  séries  (;/„  )  et  (i'n), 
si  l'on  ajoute  leurs  termes  de  même  rang,  on  obtient  une  nouvelle 
série,  de  terme  général  (Vrt  =  ««  +  ('„,  qui  est  dite  la  somme  des  deux 
premières.  Si  celles-ci  sont  convergentes  et  ont  pour  sommesU  et  V, 
la  série  ((i'„  >  est  également  convergente  et  a  pour  somme  W;=UH- V 
(théorème  I  du  n°  38).  Si  {ihi)  converge  et  que  (i'„)  diverge,  ((t'rt) 
diverge  (corollaire  du  n"  38).  Si  (un)  et  (^^n)  divergent,  on  ne  peut 
rien  dire  de  ("'„). 

On  peut  étendre  tout  ceci  à  l'addition  d'un  nombre  quelconque  de 
séries. 

52.  Multiplication  des  séries.  —  La  multiplication  des  séries  est 
loin  d'être  aussi  simple  <|ue  leur  addition.  Caucliy  est  le  |)remier  qui 
s'en  soit  occupé  d'une  manière  précise,  en  fixant  une  règle  jiour  la 
formation  du  terme  général  de  la  série  produit  de  deux  séries  don- 
nées. Voici  quelle  est  celte  règle.  Etant  données  les  deux  séries  (?/«) 
et  (t'rt),  la  série  produit  a  pour  terme  général 

Autrement  dit,  on  efl'eclue  la  multiplication  comme  si  l'on  avait 
aflaire  à  deux  polvnomes  ordonnés  d'une  ceitame  manière  (')  et  l'on 
groupe  en  un  même  terme  iv,,  tous  les  produits  partiels  dont  la 
somme  des  indices  est  égale  à  /i  +  i . 

Cette  règle  ne  présenterait  aucun  intérêt  et  n'aurait  qu'une  signifi- 
cation purement  formelle,  si  l'on  ne  démontrait  pas  que  la  série  (i^n) 
est  convergente  et  a  pour  somme  le  produit  des  sommes  U  et  V  des 
deux  séries  proposées,  supposées  convergentes.  Ceci  n'est  d'ailleurs 
vrai  que  dans  certaines  conditions.  Caucliy  l'a  démontré  dans  le  cas 
où  les  deux  séries  {u,i)el  (r«)  sont  absolument  convergentes.  Depuis, 
AJerlens  a  prou^'é  qu'il   suffisait  que   l'une  au   moins  des  deux 


(')  On  peut  imaginer  par  exemple  que  cliaque  terme  de  (  "„  )  est  un  inonomc  par 
rapporL  à  une  certaine  variable  x,  de  degré  égal  a  son  indice.  De  même  pour  (v',,). 
Le  produit  est  alors  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  iv„  désignant 
le  terme  en  jc"-^'  (Cf.  Séries  entières,  n°  105). 
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seines  fût  absolument  comergente,  soit,  par  exemple,  la  série  {u,,)' 
C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  ici. 
Nous  allons  prouver  que  les  dilTérences 

0,,,        =  (  (l'i  -r-  M-2  -H  .  .  .  -h  W2«        )  ('if/i  -i-  «2  -^-  •  --^  "n)(^'l  -t-  ^"2  -!-•  •  •^"  ^«) 

et 

Oj„  +  i=  (Wi  -+-  IV,  -f-  ...-1-  W2«+l)  —  («1  -^  Ui—-  .  .-^  Un)(Vl^V^_—.  ..-^Vn) 

tendent  toutes  deux  vers  zéro,  quand  a  croît  indéfiniment.  On  en 
concluera  manifestement  que  la  somme  des  2  n  ou  des  i?i  -\-  \  premiers 
termes  de  la  série  («'«)  a  même  limite  que  le  produit 

lequel  tend  vers  UV  (n"  38,  théorème  IIV 

Occupons-nous  d'abord  de  la  différence  Oo«.  Ordonnons-la  suivant 
les  indices  croissants  des  ui  (  '  ) 

^2»=   U\(Vn+l^  Vn+2^-  ■  •+  t'2«)  ^  U-li^'n-\-^  '-'^+2  "^  •  •  •—  t'2n-l)  +  •  •  • 
-i-  Un  Vn+\  H-  Un  +  l  (  t'i  -H  l'a  -r-  .  .  .  -H  f  „  ) 

D'où 

|Ô2«|^|  «1  I  I  t'/i+l-f-  l',n-2-^-  .  •—  t^2«l  -^  1  It-A  |^'/^-4-l^-•  •  --r-V^.n-ï  \^--  ■ 
-h  I  Un  I  |^'n+l  1  -^  I  "«--1  i  |fl—  l'2-^-  .  •-+-  '•/;  | 
4-  I  Ua^i\  \Vi^Vi-~...^  P„_,  I  —  .  .  .-H  I  U^nW^i  \. 

Or,  de  la  convergence  des  séries  ([«^«1)  et  (t"»),  on  déduit  d'abord 
qu'on  peut  trouver  un  nombre  positif  A  supérieur  à  toutes  les  sommes 
telles  que 

I  "l  I  -!-  I  «2  I  —  •  •  --H  I  "«  I       et       \Vi—  V-i^.  .  .-^  Vn\- 

De  plus,  en  vertu  du  théorème  I  du  n"  iO.  étant  donné  un  nombre 
positif  £  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  lui  faire  correspondre  un 
nombre  naturel  N  tel  que  l'inégalité  /i^N  entraîne  les  deux  sui- 
vantes 

I  ««+1  1  -+-  I  ltn+i\  -^.  ..-f-  1  Un^p\  <  £,  |l'/24-l—  V„+i  —  .  .  .4-  i'n+/>\  <  E, 


(')  Nous  recommandons  au  lecteur,  pour  la  compréliension  de  ce  calcul,  d'écrire 
les  unes  au-dessus  des  autres  les  expressions  des  termes  cv,,  »\,  ...,  h\„  en  fonction 
des  u,  et  v  . 
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el  ceci  quel  que  soit/?.  Dans  ces  conditions,  on  aura 


\0-in\  <  £(|l/l|+  l"2|  ^- 


.  -h  A|  U.2n\, 


Comme  t  peut  être  choisi  aussi  petit  qu'on  le  veut,  il  en  est  de 
mên)e  de  2z\  et  l'on  voit  bien  que  Oo„  tend  vers  zéro  pour  n  infini. 
De. même,  o^n+i  peut  s'écrire 

02„  +  i  =   ?/i(i'„-f-,+  i'n+2-^.  •  .+  ^-in+l)  -+-  î/2  (<'«  +  !-+-•  •  •+  ^2/i  )  -+-.-• 
-H  l(n+2(i'l-+-  ('o  +  .  .  .^-4'«)  +...-+-  f«2„4-lf'l. 

Comme  pour  Oo»,  on  démontrerait  que,  si  n  =N,  on  a 

I  Sa^+i  I  <  2eA, 

de  sorte  que  Oo„_,_)  tend  également  vers  zéro,  pour  n  infini,  c.  o.f.  d. 

Remarque.  —  On  peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  de  faire 
j)our  Merlens  ce  que  Mertens  a  fait  pour  Cauchy,  c'est-à-dire  d'étendre 
encore  le  théorème,  en  enlevant  la  restriction  de  convergence  alisolue 
pour  l'une  des  séries.  Un  exemple  suffit  pour  montrer  qu'il  n'en  est 
rien.  Essayons  en  effet  de  faire,  suivant  la  règle  de  Cauchj,  le  carré 

de  la  série  semi-convergente  qui  a  pour  terme  général  ( —  i)"  — --• 

\/  n 

On  a 


«^„  =  (—!)«  +  ' 


I 


//«        s/-}.  {Il  —  I )  //> (  n  —  /'  -t-  I ) 

Or,  on  vérifie  aisément  que  chaque  teruie  du  crochet  est  au  moins 

éiial  à  — '■ — f  d'où  l'on  conclut  que  I  «v,,  1  est  plus  iirand  (lue  — ^ — • 

Conune  cette  dernière  quantité  tend  vers  :>.,  w„  ne  tend  pas  vers  zéro 
et  la  série  que  nous  avons  (ormée  est  divergente. 


V.  —  CALCUL  NUMÉRIQUE  DES  SÉRIES. 

53.  Il  se  présente  fréquemment,  en  Analyse,  qu'un  nombre  est 
défini  comme  étant  la  somme  d'une;  certaine  série  convergente.  Il 
arrive   aussi   qu'un   nombre   A    d<';fini  dune   manière  iiuelcouque  ne 
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puisse  être  calculé  pratiquement  d'une  façon  directe;  on  en  cherche 
alors  un  développement  en  série,  c'est-à-dire  cpi'on  tâche  de  con- 
struire une  série  convergente  admettant  A  pour  somme.  Ceci  se  pré- 
sente couramment  dans  la  théorie  des  fonctions  [voii^  Chap.  Vil), 
mais  aussi  dans  bien  d'autres  questions,  telles  que,  par  exemple,  les 
calculs  astronomiques. 

II  im|>orte  donc  de  savoir  calculei-,  avec  une  approximation  donnée, 
la  somme  de  toute  série  dont  on  a  reconnu  la  convergence.  C'est  ce 
qui  va  maintenant  nous  occuper. 

Séries  sommables.  —  Un  cas  particulier  très  simple,  mais  peu 
fréquent,  est  celui  où  la  somme  des  n  premiers  termes  peut  se  mettre 
sous  la  forme  d'une  fonction  de  n  dont  on  aperçoit  facilement  la  limite 
exacte  pour  //  infini.  On  dit  alors  que  la  série  est  sommable.  Cal- 
culer sa  somme,  c'est  en  faire  ta  sonintalion. 

Un  exemple  de  ce  genre  nous  a  été  fourni  par  la  progression  géo- 
métrique. Nous  en  indiquons  d'autres  dans  les  exercices  correspon- 
dant à  ce  Chapiire  et  aussi  dans  le  Chapitre  VII,  relatif  aux  séries 
entières. 

Lorsqu'on  ne  connaît  aucun  procédé  de  sommation,  il  faut  se  con- 
tenter d'un  résultat  approché,  ce  qui,  d'ailleurs,  est  pratiquement 
suffisant,  si  l'on  peut  pousser  l'approximation  assez  loin. 

oi.  Calcul  approché  d'une  série.  —  Pro|)Osons-nous  donc  de  cal- 
culer la  somme  S  d'une  série  {u,i)  avec  une  approximation  égale,  par 

exemple,  à  — -•  A  cet  effet,  nous  réduisons  la  série  à  ses  N  premiers 

'        '        10/'  '  ' 

termes  et  nous  calculons  chacun  de  ceux-ci  avec p  -{-  cj  décimales. 
jNous  commettons  ainsi  deux  sortes  d'erreurs  : 

L'erreur  de  première  espèce  est  la  somme  des  erreurs  provenant 

,       N 
du  calcul  de  chaque  terme;  elle  est  inférieure  à 

U erreur  de  seconde  espèce  résulte  des  termes  négligés;  elle  est 
égale  au  reste  )\y  de  la  série,  c'est-à-dire  à  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

Si  N  est  choisi  suffisamment  grand,  elle  peut  être  diminuée  à  vo- 
lonté, d'après  la  con\ergence  même  de  la  série  proposée.  On  conçoit 
dès  lors  qu'il  soit  possible  de  s'arranger  pour  (jue  la  somme  des 
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deux  erreurs  soit  plus  petite  que  — ;•  Mais,  pour  savoir  quand  cette 


lO/' 


condilion  est  remplie,  il  est  nécessaire  de  connaître,  pour  chaque 
valeur  de  N,  une  limite  supérieure  de  |  R^  |.  Cela  peut  ne  pas  être 
facile.  ^  oici  néanmoins  des  cas  assez  fréquents  pour  lesquels  cette 
question  se  résout  iminédiatemeut. 

i"  La  série  est  à  termes  positifs  et  Von  peut  lui  appliquer  la 
règle  de  Cauchy  (n"  43). —  On  a  évidemment 

Rn  <  A->'+i  +  A>+-^  + . . .  =  -— ^  ; 

2°  La  série  est  à  termes  positifs  et  Ion  peut  lui  appliquer  la 
règle  de  Dalemhert  (n°  43).  —  On  a,  dans  ce  cas, 

Rn  <  «N+I  (  I  +  /.  +  Â2  +  .  .  .  )  =     "^"-^'    - 


3"  La  série  est  à  termes  quelconques^  mais  elle  est  absolument 
convergente.  —  On  cherchera,  au  moyen  d'une  des  deux  règles  pré- 
cédentes, si  c'est  possdDle,  une  limite  supérieure  du  reste  de  la  série 
des  valeurs  absolues,  (lomme  celui-ci  est  plus  grand  que  |R>|,  il  en 
sera  de  même,  a  fortiori^  de  la  limite  obtenue. 

4"  La  série  est  alternée.  —  D'après  ce  qui  a  été  vu  au  n"  48,  le 
reste  est  toujours  du  signe  du  premier  terme  néglige  et  lui  est  infé- 
rieur en  valeur  absolue. 

Il  est  aisé  de  constater  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  le  reste  a 
même  ordre  de  grandeur  que  le  premier  terme  négligé.  Dans  la 
pratique,  on  ne  calcule  guère  que  des  séries  pour  lesquelles  il  en  est 
ainsi.  Si  le  terme  général  tend  assez  vite  vers  zéro,  ou,  comme  on 
dit,  si  la  série  est  rapidement  convergente.,  et  si  l'approximation 
demandée  n'est  pas  exagérée,  on  peut  adopter  la  règle  pratique  sui- 
vante : 

Règle  pratique.  —  On  calcule  les  termes  successifs  avec  p -\- o. 
décimales;  quand  on  n.  obtient  plus  que  des  zéros,  on  fait  la 
somme  des  termes  calculés  et  F  on  prend  celle-ci  pour  valeur  appro- 
chée de  la  série. 

Celte  règle,  qui  est  en  quelque  sorte  une  règle  empirique,  n'a  rien 
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d'absolu.  Ou  peut  néaiinioins  observer  que  si  Ton  poseR„=  — '-—;> 
Terreur  totale  est  plus  petite  <uie ->    l'our  quelle  soit  inférieure 

1  1  1  io/'  +  '^  1 

à 1  il  faut  et  il  siiflit  (luon  ail 

loi'  1 

N  -~  p  <ioo. 

Or,   R„   étant  de   Tordre   du   premier   terme   négligé,   c'est-à-dire 

de  — ^-^>  c  sera  de  Tordre  de  Tunité  ;  on  peut  admettre^  par  exemple, 

que  p  sera  toujours  inférieur  à  lo.  Alors  il  suffît  que  N  soit  plus  petit 
que  go,  ce  qui  sera  toujours  largement  ^ériflé,  car  on  ne  perdra 
jamais  son  temps  à  calculer  go  termes  d'une  série,  à  moins  qu'on  ne 
poursuive  un  but  tout  à  fait  particulier. 

En  tout  cas,  quand  on  a   terminé  le  calcul,  il   faui  toujours  bien 

vérifier  que  Terreur  totale  est  inférieure  à D'ailleurs,  on  s'aper- 

cevra,  la  plupart  du  temps,  qu'on  a  obtenu  une  approximation  plus 
grande  que  l'approximation  demandée  ('  ). 

VI.  -  CONSEILS  PRATIQUES  POUR  L'ÉTUDE  D'UNE  SÉRIE. 

oo.  Nous  terminerons  ce  (>liapilre  en  donnant  au  lecteur  quelques 
conseils  pratiques  qui,  nous  Tesi^érons.  lui  permettront,  quand  il  se 
trouvera  en  présence  d'une  série  de  difficulté  u)oyenne,  d  en  recon- 
naître rapidement  la  nature  et  d'éviter  les  tâtonnements  inutiles  et 
maladroits  qui  sont  habituels  aux  commençants.  La  marche  qui  nous 
semble  la  plus  rationnelle  est  la  sui\ante: 

i"    Chez  cher  la  limite  de  iiapour  n  infini.  —  Dans  ce  but,  il  sera 

souvent  commode  de  poser  -  =z  /^,  car  les  infiniment  [)etits  sont  plus 

faciles  à  manier  que  les  infiniment  grands.  Si  ii,i  ne  tend  pas  vers 
zéro,  la  série  est  divergente.  Si  iin  tend  vers  zéro,  considérer  h 
comme  V infiniment  petit  principal  et  chercher.,    si  possible,   la 


(')  Il  peut  arriver  qu'il  suffise  de  calculer  les  termes  successifs  avec  /) -f-i  déci- 
males, en  s'arnHanl  encore  quand  on  n'obtient  plus  que  des  zéros.  Mais  alors,  il  faut 
que  N -f- p  soit  plus  petit  que  lo.  Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  on  di>ii 
reprendre  tous  les  calculs  avec  une  décimale  de  plus.  Cf.  Leçons,  n"  193. 
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partie  principale  de  l'in/iniment  petit  Un.  Si  A/iP  désigne  celte 
dernière,  la  règle  «*?/«  nous  montre  que  la  série  converge  ou  diverge 
suivant  que  />  I>  •  ou  /?  5  i  5  H  fi'y  aura  jamais  de  cas  douteux. 

2"  L'étude  de  u,i  au  voisinage  de  h  =  o  est  impraticable  (M.  — 
11  faut  alors  rechercher  si  la  série  est  à  termes  positifs.  Si  oui,  on 
regardera   rapidement  s'il  ne  se  présente  pas   une  série  («„)   ti-ès 

connue  telle  cjue  le  rapport  —  tende  vers  une  limite  finie  et  diifé- 

rente  de  zéro.,  pour  n  infini.  On  appliquera  alors  le  théorème  I  du 
n"  42.  Si  l'on  ne  voit  rien  dans  ce  sens,  on  essaiera  les  régies  de 
Cauchy,  de  Dalembert,  ou  n'^u,i,  en  commençant  par  celle  qui 
semble  devoir  donner  les  calculs  les  plus  simples.  A  ce  propos, 
observons  qu'il  est  nécessaire  de  bien  connaître  les  énoncés  exacts  de 
ces  critères  et  qu'il  ne  faut  pas  toujours  les  abandonner  sous  le  pré- 


'  n-^] 


texte  qu  on  n  a  pu  trouver  une  limile  pour  ^  //,;, ou  n^u,i- 

Si  ces  règles  courantes  ne  donnent  rien,  on  essaiera,  le  cas  échéant, 
la  règle  de  Duhamel,  ou  celle  de  Gauss,  ou  encore  le  théorème  III 
du  /^<'  42. 

3"  La  série  est  à  termes  quelconcjues.  —  \oir  d'abord  si  elle  est 
cdternée  et  si  l'on  peut  lui  appliquer  le  théorème  du  n°  48,  ce  qu'il 
est  souvent  très  facile  de  reconnaître.  S'il  n'en  est  rien,  étudier  la 
série  des  valeurs  absolues.  Si  l'on  ne  ])eut  établir  la  convergence  de 
celle-ci,  il  n'y  a  plus  qiià  essayei;  le  théorème  d'Abel  ou  à  chercher 
un  artifice  cjuelconque. 

Remarque.  —  La  marche  que  nous  venons  d  indi(|uprna  évidem- 
ment rien  d'absolu  et  il  peut  arriver  souvent  que  la  règle  à  appliquer 
saute  aux  yeux  dès  le  premier  examen  du  terme  général.  Mais,  toutes 
les  fois  qu'il  n'en  sera  pas  ainsi,  nous  conseillons  au  lecteur  de  pro- 
céder méthodiquement  comme  il  vient  d'être  indicpié. 


(')   Oa  trouvera  au  Cli,i|iiti(;  Vlll  les  divers  ly[KS  de  foiiclions  do /(  pour  lesquelles 
celte  étude  est  possible  priiliqueiucnt. 


CHAPITRE  Y. 

FONCTIONS  D'UNE  VARIVBLE  RÉELLE. 


I.  —  NOTION  DE  FONCTION;  CONTINUITÉ. 

06.  Notion  de  fonction  (  '  '.  —  On  désigne  sous  le  nom  général  de 
variable  une  lellre  susceptible  de  représenter  n'importe  quel  nombre 
relatif.  Donner  à  cette  \ariable  une  valeur  numérique^  c'est  la  rem- 
placer par  un  nombre  relatif  déterminé.  L  ne  variable  x  est  dite  va- 
riable indépendante  quand  on  peut  lui  donner  arbitrairement  pour 
valeur  numérique  n'inq)ort('  quel  nombre  compris  entre  deux  nom- 
bres fixes  a  et  b  (-),  qui  délimitent  V intei'valle  de  variation  (a.  b). 
Si  X  peut  prendre  toutes  les  valeurs  supérieures  à  «,  l'intervalle  de 
variation  est  («,  -{-ce).  Si  x  peut  prendre  toutes  les  valeurs  infé- 
rieures à  rt,  il  est  ( — 00,  a).  Si  x  peut  prendre  n'importe  quelle 
valeur,  il  est  ( —  co,  -f-  a:). 

U/ie  variable  y  est  dite  fonction  de  la  varialde  indépendante  x 
si  les  valeurs  numériques  de  y  correspondent  éi  celles  de  x  d' une 
manière  univoque.  Vutrenient  dit,  à  toute  valeur  de  l'intervalle  [a,  b) 
attribuée  à  x^  ou  fait  correspondre,  par  un  procédé  quelconque,  une 
valeur  déterminée  pour  j'.  On  dit  alors  que  la  fonction  y  est  parfai- 
tement déterminée  dans  V intervalle  («,  b). 

Grâce  à  l'indétermination  du  procédé  qui  sert  à  étaljlir  la  corres- 
pondance entre  j?  et  y,  on  voit  que  la  notion  de  jotietton  est  très 
générale.  Par  exemple,  on  peut  définir  y  comme  fonction  de  x  en 
assujettissant  les  valeurs  numériques  correspondantes  de  ces  deux 
variables  à  annuler  un  certain  [lolynome  en  x  et  y  (n"  130).  On  obtient 


(')  Cf.  Leçons,  11"'  llJi,  l'.)5,  l'.Ml. 

(■- )   Les    bornes  a    el   b  de    l'inlervalle  lotiL    aussi    partie   des   valeurs   numériques 
alti'ibuaMcs  à  x.  Nous  supposerons  (tans  la  suile,  sauf  avis  eonti'aire,  a  <.b. 

IIaag.  —  Cours.  I.  '> 
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alors  une  fonction  algébrique.  Les  fonctions  non  algébriques  sont 
dites  transcendantes .  Nous  en  verrons  quelques  exemples,  se  rame- 
nant lous  à  ce  qu'on  appelle  les  transcendantes  élémentaires  (n"78). 
Mais,  on  en  peut  imaginer  bien  d'autres,  soil  par  des  procédés  d'ordre 
analytique,  soit  par  des  procédés  d'ordre  géométrique,  soit  même  par 
des  procédés  d'ordre  physique  ('). 

Quel  que  soit  le  mode  de  définition  des  fonctions  dont  nous  étu- 
dierons les  propriétés,  il  nous  sera  commode  de  les  représenter  par 
un  symbole  déterminé  tel  que  f{x),  g{x),  h(x),  cd(x),  '}(^),  etc. 
(Prononcez  :  / de  x,  g  de  x,  etc.). 

o7.  Représentation  graphique.  —  Il  est  commode,  pour  se  rendre 
compte  de  l'allure  d'une  fo/iction^  de  construire  sa  représentation 
graphique.  Dans  ce  but,  on  choisit  den^axes  de  coordonnées  Oxy., 
généralement  rectangulaires  (Tome  II);  on  imagine  ensuite  tous  les 
points  obtenus  en  portant  en  abscisses  toutes  les  valeurs  de  x  de  l'in- 
tervalle (a,  b)  et  en  ordonnées  les  valeurs  correspondantes  de  y. 
L'ensemble  de  tous  ces  points  constitue  la  courbe  représentative  de 
la  fonction. 

Pour  toutes  les  fonctions  que  nous  rencontrerons,  la  courbe  repré- 
sentative sera  toujours  une  ligne,  au  sens  élémentaire  et  intuitif  du 
mot.  Néanmoins,  on  j)eut  construire  des  fonctions  pour  lesquelles 
cette  notion  disparaît  complètement;  mais  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons pas. 

Réciproquement.^  si  l'on  trace  dans  le  plan  xOy  une  ligne  quel- 
conque C,  dont  un  arc  AB  i^fg.  9)  soit  rencontré  en  un  seul  point 
par  chaque  parallèle  à  O y  d'abscisse  comprise  dans  l'intervalle  («,  ^), 
il  est  clair  que  cet  arc  peut  servir  de  courbe  représentative  à  une  cer- 
taine fonction  y"(j;).  Mais  celle-ci  ne  serait  exactement  déterminée 
que  si  le  trait  de  la  courbe  était  infiniment  fin.  Gomme  ceci  est  irréa- 
lisable, la  fonction  f{x)  n'est  connue  que  d^  une  manière  approchée. 
Au  point  de  vue  pratifjue,  cela  n'a  aucune  importance,  et  c'est  ce 
procédé  graplii(|ue   (ju'euq)loient   généralement  les    physiciens   pour 


(')  C'est  ainsi  que,  pour  ne  citer  qu'un  exemple  classique,  la  longueur  d'une  barre 
est  fonction  de  sa  température.  L'élude  des  fonctions  de  celto  nature  constitue  le  but 
principal  de  la  Physique,  dont  les  lois  ne  sont  autres  que  les  procédés  de  corres- 
pondance servant  à  les  définir. 
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découvinr   la    fonction    qtii  représente  la   marche  fl'un  phénomène. 
x\yant  construit  la  courbe,  ils  cherchent  ensuite  une  fonction  aussi 


A 

y 

M 

8 

0 

c 

o 

X.          i, 

ce 

simple  que  possible,  algébrique  ou  transcendante,  qui  soit  repré- 
sentée par  cette  courbe  avec  une  approximation  de  Tordre  des  erreurs 
d'expérience  et  de  graphique. 

o8.  Continuité. —  Soit  une  fonction  y  =  f(^x)  définie  dans  l'inter- 
valle («,  h).  Si  A'o  désigne  une  valeur  de  cet  intervalle,  on  dit  que  la 
fonction  est  continue  pour  x  =  Xo  si  à  tout  nombre  positif  z  choisi 
à  l'avance,  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  faire  correspondre  un 
nombre  positif  r,  tel  c/ue  r  inégalité  \x  —  XQ\'^r^  entraine  la  sui- 
vante 

\f{x)-f{x,)\<t. 

On  dit  aussi,  dans  ces  conditions,  que/(.Z')  te/id  ve/s  f(x^),  ou 
bien  a  pour  limite  f(xo),  quand  x  tend  vers  Xq  (')■ 

Il  peut  arriver  qu'une  fonction  f{x)  soit  définie  dans  tout  l'inter- 
valle («,  b),  sauf  pour  unevaleurparticuliere.ro  de  cet  intervalle  (-). 
Mais  s'il  existe  un  nombre  \  tel  qu'à  tout  nombre  t  on  puisse  faire 
correspondre  t\  de  manière  que  l' inégalité  |  r  —  .r,,  |  •<  •/],  avec  la 
restriction  x  ^  Xo,  entraine  la  suivante 

|/(^)-X|<£, 


(  '  )  Le  lecteur  n'est  pas  sans  leinarquer  l'analogie  de  cette  définition  avec  celle  de 
la  convergence  d'une  suite  infinie  (  n°  37).  La  seule  difTércnce  est  que  l'inégalité 
n^  N  est  ici  remplacée  par  \x  —  ^ul  =  '''<• 

(-)  Telle  est,  par  exemple,  la  fonction »  qui  est  défniii   pour  toutes  les  valeurs 

de  X  sauf  pour  x  —  o.  Sa  vraie  valeur  est  d'ailleurs  i. 
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on  dit  encore  que  /(^)  tend  feîs  \  lorsque  x  lend  vers  .ro,  et  cette 
limite  A  est  appelée  la  ivraie  valeur  de  la  fonction  pour  x  =  Xq. 

Si  à  tout  nombre  positif  A  on  peut  faire  correspondre  r^  tel  que 
I  .r  —  .Co  I  ■<  ■'Il  avec  la  restriction  x  ^  Xq,  entraine  _/  (^o  >  >  A^  o/i  dit 
que  f{x)  augmente  indéfiniment,  ou  tend  vers  +  oo,  pour  x  =  Xq, 
et  Ton  écrit  symboliquement /'(^o)  =  +  ^• 

On  définit  de  même  le  symbole  f{xo)  =  —  oo. 

11  peut  arriver  aussi  que  f{x')  tenfle  vers  -+-  zc  quand  x  tend  vers  x^ 
par  valeurs  supérieures  (')  (ou  inférieures),  et  vers  —  ce  quand  x 
tend  vers  Xf^  par  valeurs  inférieures  (ou  supérieures).  On  écrit  alors 
/(.r„4-o)=+oo  [ou  /(xo— o;  =— x]  et  /(^o— o)  =— oc  [ou 
/(^o-^-o)=  — oo]. 

S' il  existe  un  nombre  A  tel  qu'à  tout  nombre  z  on  puisse  faire 
correspondre  X  de  manière  que  .r  >>  X  entraîne  \f{x)  —  ).  |  <<  t, 
otiditque  f{x)  tend  vers  \  pour  x  ^^-\- ^  et  l'on  écrit  f(-^  cc>)  =  '/.. 

On  définit  de  même /( —  ce). 

Si  à  tout  nombre  A  o/i  peut  faire  correspondre  X  de  manière 
que  ic  >>  X  entraine  f{x)  >•  A,  on  écrit  fi-^  oc)  =  +  oc. 

On  définit  de  même  les  syml)oles  /  (  +  oc)  ==  —  oo,  /( —  ao)=  +  oo, 
y(_a))=_cc. 

Une  fonction  est  dite  bornée  supérieurement  (ou  inférieurement) 
dans  un  intervalle  si  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  valeurs  de  x  de 
cet  intervalle  sont  toutes  inférieures  (ou  supérieures)  à  un  nombre 
fixe. 

bLlIe  reste  finie  pour  x  =  Xn  s'il  existe  deux  nombres  positifs  A 
et  r,  tels  que  |  Jc  —  ^o  |  ■<  ^i  entraine  |  f{x)  \  <  A. 

o9.  (J/ie  fonction  est  dite  continue  dans  [intervalle  («,  b)  si  elle 
est  continue  j)our  chacune  des  videurs  de  cet  intervalle. 

TnÉonÈME  1.  —  Pour  </u' une  fonction  f[x)  soit  continue  dans 
un  intervalle  (a,  ^),  il  faut  et  suffit  qu'à  tout  nombre  positif  t 
on  puisse  faire  correspondre  un  nombre  y,  tel  que  Cinégcdité 
\x^  —  x^\<Z  h  entraine  la  suivante 

\f{x,)-f{x,)\<t, 
(juels  que  soient  Xi  et  .r ^  choisis  dans  l  intervalle  Ça,  b). 
(')  L'inégalité  \x  —  x^\  -^r,  doit  alors  élre  remplacée  par  o  <j;  —  .r^|<T,. 
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Celte  condition  est  évidemment  suffisante.  Mais  il  est  assez  difficile 
de  démontrer  rigoureusement  qu'elle  est  nécessaire,  bien  que  cela 
paraisse  intuitif.  Nous  admettrons  cette  démonstration  (  '  ). 

Théoiîème  II.  —  La  fonction  J\x)  étant  supposée  continue  dans 
Vintervalle  (a,  6),  si  le  produit  f  {a).  f[b)  est  négatifs  ht  fonction 
s^  annule  au  moins  une  fois  dans  cet  intervalle. 

C'est  ce  que  montre  d'une  façon  claire  la  courbe  représenta- 
tive {  fifi'.  lo),  car  celle-ci  est  constituée  par  un  trait  continu  joi- 
gnant deux  points  A  et  B  situés  de  part  et  d'autre  de  Ox  et  rencontre 


nécessairement  cette  droite.  Il  ne  faudrait  pas  néanmoins  regarder 
ceci  comme  une  démonstration  rigoureuse,  car  la  courbe  représenta- 
tive d'une  fonction,  même  continue,  peut  présenter  des  singularités 
tout  à  (ait  inattendues  et  ne  pas  pouvoir  être  tracée  sur  le  papier  (-). 
La  véritable  démonstration  doit,  comme  toutes  les  démonstrations 
d'Analyse,  être  purement  abstraite  et  reposer  sur  la  seule  notion  de 
nombre.  ÎNous  l'admettrons  encore  (*). 

Corollaire.  —  Si  une  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'inter- 
valle {a,  b),  elle  atteint  au  moins  une  fois  chacune  des  valeurs 
comprises  entre  f  [a]  et  f{b). 

Car,  si  A  désigne  une  telle  valeur,  la  fonction  continue  f{x)  —  A 
prend  des  valeurs  de  signes  ditVérents  pour  x  ^  a  cl  x  ^=  b  el  s'annule 
par  conséquent  dans  l'intervalle. 


(')   Voir,  par  exemple,  J.  Tannery,  Introduction,  etc.,  n°  l(j\!. 

("-)  C'est  ainsi  qu'il  existe  des  exemples  de  fonction  continue  dans  un  inteivalle 
(a,b),  n'admettant  de  dérivée  ponr  aucune  valeur  de  cet  intervalle  et  dont  la  courbe 
représentative  ne  possède  par  suite  de  tangente  en  aucun  de  ses  points. 

(■')   Voir  J.  Tannery,  toc.  cit.,  n"  KiG. 
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Géomélriquement,  cela  veut  dire  que  l'arc  AB  est  rencontré  au 
moins  une  fois  par  toute  parallèle  à  Dépassant  enlve  \  et  B  (Jîg.  lo). 

Théorème  III.  —  Si  une  fonction  f(^x)  est  continue  dans  P inter- 
valle (a,  b),  elle  atteint^  dans  cet  intervalle,  une  limite  supé- 
rieure M  et  une  limite  inférieure  m. 

Cela  veut  dire  que  sur  l'arc  \B  (  fis',  i  i)'  '^  ^  ^  ^^"  point  M  plus 
haut  que  tous  les  autres  et  un  point  m  plus  bas  que  tous  les  autres. 
Nous  admettrons  toujours  la  démonstration  abstraite  (  '). 


Les  nombres  M  et  m  sont  appelées  maximum  et  minimum  ab- 
solus (-)  ;  leur  difFéreuce  M  —  m  est  f  oscillation  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  (a,  b). 

Théorème  IV  .  —  Etant  donnée  une  fonction  f(.x)  continue  dans 
l'intervalle  (a,  b),  à  tout  nombre  positif  t,  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  tj  tel  que  l'oscillation  de  la  fonction  soit 
moindre  que  t  dans  tout  intervalle  plus  petit  que  y]  et  intérieur 

à  {a.,  b). 

Cela  résulte  du  théorème  I. 


II. 


DÉRIVÉES;  VARIATION  DES  FONCTIONS. 


f)0.   Dérivées. —  Soit  j' =  y"(:r)  une  fonction  définie  dans  l'inter- 
valle (rt,  b).  Désignant  par  x  et  ;r„  deux  valeurs  de   cet  intervalle, 

considérons  le  rapport -•   Si  nous  regardons  ^o  comme 


(')  Cf.  .].  Tannehy,  toc.  cit.,  n"  1(J1. 

(-j  On  verra  plus  loin  la  différence  avec  les  maxima  cl  niininta  relatifs  (  n"  G3  ) 
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fixe  et  X  comme  variable,  ce  rapport  est  une  fonction  de  x  définie 
dans  l'intervalle  (c/,  6),  sauf  pour  x  =  Xq.  T1  peut  arriver  néan- 
moins (n"  58)  qu'elle  possède  une  vraie  valeur  pour  celte  valeur 
de  X  (*),  c'est-à-dire  que  le  rapport  en  question  ait  une  limite  déter- 
minée quand  x  tend  vers  Xç^.  S'il  en  est  ainsi,  on  dit  que  la  jonction 
admet  une  dérivée  pour  x  =  .î:,,  et  cette  dérivée  est,  par  définition, 
la  limite  précédente,  c'est-à-dire,  en  somme,  la  limite  du  rapport 
de  raccroissement  de  la  fonction  à  l'accroissement  de  la  variable 
quand  ce  dernier  tend  vers  zéro  (-). 

S'il  existe  une  dérivée  pour  chaque  valeur  de  l'intervalle  («,  b), 
cette  dérivée  constitue  une  fonction  de  x  parfaitement  déterminée 
dans  cet  intervalle;  on  l'appelle  Xa  fonction  dérivée^  ou  simplement 
la  dérivée  de  f{x)  et  on  la   représeule  indifféremment  par  l'une  des 

trois  notations /' (.r),  jk')  -j-  ('')• 

Si  la  fonction  f\x)  admet  elle-même  une  dérivée  dans  linlervalle 
(a,  b),  celle-ci  est  appelée  la  dérivée  seconde  de  f{x)  et  se  repré- 
sente par/"(.r),  y"  ou  -r^-  De  même,  la  dérivée  de  la  dérivée  seconde 
est  dite  dérivée  troisième  et  s'écrit/'"(^),  y'"  ou  -j^-  De  proche  en 

proche,   on   définit  ainsi  les  dérivées  d'ordres  successifs,    la  déri- 

cli'  y 
vée  jf^'""  (ou  d'ordre  p)  se  représentant  par  /'/'^  (jc),  y'^P^  ou  -j^  • 

Interprétation  géométrique  de  la  dérivée.  —  Reprenons  la  défi- 
nition de  la  dérivée  de  la  fonction  f{x)  et  interprétons-la  sur  la 
courbe  représentative.  Aux  valeurs  .^o  et  x  de  la  variable  indépen- 

(•)  Ceci  n'est  possible  toutefois  que  si/(^)  lend  vers/(j;„)  ([uand  ^  tend  vers  ^r». 
Donc,  une  fonction  ne  peut  admettre  de  dérivée  qu'autant  quelle  est  continue.  Mais' 
cette  condition  nécessaire  n'est  pas  suffisante;  par  exemple,  la  fonction  jk  =  ^  sin  -  est 
continue  pour  :r  =  o  (si  l'on  convient  de  lui  donner  la  valeur  o  pour  celte  valeur 
de^);  mais  elle   n'a  pas  de  dérivée,  car  le  rapport-  =  sin  -   oscille   indrliniment 

entre  H- i  et  — i  quand  x  tend  vers  zéro. 

(  =  )  Il  nous  arrivera  souvent,  dans  la  suite,  de  désigner  ces  accroissements  par  \y 
et  A^.  D'une  façon  générale,  l'accroissement  d'une  quantité  quelconque  se  représente 
par  la  lettre  A  (ou  5)  suivie  de  celle  (jui  représente  la  valeur  à  partir  de  laquelle  on 
prend  l'accroissement. 

(^)  Jusqu'à  nouvel  ordre,  le  symbole  -j-  doit  être  considéré  comme  formant  un 
tout  inséparable  et  non  pas  une  fraction. 
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danle  correspondent  sur  cette  courbe  deux  points  INIo  et  M  (/?,4'".  «a). 

Le  rapport:^ — — — est,  comme  on  sait,  éi;al  au  coefficient  cin- 

gulaire  on  pente  de  la  droite  M,, M.  Si  maintenant  x  tend  vers  x^. 

Fis.     12. 


M  tend,  sur  la  courbe,  vers  Mo  ;  s'il  y  a  une  dérivée,  et  dans  ce  cas  seu- 
lement, la  sécante  MqM  tend  vers  une  position  limite  déterminée,  de 
coefficient  angulairey'(a?o),  qui  est,  par  définition,  la  tangente  eniMo 
à  la  courbe.  Donc,  dire  rju' une  fonction  admet  une  dérivée  pour 
x^Xq  éciuivaut  à  dire  rjue  sa  courbe  représentative  admet  une 
tangente  au  point  iNIo  (')  ;  l(^i  dérivée  mesure  le  coefficient  angu- 
laire de  cette  tangente,  ou,  comme  on  dit  encore,  la  pente  de  la 
courbe  en  JMq. 

61.  Théorème  de  RoUe;  formule  des  accroissements  finis.  —  De  la 
définition  de  la  dérivée  résulte  immédiatement  le  théorème  suivant, 
connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Bolle,  et  qui  a  une  certaine  im- 
portance par  les  conséquences  que  nous  en  tirerons  dans  la  suite  : 

Théouème  (de  Rolle).  —  Soit  une  fonction  f{x)  définie  et  con- 
tinue dans  V intervalle  [a,  b)  et  admettant^  dans  tout  cet  inter- 


(')  Pour  que  ceci  soil  complètement  exact,  il  faut  toutefois  convenir  de  l'existence 

At 
de  la  dérivée  dans  le  cas  où  le  rapport  ^—  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue; 

A,r 

on  dira  alors  que  la  dérivée  est  infinie:  la  tangente  sera  parallèle  à  Ojk- I-es  choses  se 

Ar 
passent  dune  tout  autre  iiKinière  lors(|ue  le  rapport   —    oscille    constariiinent    entre 

A,r 

certaines  limites;  la  sécante  .M,,  M  pivote  iiidérinimenl  autour  de  IVI,,  dans  uti    sens  ou 

dans  l'autre.   I^ar  exemple,  jjour  la  fonction  j' =  a;  sin  —  menlionnée    plus    haut,    la 

sécante  O.M  ne  cesse  de  balayer  ranf;lc  des    bissectrices  des  axes  (jui    cmiiprend  0,r 
quand  M  tend  vers  O. 
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valle,  une  dérivée  finie  et.  bien  déterminée.  Si  Von  a  f{ci)  =  ,/'(^), 
la  dérivée  s^ annule  au  moins  une  fois  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Géométriquement ^  cela  veut  dire  que  sur  l'arc  AH  i  fig.  i3),  il  }' a 
au  moins  un  point  M  où  la  tangente  est  parallèle  à  ():c,  ou,  ce  qui 
revient  au   même,  à   la  corde  AB.  Or,  cette  propriété   est  évidente 

Fis.    i3. 


B     •* 


sur  le  premier  cas  de  ligure;  mais  elle  est  manifestement  fausse  dans 
les  trois  autres.  Ceci  ne  doit  pas  nous  étonner,  car  la  fonction  repré- 
sentée par  la  première  courbe  est  la  seule  à  satisfaire  exactement 
à  toutes  les  conditions  du  théorème.  La  seconde  est  en  elTet  discon- 
tinue pour  a?  =  ^,  car  pour  cette  valeur  elle  est  égale  à  l'ordonnée 
y"(Z>)  du  point  B,  tandis  qu'elle  tend  vers/(6)  +  BP  quand  x  tend 
vers  b.  Pour  la  troisième,  c'est  la  dérivée  qui  devient  infinie  au 
point  P,  où  la  tangente  est  parallèle  à  Oy.  Pour  la  quatrième,  la 
dérivée  cesse  d'être  déterminée  au  point  P.  Il  j  a  en  effet  deux  tan- 
gentes en  ce  point  ;  donc  le  rapport  -^  n'a  pas  la  même  limite  suivant 

que  Ax  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  négatives  ('  ). 

Ceci  nous  montre  la  nécessité  d'une  démonstration  analytique 
rigoureuse^  laquelle  est  d'ailleurs  très  simple. 

Si  la  fonction  ne  garde  pas  la  même  valeur  dans  tout  l'intervalle 
(a,  b)^  auquel  cas  la  dérivée  est  évidemment  constamment  nulle,  elle 
doit  prendre  soit  des  valeurs  plus  grandes,  soit  des  valeurs  plus 
petites  que  /{aj=^  /(b).  Supposons,  par  exemple,  (pi'elle  prenne 
des  valeurs  plus  grandes  (-).  Soit  alors  c  la  valeur  |)()ur  laquelle,  en 

(')  On  dit  quelquefois  (iii"il  y  a  une  dérivée  à  droite  et  une  déri^'ée  à  gauclie; 
ce  sont  respectivement  les  limites  de  -;—  lorsque  \x  tend  vers -t- o  et  vers  — o.  Le 
point  r^  est  dit  point  anguleux.  Cette  particularité  ne  peut  se  présenter  que  pour 
des  fonctions  transcendantes. 

(-)  Cela  ne  l'empêche  d'ailleurs  pas  de  prendre,  le  cas  échéant,  des  valeurs  plus 
petites. 
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vertu  du  théorème  111  du  n°  o9,  la  fonction  atteint  son  maximum  ('). 
Je  dis  que/' (c)  =  o.  En  effet,  d'abord  c  est  nécessairement  compris 
entre  a  et  h.  puisque  la  fonction  prend,  par  hypothèse,  des  valeurs 
plus  grandes  que /(a)  i^  f(^h).  Soit  alors  r^  un  nombre  positif  tel  que 
c  —  /,  et  c  -i-  •/"!  soient  tous  deux  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  l'on  sup- 
pose I  /i  I  <C  'fi,  on  a,  quel  que  soit  le  signe  de  h, 

f{c-^h)-f{c)-£o. 

T  f(c  -^  h  )  —  f( C  ]  ,  ,  .  .  >      /        r\î 

Le  rapport  =^- -. ■ est  uonc  de  signe  contraire  a  h.   IJ  autre 

part,  quelle  que  soit  la  manière  dont  }i   tend  vers  zéro,  ce  rapport 

tend  vers  une  limite  bien  déterminée  f'(c).  Dès  lors,  si  l'on  imagine 

,          j                                            fie  ^  h)  —  fie)    . 
que  II  tende  vers  +  o,  comme  = j ■ demeure  constamment 

négatif  ou  nul,  on  a  nécessairement  /"'(c)  ^  o.  Si,  au  contraire,  h  tend 
vers  — o,  on  en  conclut  que  /'(c)^o.  Ces  deux  conclusions  ne  sont 
compatibles  que  si  /' (c)  =  o.  c.  q.  ?".  d. 

62.  Formule  des  accroissements  finis.  —  So/'t  une  fonction  /(a:) 
définie  et  continue  dans  l'intervalle  (a,  a-\-h)  et  admettant,  dans 
tout  cet  intervalle^  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée .  On  a 

0  désignant  un  certain  nombre  compris  entre  o  et  i. 

Telle  est  la  formule  des  accroissements  finis. 

Géométriquement,  elle  se  ramène  immédiatement  au  théorème  de 
Rolle.  Elle  s'écrit,  en  effet, 

fia  ^  h)  ~ fia) 

; ■ — =  f  ia  -^-  f)  h^. 

Or,  le  premier  membre  n'est  autre  que  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  AB  (  flg.  i4)j  et  alors  la  formule  signifie  simplement  (pie  sur 
l'arc  AB  il  y  a  au  moins  un  point  M,  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB, 
ce  qui  équivaut  bien  au  théorème  de  Rolle. 

On    se    ramène   d'ailleurs    analvtiquement    à    ce   théorème    par    la 


(')  On  peut  rcniarquer  que  ce  thcorènic  est  en  défaut  dans  le  deuxième  cas  de  la 
figure  iJ.  La  limite  supérieure  y (Z* )  H- Bl*  n'est  pas  atteinte  par  la  fonction  dans 
rintervalle  (  «,  b  ). 
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considération  de  la  fonction  Y  ^  PM .  Si   m  désigne,  pour  abréger, 

,  .    fia ---h-)- fia) 

le  rapjDorl  :— '— — >  on  a 

Y  =  q}Â  —  q?  =  y  —  mx  =  fix)  —  mx  =  g{x). 

Ov  g(a)  =  g(b);  c'est  évident  sur  la  figure  et  la  vérification  ana- 
lytique est  immédiate.  D'autre  part,  la  fonction  g'{x)  satisfait  à  toutes 

Vis.    i'|. 


les  conditions  du  théorème  de  Rolle.  Donc  g''{x)  s'annule  pour  au 
moins  une  valeur  c  de  l'intervalle  (a,  a +  /i).  Gomme  g'{x)  =  f'(x) — m 
(n°  67),  on  a  /' (c)  =  ni.  Si  l'on  remarque  enfin  que  tout  nombre  c 
compris  entre  a  et  a-^  h  peut  se  mettre  sous  la  forme  a  +  6A,  f)  étant 
compris  entre  o  et  i,  on  voit  que  la  formule  est  établie  rigoureu- 
sement. 


63.  Variation  des  fonctions.  —  Une  application  très  importante  et 
immédiate  de  la  théorie  des  dérivées  consiste  en  l'étude  de  la  varia- 
tion des  fondions. 

Étant  donnée  une  fonction  y  :=J\x)  définie  dans  l'intervalle  (r/,  6), 
étudier  ses  variations,  c'est  imaginer  que  a:  prenne,  en  croissant,  toutes 
les  valeurs  possibles  depuis  a  jusqu'à  b  et  se  rendre  compte,  aussi 
exactement  qu'on  le  peut,  des  valeurs  successives  que  prend  y  dans 
ces  conditions.  La  manière  la  plus  frappante  d'arriver  à  ce  résultat 
consiste  d'ailleurs  à  construire  la  courbe  l'eprésentative;  c'est  ce 
but  que  nous  allons  viser. 

On  dit  que  la  fonction  f{x)  est  croissante.,  décroissante  ou  con- 
stante dans  r intervalle  (a,  [i)  suivant  cju^on  a 


fix")  -fix') 


>o, 


f{x")-fix') 


<o,         fix'')—f(x')  =  o, 


en  appelant  x'  et  x"  deux  valeurs  quelconques  de  V intervalle. 
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Cela  concorde  bien  avec  la  notion  vulgaire  qu'on  possède  de  la 
croissance  d'une  quantité,  car,  dans  le  premier  cas  par  exemple,  si  x 
prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  il  en  est  évidemment  de 
même  de  f{x). 

La  fonction  f{x)  étant  supposée  définie  dans  l'inlervalle  («,  6), 
soit  Xo  une  valeur  intérieure  à  cet  intervalle.  On  dit  que  ta  fonction 
est  croissante^  décroissante^  maximum  ou  minimum  pour  x  =  x^^ 
si  Von  peut  déterminer  r\  tel  que  \x  —  ^0 1  <!  >"(  entraîne,  suivant 
le  cas,  Vune  des  inégalités 

>  O' <  "'    /(^o)— /(■rj>o,    f(x^)—f(x)<o. 

Dans  îe  premier  cas,  ceci  veut  dire  que  la  fonction  prend,  pour  les 
valeurs  de  x  voisines  de  x^,  des  valeurs  supérieures  ou  inférieures 
■A  fi^Xsi)  suivant  que  x  est  lui-même  supérieur  ou  inférieur  à  ^o-  Dans 
le  deuxième  cas,  conclusion  inverse. 

Dans  le  troisième  cas,  f{x)  est  plus  grand  pour  ^0  41'e  pour  les 
valeurs  voisines  (').Dans  le  quatrième  cas,  y  (,r)  est  plus  petit  pour  ^Tq 
que  pour  les  valeurs  voisines  (  '  ). 

64.  Théorème  I.  —  Si  une  fonction  est  constante  dans  un  inter- 
valle, elle  y  admet  une  dérivée  constamment  nulle. 

C'est  une  conséquence  manifeste  de  la  définition  de  la  dérivée. 

Théorème  H  {^réciproque  du  précédent).  —  Si,  dans  un  inter- 
valle (a,  ?j),  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  nulle,  elle  y  est 
constante. 

En  effet,  on  a,  en  conservant  les  notations  du  numéro  précédent  et 
appliquant  la  formule  des  accroissemenis  finis  (-)  (n"  62), 

f(^")  —fKx')  =  {x~x')f{x"'), 

où  x"'  désigne  un  certain  nombre  compris  entre  x'  et  x"  el,  par  suite, 


(')  Cela  ne  veut  f)as  dire  qiie/(^„)  soit  nécessairement  la  plus  i;runde  ou  la  plus 
petite  valeur  que  puisse  prendre /(  a;),  quand  x  décrit  l'intervalle  {a,  6),  contraire- 
ment à  ce  qui  passait  au  théorème  III  du  n°  59.  C'est  pourquoi  le  maximum  et  le  mi- 
nimum actuels  sont  appelés  quelquefois  maximum  et  minimum  relatifs. 

(^)  On  en  a  le  droit,  car/  (a;)  est  finie  dans  l'intervalle  {x',x"),   puisque  nulle. 
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entre  a  et  [51.  Mais,  f  (^x'")  est  nul,  il'îij)rès  l'iiypothèse;  donc  aussi 

f{x")  -f{x').  ■  C.    Q.   F.    „. 

Théorf::\ie  III.  —  Si  la  fonction  J\x)  est  croissante  dans  l  inter- 
valle (a,  ,3),  pour  aucune  valeur  de  cet  intervalle  elle  ne  peut 
ai-oir  une  dérivée  négative  et  elle  ne  peut  avoir  une  dérivée  nulle 
que  pour  des  valeurs  séparées  de  x. 

Soit  Xq  une  valeur  quelconque  de  l'intervalle.  Le  rapport 

II 

est  positif,  dès  que  Xq-\- h  appartient  à  l'intervalle  (a,  [j).  Comme 
cela  finit  toujours  par  arriver  cpiand  h  tend  vers  zéro  (  '  ),  la  limite  de 
ce  rapport,  si  elle  existe,  c'est-à-dire  y '(.ro),  ne  peut  être  que  ^o. 

En  second  lieu,  les  valeurs  qui  annulent /"'(x)  sont  séparées,  car 
si  f'(x)  était  nulle  dans  tout  un  intervalle  intérieur  à  (a,  ,3),  f{x)  y 
serait  constante  (théorème  II). 

Théorème  IV^  {^réciproque  du  précédent^  —  Si^  dans  l  inter- 
valle (a,  [3),  fi^x)  admet  une  dérivée  finie  et  positive,  elle  est 
croissante  dans  cet  intervalle. 

En  eiret,  si  x'  et  x"  sont  deux  valeurs  quelconques  de  l'intervalle, 
le  rapport  /(-^^l -./;  ■^')  est  p.jsitif,    parce   qu'il   est  égal  à  la   valeur 

de  J'{x)  pour  une  valeur  intermédiaire  (tliéorème  des  accroisse- 
ments finis). 

lîentarque  importctnte.  —  Ce  tliéorème  repose  sur  la  formule  des 
accroissements  finis.  On  ne  peut  donc  en  affirmer  l'exactitude  cpi'au- 
tant  cpie  les  conditions  requises  pour  cette  formule  sont  remplies. 
Autrement  dit,  la  fonction  f{x)  doit  être  finie  et  continue  dans  l'in- 
tervalle (a,  [i)  et  y  admettre  une  dérivée  finie.  C'est  l)ien  ce  qui  est 
supposé  dans  l'énoncé,  car  la  seule  existence  de  f'{x)  entraine, 
comme  on  sait,  la  continuité  de  f{x)  (note  de  la  page  -i). 

Néanmoins,  on  peut  étendre  un   peu  la  portée  du  théorème  de  la 


(')  Si  x^  est  à  l'une  des  bornes  de  l'intervalle;  p;ir  exemple,  si  x^—  a.  il  faut 
supposer  /i>o.  Mais,  la  limite  étant  indépendante  ilu  signe  de  li,  la  conclusion 
subsiste. 
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manière  suivante  :  Pour  que  le  théorème  IV  soit  applicable,  //  suffit 
que  f{x)  soit  finie  et  continue  dans  V  intervalle  (a,  |ii)  et  qu^  elle  y 
admette  une  dérivée  finie  et  positive^  sauf  peut-être  pour  des 
valeurs  séparées  de  x. 

En  effet,  si  ^,,  x^^  . . .,  Xm  sont  ces  valeurs  séparées,  dans  chaque 
intervalle  tel  que  (^r^,,  :Cy,_,.,  ),  on  se  trouve  dans  les  conditions  res- 
treintes de  l'énoncé;  donc  j\x')  croit.  Mais,  d'après  la  continuité 
dey^(^),  la  valeur  de  la  fonction  est  la  même  à  l'extrémité  d'un  inter- 
valle partiel  et  au  commencement  de  l'intervalle  sui\ant.  lien  résulte, 
d'une  manière  évidente,  que/(x)  croît  dans  tout  l'intervalle  (a,  ^)  ('). 

Théoriîmes  V  et  VI.  - —  Enoncés  et  démonstrations  analogues 
pour  une  fonction  décroissante. 

65.  Théorème  VII.  —  Si  une  fonction  est  croissante  pour  x  =  Xç^ 
et  admet  une  dérivée  pour  cette  valeur^  cette  dérivée  est  positive 
ou  nulle. 

Démonstration  du  théorème  1(1. 

Théorème  VIII.  —  Enoncé  analogue  |)our  une  fonction  décrois- 
sante. 

Théorème  IX.  —  Si  une  fonction  est  maximum  ou  minimum 
pour  X  =^  Xo  et  admet  une  dérivée  pour  cette  valeur,  cette  dérivée 
est  nulle. 

Même  démonstration  que  pour  le  théorème  de  Kolle  (n"  01). 

Il  y  aurait  lieu  d'énoucer  maintenant  des  réciproques  de  ces  trois 
théorèmes.  Mais,  elles  peuvent  donner  lieu  à  quelques  complications 
et  seront  envisagées  seulement  au  Chapitre  IX  (-n°  d2i),  à  propos  de 
l'étude  d'une  fonction  au  voisinage  d'une  valeur  de  la  variable. 

Nous  ferons  seulement  observer  ici  que,  dans  la  |)ratique,  on  re- 
conncdt  un  maximum  à  ce  que  la  dérivée  change  de  signe  en 
passant  du  signe  -^  au  signe  — ,  lorstpie  la  variable  indépendante 
traverse,  en  croissant,  la  valeur  Xo  correspondante.  Pour  un   mini- 


(  ')  Ceci  pourrait  èlre  en  défaut  s'il  y  avait  des  discontinuités.  Il  pourrait  arriver, 
par  exemple,  que  /(a;  — o)  fût  plus  fjraiid  (|U(;  /(.r  +  o  ).  Les  valeurs  de /(a:) 
seraient  alors  plus  grandes  un  peu  avant  x  qu'un  peu  après.  On  trouvera  des 
exemples  de  cette  particularité  dans  les  exercices  correspondant  à  ce  Chapitre. 
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minn,  au  contraire,  la  dériiée  passe  du  signe  —  au  signe  -t-.  Gela 
résulte  en  effet  de»  théorèmes  du  numéro  précédent  et  de  ce  que, 
pour  un  maximum  par  exemple,  la  fonction  cesse  de  croître  pour 
décroître. 

Si  la  dérivée  existe  pour  x  =  x^,  le  changement  de  signe  de  f'{x) 
ne  peut  se  faire  qu'en  passant  par  la  valeur  zéro,  d'après  le  théo- 
rème IX.  Mais,  si  la  dérivée  est  infinie, /'(;r)  peut  passer  brusquement 
de  ±  o)  à  zp  co  {Jîg.  i3,  troisième  cas).  S'il  y  a  une  dérivée  à  droite 
et  une  dérivée  à  gauche  (page  78,  note  i),  f'{x)  peut  passer  brus- 
quement d'une  valeur  finie  positive  (ou  négative)  à  une  valeur  finie 
négative  (ou  positive). 

66.  Marche  à  suivre  pour  étudier  les  variations  d'une  fonction.  — 
Elle  résulte  des  théorèmes  précédents  : 

1"  On  détermine  L  intervalle  de  variation  de  x.  —  Pour  cela, 
on  cherche  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction  a  un  sens,  ce 
qui  donne  naissance  à  un  ou  plusieurs  intervalles.  On  essaie  ensuite, 
quand  c'est  possible,  de  réduire  ce  ou  ces  intervalles  par  des  consi- 
dérations de  périodicité  ou  de  symétrie. 

La  fonction  f(x)  est  dite  périodique  et  admet  pour  période  /),  si 
l'on  a  f[x-i-p)^/{x),  quel  que  soit  :r.  Il  est  clair  qu"//  suffit  de 
Véludier  dans  un  intervalle  quelconque  de  longueur  p.  Ayant 
construit  l'arc  de  courbe  correspondant,  on  aura  toute  la  courbe  par 
les  ti^anslations  ±p^  zb  2/>,  ±  3/>,  ...,  suivant  Ox. 

La  fonction  est  paire  par  rapport  à  x,  si  l'on  a  f{x)^f{ — x); 
elle  est  impaire,  si  f{x)  ^ — /( — x).  Dans  le  premier  cas,  la  courbe 
représentative  est  symétrique  par  rapport  à  Oy;  dans  le  second  cas, 
par  rapport  à  l'origine.  Dans  les  deux  cas,  il  suffit  d^ étudier  la  fonc- 
tion pour  les  valeurs  positives  de  x;  c'est  ainsi  qu'on  se  bornera 
à  construire  la  portion  correspondante  de  la  courbe  représentative; 
le  reste  de  la  courbe  s'obtiendra  ensuite  par  symétrie. 

Au  lieu  de  changer  x  en  — x,  on  peut  essaver  d'autres  change- 
ments simples,  qui  sautent  généralement  aux  yeux  par  la  simple  ins- 
pection de  f{x)j  tels  que  x  en  A  —  x,  ou  x  en  —,  etc.  Si  ces  chan- 
gements ne  changent  pas  y  ou  ne  font  que  changer  son  signe,  on  peut 
encore  réduire  l'intervalle  de  variation. 

2"   0/1  ma/que.  dans  rinteivalle  de  variation  et  par  ordre  de 
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<:randeiir  croissante,  les  valeurs  qui  rendent  la  fonetion  in  finie 
ou  discontinue.  —  Ces  valeurs  sont,  en  général,  faciles  à  apercevoir 
et,  du  moins  pour  les  exemples  que  nous  pourrons  renconirer,  elles 
sont  toujours  séparées. 

3"  Si  le  sens  de  variation  de  f(x)  ne  saute  pas  aux  yeux,  o/i 
prend  la  dérivée  et  Von  étudie  son  si^ne.  —  Dans  ce  but,  il  est  géné- 
ralement nécessaire  de  résoudre  léquation  /'(.r )  =  o  (').  Mais  il  ne 
faut  néanmoins  pas  perdre  de  vue  que  le  signe  seul  de  la  déri^'ée 
importe;  et  si,  par  exemple,  celle-ci  se  présente  sous  la  forme  du 
produit  de  plusieurs  facteurs  dont  certains  sont  essentiellement  posi- 
tifs ou  négatifs,  on  pourra  faire  abstraction  de  ces  derniers  (en  mar- 
quant leur  signe),  quand  bien  même  ils  s'annuleraient  ou  devien- 
draient infinis  pour  certaines  valeurs  séparées  de  x  (remarque  du 
théorème  IV  ,  n"  6i);  à  moins  (ju'on  ne  tienne  à  avoir  tous  les  points 
de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  ou  à  Oj'. 

Rappelons  en  outre  qu'il  peut  airiver  que  la  dérivée  change  de 
signe  en  devenant  infime  ou  discontinue  (remarcpie  du  théorème  IX, 
n°  60). 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  obtiendra,  par  cette  étude,  de  nouvelles 
valeurs  remarquables  de  jt,  qu'on  intercalera  à  leur  tour  dans  l'inter- 
valle de  variation. 

I"  Dans  chacun  des  intervalles  partiels  obtenus.,  la  fonction  est 
continue  et  sa  dérivée  garde  un  signe  constant.  En  s'appuj'ant  sur  les 
théorèmes  IV  et  VI,  on  indique  le  sens  de  variation,  par  les  mots 
croit  ou  décroit.,  ou  par  les  signes  /  ou  \i  . 

5"  On  calcule  les  vialeurs  de  f(x)  aux  extréniités  des  inter- 
valles. —  On  a  maintenant  construit  le  tableau  des  variations  et 
cela  suffirait  à  la  rigueur  pour  répondre  au  but  proposé.  Néanmoins, 
il  vaut  mieux  compléter  cette  étude  j)ar  la  construction  de  la  courbe 
représentative. 

()'  On  construit  les  points  reni((r(juables  avec  leurs  tangentes.  — 
Les  points   remar(|ual)les   sont  ceux   (]iii    corresponilent   aux   valeurs 

(')    \'oii\\i  ce  propos,  te  Cliapilie  XXIl. 
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remarquables  de  x  inscrites  dans  le  lableaii  (').  Les  tangentes  sont 
données  par  la  dérivée  (n"  60). 

■-"  On  joint  les  points  remarquables  par- un  trait  continu.,  en 
tenant  compte  des  tangentes  construites  et  s'aidant  du  tableau,  qui 
indique  à  chaque  instant  si  la  courbe  monte  ou  descend  vers  la  droite 
ou  vers  la  gauciie. 

III.  -  OPÉRATIONS  SUR  LES  FONCTIONS. 

07.  Addition.  — ■  THÉoiiiiME  I.  —  La  somme  de  plusieurs  fonc- 
tions continues  est  une  fonction  continue.,  ou  encore  la  limite 
cC une  somme  est  la  somme  des  limites  de  chacun  de  ses  ternies. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  théorème  I  du  n"  38, 
avec  cette  seule  différence  que  l'inégalité  n^N  doit  être  remplacée 

par  \x  —  a?o  I  ^•^. 

Théorème  IL  —  La  dérivée  cV une  somme  est  la  somme  des  déri- 
vées de  ses  termes. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  fonctions  u,  r,  (v,  qui,  pour  une  cer- 
taine valeur  de  .r,  admettent  les  dérivées  «/,  t',  iv'.  Vl'accroissement  A.r 
correspondent  les  accroissements  \u,  At-,  A(V',  Ay  ^  ^.u -\- \v -'r  ^w . 
On  a 

Av        \u        \v         Atv 

(i)  — -  = \ i 

Ix        \x        ^x         Ax 

Si  A.r  tend  vers  zéro,  les  termes  du  second  membre  tendent  res- 
pecLivement,  par  hypothèse,  vers  u' ,  v' .,  tr'.  Donc,  le  second  membre 
lui-même  a,  d'après  le  tbéorème  précédent,  une  limite  égale  à 

u'  -^  v'  -^  w' .  (..  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Si  deux  fonctions  diffèrent  par  une  constante, 
elles  ont  mènie  dérivée  et  réciprocjuement. 

Car  toute  fonction  constante  a  une  dérivée  nulle  et  réciproque- 
ment (n"  6i). 

(')  Parmi  CCS  points,  il  peuL  y  en  avoir  qui  soient  rejetcs  à  l"infini,  c'esl-à-dire 
dont  l'abscisse  ou  rordonnée,  ou  les  deux  coordonnées  soient  inliiiies.  II  convient 
alors  de  reclicrclier  les  asymptotes  correspondantes,  (]uesiion  (|ui  sera  traitée  au 
Tome  II. 

Haag.  —  Cours,  I.  6 
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68.  Multiplication.  —  Théorème  111.  —  Le  produit  de  plusieurs 
fonctions  co/ilinues  est  une  fonction  continue,  ou  encore  la  limite 
d'un  produit  est  égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs  ('). 

Même  déniouslralion  (|iie  pour  le  lliéorème  11  du  ii°  38. 

THÉORi:ME  IV.  —  Si  les  fonctions  u  et  r  admettent  cJtacune  une 
dérivée,  leur  produit  y  admet  aussi  une  dérivée  donnée  par  la 
formule 

(2)  y  ^=  II' V  ^  uv' . 

En  conservant  les  mêmes  nolalions  que  ])lus  haut,  on  a 

y  -+-  Aj'  =  (  u  -+-  Az/  )  (  ('  -H  Al'  )  =  iiv  -H  Am  .('-+-»  .  Ar  -4-  lu  .  Ar  ; 
d'où 


Ar 

A  a 

Ar          A?/  ^ 

—     ( 

'  -i-  ?; 1 Ar. 

A^ 

A.r 

A,?-         \r 

Si  ^x  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  \u,  Ar,  Ar;  de  plus, 

—   el   —    tendent  respectivement   vers    les    limites   finies    u    et   r'; 
\x  \x  ' 

Av 
donc  -^—  lend  vers  u' v  -\-  uv'  -\-  u'.o  =  u'  v  +  uv' .  c.  o.  f.  d. 

\x 

Corollaire.  —  La  fonction  \f[x),  oii  \  désigne  une  constante, 
a  pour  dérivée  ^f'{x). 

Le  théorème  IV  prend   une  forme  plus  simple  si  l'on  introduit  les 
dérivées  logarithmiques.  On  appelle  dérivée  logaritJimique  (-)  de 

la   fonction  y  le  cjuotient  ^-   Cela   posé,   si   l'on   divise   les   deux 

membres  de  (2)  par  r=  uv,  on  a 

y'      "'      <"' 

(3)  ^  =  _H-_; 

y        U        V 

donc,  la  dérivée  logarithmi(iue  du  produit  de  deux  facteurs  est 
la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de  chacun  de  ceux-ci . 
Comme  le   produit   di;   n   liicleurs   //,,    u^,    •••.    ////    peut   toujours 


(')  Lorsqu'un  des  facteurs  tend  vers  zéro,  pour  x  =  x^,  et  que  les  autres  facteurs 
restent  finis  (  n°  58),  sans  admettre  nécessairement  une  limite,  le  produit  lend  encore 
vers  zéro,  comme  le  prouvera  aisément  le  lecteur. 

C'' )  Nous  verrons  plus  loin  l'origine  de  celle  dénomiiialion  (  n  "  95). 
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s'écrire  (if ,  u  ^  •  •  •  ffn~\) 'f/n  on  voit  sans  peine  que  ce  ihéorènie  s'étend 
par  récurrence  au  produit  d'un  nomhre  quelconque  de  fonctions; 
donc  : 

Théorème  V.  —  La  dérivée  logarithmique  cVun  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  est  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de 
chacun  de  ceux-ci. 

On  en  déduit  la  formule  qui  donne  la  dérivée  du  produit 

y  =   ll^lt.2  .  .  .  Un- 

On  a,  en  efl'et, 

(4)  y  =  ^^^^...^^. 

V  U\  11-2  lin 

Multipliant  par  j'  =  Ui  u^  .  .  .  u^,  il  vient 

(5)  y  =  u\  «2  u^  .-.  .  Un -h  Ui  «2  "3  •  •  •  lift  -r-.  .  .-h  Ui  U>  .  .  .  Un~\U'„. 

En  particulier,  si  Uf  ^=  u-^^ .  .  .^  u-i^  «,  on  a  la  formule 

(6)  ("")'  =  nii"'^ii', 

qui  sera  étendue  plus  tard  au  cas  où  n  a  une  valeur  quelconque  (u°  94). 

69.  Formule  de  Leibniz.  — ■  Revenons  à  la  fonction  y  ^=  uv  et 
proposons-nous  de  calculer  ses  dérivées  successives.  L'application 
du  théorème  11  nous  donne  successivement 

y'  =  u'v  +  uv\      y"  —  it" i'  +  2«V-J-  Hc",      y  =  «'"'■  +  3«"(''-l-  'iu'v"-+-  uv". 

11  n'est  pas  nécessaire  d'aller  [)lns  loin  pour  remarquer  l'apparition 
des  coefficients  de  la  formule  du  binôme  (n"  l2o).  On  peut  induire  la 
formule  générale  suivante 

qui  est  déjà  vraie  pour  /?  =  i ,  2,  3.  Pour  la  justifier  en  toute  rigueur, 
la  méthode  de  récurrence  est  tout  indiquée.  Formons  donc  j''""*"'^  en 
dérivant  la  formule  (7)  su[)posée  exacte.  Pour  faire  élégamment  le 
calcul,  nous  remarquons  que  le  second  membre  est  une  somme  de 
produits  de  deux  facteurs.  Nous  allons  alors  ap|)li(pier,  pour  chacun 
de  ceux-ci,  la  formule  (2);  mais,  nous  écrirons  sur  une  première 
ligne  les  termes  obtenus  en  dérivant  d'abord   les  premiers  facteurs 
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[lerme  ii' v  de  la  formule  (2)];  puis,  sur  une  seconde  ligne,  les  termes 
obleuus  en  dérivant  les  seconds  facteurs  [terme  av'  de  la  formule  (2)]. 
De  plus,  comme  ceux-ci  sont,  aux  coefficients  près,  les  mêmes  que 
les  précédents,  nous  écrirons  l'un  au-dessous  de  l'autre  les  termes 
analogues.  ISous  obtenons  ainsi 

-+-       «i"V-+-...-i-  C,';"'  «<'«-/•'+'* p'/^'-t-... -h  G/,  ?iV^''' -+-  «r('»+i'. 

Réunissons  les  termes  semblables,  en  nous  rappelant  la  formule  (12) 
du  n"  21  : 

c'est-à-dire  la  formule  ('-),  où  l'on  aurait  remplacé  n  par  n -\- i . 
(jclle-ci  est  donc  générale.  Elle  porte  le  nom  de  fo/nmle  de  Leibniz. 
Pour  la  retenir  facilement,  on  l'écrit  sous  la  forme  symbolique 

(8)         y'-'il  ^i:  (  u  -i-  i? )'-"'i         (énoncez  u -h  v  puissance  symbolique  n), 

qui  indique  (pi'on  doit  déveIop])er  («  -\-  v)"  parla  formule  du  binôme, 
mais  considérer  ensuite,  dans  le  résultat,  tons  les  exposants  comm 
des  indices  de  dérivation,  les  termes  extrêmes  a"  et  c"  étant  en  outre 
remplacés  par  u''"h'  et  ia'^"K 

70.  Division.  —  THÉ0Rt:ME  VI.  —  Si  une  fonction  y,  continue 
pour  X  ^  .ro,  ne  s' annule  pas  pour  cette  valeur,  la  fonction  —  est 
également  continue  pour  :r  =  ^c,,- 

Même  démonstration  que  pour  le  tliéorènie  111  du  n'^  38. 

Si  y  s'annule,  —  tend  vers  ±  00  quand  x  tend  vers  x^. 

Théorème  \  11.  —  Si  u  et  v  sont  (leur  fonctions  continues  pour 

X  =  Xq^  la  seconde  ne  s'annula/it  pas,  le  quotient  -  est  également 

une  fonction  continue  pour  x  =  Xo,  ou  encore  la  limite  d'une 
fraction  dont  le  dénominateur  ne  tend  pas  vers  zéro  est  égale  au 
quotient  des  limites  de  ses  termes. 

Cela  résulte  des  théorèmes  III  et  VI. 

TnÉoiîkME   VI 11.  —  Si^  pour  une  certaine  valeur  de  x,  les  fonc- 
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lions  II  et  c  admettent  chacune  une  dérivée  et  si  <"  ^  o,  le  quo- 
tient y  =  —  admet  aussi  une  dérivée  donnée  par  la  formule 


/       V                                                                                                     /             «'"    11^' 

En  effet,  nous  avons 

M  -+-  \l(           Il           V  \ll  - 

-  u  le 

^         c  +  Ac         (•   ~     v{v^ 

HA<-) 

ÙM                 At" 

Ly           Aa"             \x 

S.X  v{  ('  -+-  \v ) 

Si  ^.v  tend  vers  zéro,  A;<  et  A.v  tendent  aussi  vers  zéro,  —  et  — 

A.r  A.r 

Av 
tendent  vers  ii'  el  v' :  le  numérateur  de  —  tend  donc  vers  vu' —  uv',  et 

\x 

son  dénominateur  vers  (-.  I^ar  conséquent  — a  bien  une  limite  énale 

,     i'u' lli''    /     1     /         ,  Trirx 

a (théorème  Vil). 


\x 


Théorème  IX.  —  La  dérivée  logarithmique  d\in  quotient  est 
égale  à  la  dérivée  logarithmique  du  numérateur  moins  celle  du 
dénominateur. 

Cela  résulte  de  la  formule  (9),  ou  bien,  si  l'on  admet  l'existence 
dej>^',  du  théorème  V  appliqué  au  produit  u  =  vy. 

71.  Fonctions  de  fonctions.  —  Soit  la  fonction  yz^fi^u)  de  la 
variable  u.  Supposons  maintenant  que  u  soil  fonction  de  x;  il  est 
clair  que  }'  est  aussi  fonction  de  x\  on  dit  que  c'est  une  fonction  de 
fonction. 

Théorème  1.  —  Si  u  est  fonction  continue  de  x  et  y  fonction 
continue  de  u,  y  est  fonction  continue  de  x. 

En  effet,  si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  Ix,  il  en  résulte 
l'accroissement  ^u  pour  u  et,  par  suite,  l'accroissement  Ajk  pour  j'. 
Or,  si  Ax  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Aw,  à  cause  de  la  con- 
tinuité de  u  par  rapport  à  .r,  et  par  suite  aussi  de  Aj)',  à  cause  de  la 
continuité  de  y  par  raj)port  à  u.  Donc,  )'  est  bien  continue  par  rap- 
port à  X. 
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Théorème  II.  —  Si  u  possède  une  dérivée  par  rapport  à  x  et  y 
une  dérivée  par  rapport  à  u,  y  possède  aussi  une  dérivée  par 
rapport  à  x,  donnée  par 


([O) 


dx 


dy  du 
du  dx 


Cela  résulte  manifestement  de  l'identité 

A^       Xy  Au 
Sx       \u  Sx 

Généralisation.  —  On  peut  imaginer  que  }'  dépende  de  x  par 
jintermédiaire  de  plusieurs  fonctions  ?/,,  U2,  ...,  u,i-  Par  exemple, 
on  supposera  jK  fonction  de  «1;  Ut  fonction  de  Wo,  ...;  u,i  fonction 
de  X.  Les  deux  théorèmes  précédents  s'étendent  sans  difficulté  et 
l'on  a 


dO 


dy 
dx 


dy    du  I 
dui  dui 


du,i 
dx 


72.  Fonctions  inverses.  —  Soit  y  ^  f\x)  une  fonction  définie  et 
continue  dans  un  certain  intervalle  (<7,  a).  Supposons  en  outre  que, 
dans  cet  intervalle,  elle  varie  toujours  dans  le  même  sens;  admet- 
tons par  exemple  qu'elle  soit  croissante.  Soit  PP'  l'arc  de  courbe 
correspondant  {fig-    i5).  On  voit,  sur  la  figure,  que  toute  parallèle 

Fis.  i5. 


y 

X 

^'' 

j 

A 

p 

0 

X 

à  Ox,  dont  l'ordonnée  y  est  comprise  entre  b  z=f(^a)  et  b'  =  f(a'), 
coupe  cet  arc  en  un  point  M  et  un  seul.  L'abscisse  x  de  ce  point  est 
donc  une  jonction  bien  déterminée  de  y.,  dans  V intervalle  {b^  6'), 
soit  X  =  ¥ i^y).  C'est  évidemment  une  fonction  croissante.  De  plus, 
si  f{x)  admet  une  dérivée  pour  une  certaine  valeur  de  a:,  la  courbe 
admet  une  tangente  au  point  M  correspondant;  donc  F(jk)  admet 
aussi  une  dérivée  pour  la  valeur  correspondante  de  y.  Si  l'on  remarque 
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enfin  que,  par  l'échange  des  deux  axes  de  coordonnées,  le  coefficient 
angulaire  d'une  droite  se  transforme  en  son  inverse,  on  voit  que 


/'(^) 


Ces  diverses  propriétés,  évidentes  sur  la  figure,  se  démontrent 
rigoureusement  par  les  raisonnements  suivants  : 

1"^  A  toute  valeur  de  y  comprise  entre  b  et  b'  correspond  une 
valeur  bien  déterminée  pour  x.  —  En  effet,  il  en  correspond  au 
moins  une,  d'après  le  corrollaire  du  théorème  11  du  n"  59.  H  ne  peut  en 
correspondre  plus  d'une,  car  si  l'on  avait  y(x)  =/(:c'),  la  fonction 
proposée  ne  serait  pas  croissante  dans  tout  l'intervalle  («,  a'). 

2"  La  fonction  F(j^)  est  croissante.  —  En  effet,  siy  >>y',  on  ne 
saurait  avoir  x^x'^  car,  d'api'ès  la  croissance  de /(a:),  ceci  entraî- 
nerai t/(  a:)  ^/(  a?'),  c'est-à-dire  y'^y' ■ 

3"  La  fonction  F(y)  est  continue.  —  En  effet,  soient  y^  une 
valeur  quelconque  de  l'intervalle  (6,  b')  et  ^-q  la  valeur  correspon- 
dante de  X.  Il  faut  montrer  qu'étant  donné  £  positif  aussi  petit  qu'on 
veut,  on  peut  trouver  tj  tel  que  l'inégalité  \y  —  Jo  |  <C '^i  entraîne 
\x  —  o^o  I  <  £,  ce  qui  revient  à  dire  que  si  y  reste  compris  entre 
jo  —  7,  et  j'oH-  r,,  X  doit  varier  entre  Xq  —  e  et  Xo-h  £•  Or,  soit 

J'o— ■rii=/(-î-o- 0  et  jKo -+- ■'i -2= /( -2^0-4-0 • 

A  l'intervalle  (J'o  —  '"n  ,  JKo  + ''"12)  pour  JK,  correspond  exactement 
l'intervalle  (^0—  s,  -^0+  ')  pour  x.  Si  donc  on  prend  -^  égal  au  plus 
petit  des  deux  nombres  positifs  Tj,  et  r,o,  on  est  assuré  que  tant  que  j 
restera  compris  entre  jo  —  '^i  et  j'o+'',,  x  sera  intérieur  à  l'inter- 
valle (^0  —  ï,  -^^o  +  s)-  C.Q.F.D. 

4°  Si  f{x)  admet  une  dérivée  pour  r  =  Xo,  F(j)  admet  aussi 
une  dérivée  pour  y^=yQ.  —  En  effet,  donnons  à  y  l'accroisse- 
ment A-;   il  lui  correspond  l'accroissement  h  pour  x.   11  nous  faut 

chercher  la  limite  de  j  quand  /c  tend  vers  zéro.  Or  ce  rapport  s'écrit 

^- D'autre  part,  si  /.  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même 

de    A,    d'après   0°.    Dans    ces    conditions,   = "  ^  , — '—^    tend,   par 
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hypothèse,   vers  /'(>ro).    Donc,   le  rapport  inverse  tend  vers      , 

(théorème   \  1   du   n"  70).   La  fonction  F(  v)  admet  donc   bien   une 
dérivée  pour  j'=_ro;  <^^<^  plus,  on  a  {^) 

(-)  "■'■'•»' =  ,7W' 

OU  encore 

dT  I 

(i3) 


dy         dy 
dx 

J^a  fonction  1' =  F(:r)  est  dite  la  fonction  invc/se  de  y  =  f{x). 
Ajoutons  aux  propriétés  précédentes  que,  si  l'on  rapporte  les  deux 
fondions  aux  mêmes  axes  de  coordonnées,  leurs  courbes  représen- 
tatives (  r)  et  (y)  sont  symétriques  V  une  de  Vautre  par  rapport  à 
la  première  bissectrice  de  Vanglc  des  axes.  En  effet,  au  |)oint 
m{x^y)  de  (y),  on  peut  faire  correspondre  le  point  M(X,  \  )  de  (F) 
tel  qu'on  ait 

>^   =  J,  Y  =  07, 

puisque 

X=/(Y)        et        y=f{x). 

Or,  ces  deux  points  sont  Jjien  svmétriques  par  rapport  à  la  bissec- 
trice de  xOy. 

73.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  peut  se  répéter,  avec  des 
modifications  évidentes,  en  parlant  d'une  fonction  /"(.r)  constamment 
décroissante  dans  l'inlervalle  (a,  a).  Au  contraire,  les  choses  se 
compliquent  si  f[x)  varie  tantôt  dans  un  sens  tantôt  dans  l'autre. 
Par  exemple,  si  f{x)  présente  un  maximum,  on  voit,  sur  la  figure  i6, 
que  tant  que  y  reste  compris  entre  b  et  b' ,  il  lui  corres|)Ond  une 
valeur  déterminée  jjour  ^,  comprise  entre  a  et  a" .  Mais  si  T' se  trouve 
entre  b'  et  [i,  il  lui  correspond  deux  valeurs  de  x  comprises  :  l'une  .r, 
entre  a!'  et  a,  l'autre  x^  entre  a  et  a' .  On  dit  alors  que  x  est  une 
fonction  non  uniforme  de  y  dans  l'inter\alle  (/>',  [ii);  a;,  et  x-2  sont 


(')  Dans  le  cas  où  f'{x^)-—o,  F'(;Ko)  est  infini  et  n'existe,  par  conséquent, 
qu'autant  qu'on  admet  l'extension  dont  il  a  été  convenu  un  peu  plus  haut  (p.  72, 
note  I  ). 
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les  deiiju  branches  de  cet/e  fonction  ;  elles  correspondent  respecli- 
vement  aux  deux  arcs  RQ  el  QP'. 

Pour  éviter  toule  difficullé,  ch;ique  lois  que  nous  voudrons  définir 


une  fonction  inverse,  nous  clioisirons  1  intervalle  de  variation  (a,  a') 
de  telle  manière  que  la  fonction  y(x)  qui  sert  de  point  de  départ  v 
varie  constamment  dans  le  même  sens. 


IV.  -  FONCTIONS  ÉLÉMENTAIRES. 

74.  Dans  les  n^^ôT  à  73,  nous  avons  décrit  des  procédés  permettant 
d'ol)lenir  des  fonctions  nouvelles  et  leurs  dérivées  en  partant  d'autres 
fonctions  connues  et  à  dérivées  connues.  Nous  trouverons  d'autres 
procédés  analogues  dans  le  Chapitre  X.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
indiquer  les  fonctions  simples  qui  servent  de  point  de  départ  et  qu'on 
doit  étudier  directement.  Ces  fonctions  que  nous  appellerons  les 
■fonctions  élémentaires,  sont  en  nombre  très  restreint.  On  peut  y 
ramener  néanmoins,  à  quelques  rares  exceptions  près,  toutes  les 
fonctions  qu'on  pourra  rencontrer  dans  cet  Ouvrage.  Par  contre, 
lorsqu'on  fait  une  étude  plus  approfondie  de  l'Analyse,  en  |)articulier 
des  équations  ditlérentielles,  on  rencontre  fréquemment  des  trans- 
cendantes nouvelles  irréductibles,  c'est-à-dire  qui  ne  peuvent  se 
déduire  des  fonctions  élémentaires.  Mais,  comme  cela  ne  nous  arri- 
vera pour  ainsi  dire  jamais,  nous  pouvons  considérer  les  fonctions 
élémentaires  comme  la  base  de  toutes  les  applications  dont  nous 
aurons  à  nous  occu|)er. 


7o.  Fonction  r'".  —  La  plus  simple  est  )':^.r"',  où  l'on  sujjpose 
m  entier  et  positif.  Elle  est  définie  [)our  toutes  les  valeurs  de  x.  Si 
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on  la  consiclèi'e  comme  le  produit  de  m  fonctions  égales  à  x,  on  en 
conclut  (n°  68)  qu'elle  est  continue  et  a  une  dérivée  (')  égale 
à  /?ix'"^',  ce  qui  peut  aussi  s'établir  directement  en  développant 
(x  H-  Ix)'"^  par  la  formule  du  binôme.  Lh  dérivée  ^'™''  s'en  déduit  de 
proche  en  proche;  elle  est  égale  à 

m{m  —  i) . . .  (m  —  p  -\-  \)x'"-p; 

elle  est  nulle  dès  que  p  >>  m. 

La  fonction  x"^  est  paire  ou  impaire  (n^Gô)  en  même  temps  que  ni. 
Ses  variations  sont  évidentes  et  sont  représentées  par  Tune  ou  l'aulre 
des  deux  cour])es  suivantes  {fig.   17^  qui  sont  symétriques,  la  pre- 


mière par  rapport  à  Oj',  la  seconde  par  rapport  à  O.  Pour  m  =  2,  on 
a  une  parabole.  Pour  les  valeurs  plus  grandes,  on  dit  cpi'on  a  une 
parabole  de  degré  ?n;  eu  particulier,  pour  m  =  3,  on  a  une  para- 
bole cubique. 

V  la  fonction  x'"  se  ratlachent,  en  première  ligne,  les  polynômes, 
qui  sont  de  la  forme 

j  =  Ao  ••r '«  +  A 1  ;r'"-i  -t- .  .  .  -1-  A,„ , 

OÙ  les  A  désignent  des  coefficients  constants.  D'après  ce  qui  précède 
et  d'après  le  théorème  I  du  n"  (57  on  voit  (pi'///?  polynôme  est  une 
joncLion  définie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Ses  déri- 
vées successives  se  déduisent  de  celles  de  x'"  et  du  ihéorème  II  du 


{')  Il   fii'il   toutefois    admettre   (|ue    la    fonction  y  =z  x  a    pour  dérivée   i,  ce  qui 
résulte  dir(;clement  fie  la  di'finilion  de  la  dérivée. 
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n"  67;  la  dérivée  yr)'*'"<=  est  un  polynôme  de  degré  m  — p\  dès  que  p 
déjDasse  ///,  elle  est  nulle. 

Le  quotient  de  deux  polynômes  porte  le  nom  Ae  fraction  ou  fonc- 
tion rationnelle.  G  esl  une  fonction  définie  et  continue  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  sauf  pour  les  racines  du  dénominateur,  qui 
portent  le  nom  de  pôles  et  qui  rendent  la  fraction  infinie  (').  La 
dérivée  se  calcule  parla  formule  (9);  c'est  encore  une  fraction  ration- 
nelle. 

On  peut  enfin  considérer  la  fonction  x"^,  oii  l'on  suppose  que  m 
est  un  nombre  fixe  quelconque,  rationnel  ou  non,  positif  ou  né- 
gatif. Mais  elle  n'est  alors  définie  que  pour  les  valeurs  positives 
de  X  (Chap.  I). 

Tant  que  m  est  commensurable,  on  peut  aisément  la  rattacher 
au  cas  où  ni  est  entier  et  montrer  qu  elle  est  continue.  En  eflTet,  soit 
m  =z  —,  p  cl  q  étant  deux  entiers  positifs.  Posons 

1 
x'/  =  u  ; 
on  a 

p 

(l4  j  y  z=  x1=  uP. 

D'autre  part, 
(i5)  X  =  uf. 

Si  l'on  fait  varier  u  de  o  à  -\-  oc,  x  est  une  fonction  continue  de  u 
et  croissant  de  o  à  +  ce.  Donc,  inversement,  u  est  une  fonction  con- 
tinue de  X  dans  l'intervalle  (o,  +  ce)  (n°  72);  et  par  suite  aussi  y,, 
qui  est  fonction  continue  de  u  (n"  71). 

Si  maintenant  m  est  rationnel,  mais  négatif,  la  fonction  x~"^  est 
continue  dans  l'intervalle  (o,  +00),  mais  s'annule  pour  x  =  o.  Donc, 
la  fonction  x'"^= est  continue  dans  l'intervalle  (o,  +00),   sauf 

pour  la  valeur  zéro,  qui  la  rend  infinie. 

On  pourrait,  grâce  aux  remarques  précédentes,  calculer  la  dérivée 
p 
de  x"/.  Mais  nous  indiquerons  |)lus  loin  {n°  94)  un  moyen  plus  rapide 

et  (pii  conviendra  au  cas  où  m  est  incommensurable. 

(')  On  suppose,  bien  entendu,  la  fraction  irréductible,  c'est-à-dire  que  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  n'ont  aucun  facteur  commun,  ce  qui  équivaut  (n°  "203)  à 
supposer  qu'ils  ne  peuvent  s'annuler  en  môme  temps. 
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76.  Fonctions  circulaires.  —  Ce  sont  les  fonctions  j'^sinx, 
y  =  cosx,  y  ^lAn'^x,  y  =  colx,  où  le  nombre  x  représente  un  arc 
quelconque  évalué  en  radiants.  On  les  a|)[)elle  aussi  fonctions 
trigonojyiélriques.  KWes  sonl  périodiques  et  admettent  respective- 
ment pour  périodes  2-,  2-,  -,  7:.  Elles  se  déduisent  de  la  première 
d'entre  elles  par  les  formules  bien  connues 


(16) 


cosir  =  sin     — 


tang.r  = 


cota"  = 


Étude  de  ûnx  et  cosx.  —  Les  fonctions  sin.r  et  cosx  sont  défi- 
nies et  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Montrons,  par 
exemple,  la  continuité  de  sin  ^.  On  a 

(17)  sin  (a:  -H  /«)  —  sin.r  =  2  sin  —  cos  (  .t  -1 j  • 

2  ,^  2  / 

Comme  |cos.r  |^i  quel  que  soit  .r,  on  a 


I  sin(a7  +  //)  —  sina7|£2 


.  // 

l> 

sin  — 

<  -1 

— 

•1 

2 

=  l//l. 


Donc,  si  II  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de 

sin(a"  -+-/*)  —  sina". 


C.  Q.  F.  D. 


La  continuité  de  cos^r  peut  s'établir  de  manière  analogue;  on  peut 
aussi  la  déduire  de  celle  de  sin.r  par  l'application  du  théorème  I  du 
n°  71,  en  se  servant  de  la  première  formule  (i<J). 

Les  fonctions  sin.r  et  cosx  admettent  respectivement  cos.r 
et  —  sin:r  pour  dérivées.,  quel  que  soit  x.  Calculons,  j)ar  exemple, 
la  dérivée  de  sinx.  On  a,  en  se  servant  de  (17), 


s\n{x  -+-  h)  —  sina: 
Ti 


.     h         I          h 
2  sin  —cos  \  X  ^ 


Lorsque  //  tend  vers  zéro,  cos  (  :r  +  -  j  Icnd  vers  cos.r,  d'après  ce 


sin  — 


qui  précède.   D'autre  part,  ■ — -r—  =  -—r^  tend,  comme   on   sait,  vers 


,,       •    ,     ,,            ,                        sin(37-f-/0  —  pin.r        ,.  r      -,  ^ 

I mille.  Donc,  le  rajiport  — ^- y' ^  h\v.\\  pour  limite  COS X, 

pour  //  =  (>. 
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La  dérivée  de  cos^r  se  calcule  pareillement.  On    peut  aussi   appli- 
(juer  Je  théorème  II  du  n°  71,  ce  qui  donne 


d(coscp) 
dx 


^p"(^-^)j 


dx 


./[sin(^-.r)]    ./(j 


dx 


ces  I X  \  =  —  sin  j7. 


Les  dérivées  n"'"'^^  se  calculent  aisément  si  l'on  leinarque  que 


(sinif  )'=  sin  (  :(?  -t-  —  )  ,  (cosa;)'  =  cos  (  .r  -t-  — 


(i8; 


En  dérivant  une  nouvelle  foi-;,  on  a  (théorème  11,  n"  71) 


(si 


n^/'=     sin  (  :r  -I-  -  J      =  siii     (  ar  -+-  - 


?in(  :r  -t-  Tt); 


le  même 


(  co'sxf^  cos(a7  -H  ~). 
En  continuant  ainsi,  on  arrive  évidemment  aux  formules 

d'Hco'ix) 


c?"('sin.r) 
'^'•'^  dx'^        =  ^'"  I  ^  ^  »  -  1  ^ 


dx"- 


ce?  \  X  -T-  n  — 


Les  variations  de  la  fonction  }==sina;  s'étudient  très  simple- 
ment. D'abord,  il  suffit  de  les  connaître  pour  un  intervalle  de 
longueur  2—,  et  même  de  longueur  —,  parce  que  le  changement  de  x 
en  ^H-  -  ne  fait  que  changer  le  signe  de  >'(').  Prenons,  par  exemple, 

lintervaile  (  —  ->  -+-•-)•  Nous  remarquons  maintenant  que  la  fonc- 
tion est  impaire;  cela  réduit  encore  notre  inler\alle  de  moitié,  par 
exemple  à  |o,  -)■  Dans  cet  intervalle,  la  fonction  est  croissante; 
cela  se  voit  géométrifpiement  et  aussi  sur  la  dérivée  cos.r,  qui  est 
|)0sitive.  Si  x  croît  de  o  à  -.  j^  croît  de  o  à  i . 

On  peut  alors  tracer  l'arc  de  courbe  Oi\  {ftg-  i8).  Une  symétrie 
par  rajjport  à  O  nous  donne  ensuite  l'arc  OA'.  Une  translation  de  - 


(')  Quand    une    f<inclion    jouit    d'une    toile    propriété,    on    dit    (]u"elle   est    semi- 
périodique. 
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suivant  Ox,  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  cette  droite,  nous 
donne  lare  ABC,  d'ailleurs  symétrique  de  AO.V  par  rapport  à  Art. 
Le  reste  de  la  courbe  s'obtient  eutin  par  des  translations  successives, 
parallèles  à  Ox  et  d'amplitudes  ±  2-,  ±  4".  =t:  6-,  . .  .  (n"  66). 

Fig.  18. 


Cette  courbe  s'appelle  la  sinusoïde.  La  tangente  en  O  est  la  pre- 
mière bissecti'ice,  car  la  dérivée  cos:r  est  égale  à  i  pour  x  =  o. 

Les  variations  de  cosa;  peuvent  s'étudier  directement  ou  bien  se 
ramener  à  celles  de  sin.r,  par  lune  ou  l'autre  des  formules 


cosa;  =  sin  \  x  ~. 


cpii  montrent  que  la  courbe  représentative   se  déduit  de  la  sinusoïde 
par    une    symétrie    relativement   à    la    parallèle    à    Oy    qui    a    pour 

abscisse  ^j   ou   hien  par  une  translation  de   -   suivant  Ox,   ce   qui 

donne  la  courbe  tracée  en  pointillé  sur  la  figure  18.  Remarquons  que 
la  fonction  cosx  est  une  fonction  paire. 


11 .  Etude  de  Vàn^x  et  col.r.  —  I^a  formule  tangx  =:=  ^^ — ^   montre 

°  °  COS.T 

(théoi'ème  Vil,  n"  70)  que   la  fonction  j' =  taugx   est   définie   et 
continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x.,  sauf  pour  les  valeurs 


qui  annulent  cos.-c  et  rendent,  par  suite,  y   infini.    La  formule  (()) 
nous  donne  ensuite 


(20; 


y 


cos.r  cos  j-  —  sin.Tf —  sin  a") 


=  I  -i-  taiîiï-a;. 


cos'^.r  cos-.T 

Celte  déri\<'e  étant  essentiellement  positive,  /^  /"o/k7/o/?  lang".r  f5/ 
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croissante  dans  tout  intervalle  oii  elle  est  continue,  j)ar  e\einj)le 
entre  —  -  et  -f-  ->  intervalle  dans  lequel  elle  est  représentée  par  la 
courbe  suivante  (//" A'.    19).   L'origine   est  centre   de  symétrie,  car /« 

Fig.  19. 

il 


fonction  est  impaire  ;  la  tangente  en  ce  point  est  encore  la  preiîiière 

bissectrice;  les  droites  parallèles  à  Oy,  qui  ont  pour  abscisses  zb  — » 

sont  des  asymptotes  de  la  courbe.  i-,e  reste  de  la  courbe  s'obtient  |)ar 
les  translations  ±  "n:,  ±271,  ±071,  ...,  suivant  Oo^. 

La  fonction  cotjc  est  définie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  sauf  pour  les  valeurs  ^  =  nT.,  qui  la  rendent  infinie.  Sa 
dérivée  peut  se  déduire  de  la  formule 


cota?  =  t 


ano  {- 


elle  est  ésale  à 


—  (i  -f-  cot-a"). 


Donc,  la  fonction  est  décroissante  dans  tout  intervalle  ni/  elle  est 
continue,  par  exemple  entre  o  et  -.  Sa  courbe  représentative  (tracée 
en   pointillé    sur  la  figure    19)    se   déduit   de   la    |)récédente   par  une 

symétrie  relativement  à  la  parallèle  à  Or  qui  a  pour  abscisse  '- ■ 


78.  Fonctions  circulaires  inverses.  —    i"  Fonction   j' :=  arc  sin  J". 
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La  fonclion  de  )',  x  =  siny,  est  définie,  continue  et  croissante  dans 

1  intervalle  (  —  —,  -r  -  )  i  aux  limites  duquel  elle  prend  les  valeurs  —  i 

et  H- I .  Donc  (n"  72),  on  peut  en  déduire  une  fonction  inverse, 
définie,  continae  et  croissante  dans  V intervalle  ( — i,  4- 1)-  Cette 
(onction    se   désigne   par  la    notation  j'  =  arcsin:r  {énoncez  :    arc 

sinus  x).   On   peut  la  définir  comme  étant  l  arc  compris  entre  —  - 

et  -] »  c/ont  le  si/ius  est  x.  Elle  est  impaire.  Sa  dérivée  est  donnée 

par  la  formule  (i3)  ;  on  a 

dy  1.  i  I  I 


(21) 


dx         dx  d('^\ny)  cosj'        j/, rj.'i 

dy  dy 


Il   faut  d'ailleurs   prendre  le  signe  +  devant  le  radical,  car  cosy  est 
positif  tant  que  j'  reste  compris  entre  —  -  et    +  -• 

1°  Fonction  y  zi=  ?iYC  Qosx.  —  La  fonction  .r  ^  cosj)/ est  définie, 
continue  et  décroissante  dans  l'intervalle  (o,  -n).  On  en  déduit  la 
fonction  inverse  j)^  =  arccos^,  définie,  continue  et  décroissante 
dans  Vintervalle  ( — i,  +  i).  C'est  V arc  compris  entre  o  et  t:, 
dont  le  cosinus  est  x.  Sa  dérivée  est 

(22)  ■"     -  - 


dx         d{co%y)         —^'\ny  \/ 1  —  x'^ 

dy 

le  radical  étant  encore  pris  avec  sa  valeur  arilhméti(|ue. 

3"  Fonction  y  ^^nvc\nn^^x.  —  J^a  fonclion  ^^tang  f  est  définie, 
continue  etcroissanle  dans  linlervalle  (  —  ->  +  -)'  aux  extrémités 

\  2  ■.),  / 

duquel  elle  prend  les  valeurs  — oc,  H-ac.  On  en  déduit  la  fonction 
inverse  j'  =  arc  tangjc,  définie,  continue  et  croissante  dans  l'inter- 
valle ( — Gc,  +co).  C'est  l'arc^  coinpiis  entre  o  et  tz,  dont  la  tan- 
gente  est  x.  C'est  une  (onction  im|)alre.  Sa  dérivée  est 

(23)  dv  ,  ,  , 


dx         d(  lan^y)         n- lang-^^         i -\- x- 
dy 
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4°  Fonction  y  =  ave  colx.  —  La  fonction  x  ^=:  co\.y  est  définie, 
continue  et  décroissante  dans  Tintervalle  (o,  t:).  On  en  déduit  la 
fonction  inverse  r  =  arc  col^,  définie,  continue  et  décroissante 
dans  V intervalle  ( —  oc,  +  oo),  qui  est  Varc,  compris  entre  o  et  ?:, 
dont  la  cotangente  est  x.  Sa  dérivée  est 

(24) 


dx         d{coly}         — {i  +  col-y )  i -\- x''- 

dx 

Les  courbes  représentatives  de  ces  quatre  fonctions  se  déduisent 
de  celles  des  n"'  76  et  77  par  sj'métrie  par  rapport  à  la  première 
bissectrice  (n°  72). 

Les  fonctions  circulaires  et  leurs  inverses  sont  des  transcendantes 
élémentaires.  Il  en  existe  encore  deux  autres  :  \esfonctions  expo- 
nentielle et  logaiithmirjue^  qui  seront  définies  et  étudiées  au 
Chapitre  suivant.  Ces  transcendantes  et  la  fonction  x'"-  constituent 
toute  la  catégorie  des  fonctions  que  nous  avons  appelées  fonctions 
élémentaires. 

79.  Fonctions  imaginaires.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  la 
variable  x  et  les  fonctions  y  qui  en  dépendaient  ont  été  supposées  ne 
pouvoir  prendre  que  des  valeurs  essentiellement  réelles.  Cependant, 
il  est  possible  d'étendre  aux  quantités  imaginaires  la  notion  de  fonc- 
tion. (]ette  extension,  qui  a  été  faite  depuis  longtemps,  a  conduit  à 
la  belle  théorie  des  fonctions  de  variable  complexe,  qui  s'est  révélée 
si  féconde  à  divers  points  de  vue. 

Jl  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  de  cet  Ouvrage  d'aborder,  en  cjuoi 
que  ce  soit,  cet  intéressant  sujet.  Néanmoins,  il  nous  sera  commode, 
dans  certaines  circonstances,  d'envisager  Textension  suivante  de  la 
notion  de  fonction  de  \ariable  réelle.  Si/(^)  et  g{x)  sont  des  fonc- 
tions réelles  de  la  variable  réelle  x,  l'expression 

(•25)  '.^(x)  =  f{x ) -\- i  i::(x) 

sera  d\le  fonction  imaginaire  de  cette  \ariable. 

Par  définition,   '^(x)  sera  continue,  pour  une  valeur  donnée  de  x 

ou   dans  un  intervalle  riélerniiné.  si  les  fonctions  f{x)   et  g{x)  le 

sont  séparément.  De  même,  si  ces  dernières  admettent  chacune  une 

dérivée,  soienty"(x)  et  ^''(^),  nous  conviendrons  de  dire  cjue  ^(^x) 
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admet  aussi  une  dérivée^  donnée  par  la  formule 

(26)  o'{x)=f'{x)-^i  g'{x). 

Le  lecteur  vérifiera  aisément  que  les  règles  établies  j)Our  le  calcul 
des  dérivées  des  fonctions  réelles  s'appliquent  aussi  pour  le  cas  des 
fonctions  imaginaires  de  la  nature  précédente. 

En  jiarticulier,  si  u  et  v  sont  des  fonctions  réelles  de  a?,  admettant 
des  dérivées  u'  et  p',  la  dérivée  de  {u  -h  «V)'",  en  supposant  m  entier, 
positif  ou  négatif,  est  m{u  -\-  U')"'~^  {u'  -r-  iv').  Autrement  dit,  si 
l'on  pose  5  ^  «f  + /('.  la  dérivée  de  z'"  est  mz"'~^  z',  comme  si  z 
était  une  fonction  réelle. 

Nous  reviendrons  sur  les  fonctions  imaginaires  aux  Chapitres  VU 
et  XII. 
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80.  Fonction  exponentielle.  —  Soit  «  un  nombre  positif  quelconque 
différent  de  l'unité.  Nous  savons  (Chap.  1)  ce  que  représente  le 
symbole  r/'^',  pour  toute  valeur  de  x,  positive  ou  négative,  commen- 
surable  ou  non.  La  fonction  J' =  a-^  est  donc  une  fonction  parfaite- 
ment déterminée  dans  l'intervalle  (  —  ^,4-  ^).  On  l'appelle yo/ic^io/? 
exponentielle.  Le  nombre  a  sera  appelé  la  base  de  la  fonction. 

Des  définitions  successives  que  nous  avons  données  pour  a^ 
(Chap.  I),  il  résulte  que  la  fonction  exponentielle  est  toujours 
positive. 

TnÉORiiME  I.  —  La  fonction  a^'  est  croissante  si  «  >-  i ,  décrois- 
sante si  rt  <<  I  • 

En  effet,  soit  d'abord  «  >-  i .  Je  dis  que  si  a?  >>  x' ^  on  a  rt^  >>  a^' . 
Cela  a  été  démontré  dans  le  cas  où  x  et  x'  sont  rationnels  et  positifs 
(n°   13,  théorème  II).  Si  x  et  x'  sont  irrationnels  et  positifs,  on  peut 

toujours  trouver  deux  fractions  -  et  ^j  tels  que  ^  >  —  >—,>>  2^'. 

J  .  q      q  ^  q      q 

D'après  la  définition  de  a''  et  a'-'  (n"  14),  on  a  a-^>-  a'i,  a-^' <C.  at' . 

'-  El 

D'après  le  théorème  II  du  n°  13,  on  a  a''  >>  a'/' .  En  comparant  ces 

trois  inégalités,  on  voit  bien  que  a**  >  a-^' . 

Si  X  et  x'  ne  sont  pas  tous  deux  positifs,  on  peut  trouver  un 
nombre  positif  h  tel  que  .r -f- A  >  .2?'+ /(  >>  o,  et,  par  suite, 
a^+h^  a^'+h.  En  divisant  cette  inégalité  par  le  nombre  positif  a^.,  et 
s'appuyant  sur  l'identité  (lo)  du  n"  lo,  on  obtient  a'  >>  a^'. 

Pour  rt  <^  I ,  démonstration  analogue. 
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Théorème  IT.  —  La  fonction  a'    est  continue  pour   toutes    les 
valeurs  de  x. 

Soit    d'abord   ^o^o-    Kl^int    donné   z,   il   faut  Iromer  Tj   tel    que 
Il  I  <C  r,  entraîne 

(l)  I  «■'•0+/'—  a-^o  I   <  £. 

Nous    savons    (ihéorème    IV,    n"    13)    (|u'on     peut    trouver    deux 

nombres  rationnels  positifs  -  et  — , »   comprenant  Xq  et  assez  voisins 

I     -         - 1 
pour  qu'on  ait  |  cil —  a'i  \  <^  s.  Prenons  alors  pour  y)  le  plus  petit  des 


nombres 


X, 


et 


^  —  r 


Si   jAj<<rj,    Xa   et   x^^-]- h    sont 

compris  entre  —  et  —.;  donc,  rt*oet  ci'^'"-*-''  sont  compris  entre  a'>  et  a'/, 
([        <l 

puisque  la  fonction  a^  varie  toujours  dans  le  même  sens  quand  x 
croît  (théorème  précédent).  Mais  alors,  l'inégalité  (i)  est  certaine- 
ment vérifiée. 

Soit  maintenanlXp  <  o.  On  peut  trouver  /  tel  que  .ro  + A'  =  J?i>o. 

La  fonction  étant  continue  pour  j;  =  X|,  on  peut  trouver  r\  tel  que 
I /i  I  ■<  r,  entraîne  |  a''i+'^ — «•'■  |  <<  s,  ou,   en   divisant  par  le  nombre 

positif  «^,   I  rt*"+^' — rt'"  I  <<  ^'  Comme  z  peut  être   pris  aussi   petit 

qu'on  veut,  il  en  est  de  même  de  -^  et  la  fonction  est  encore  continue 
pour  ,r  =  iPo- 

81.   Identités  fonctionnelles.  —  On  a  les  identités  suivantes  : 
Elle  a  été  démontrée,  quels  que  soient  x^  y\  «,  au  Chapitre  î. 

2°      (3)  (a-f  jj—  ^a-y. 

Elle  a  été  établie,  au  Chapitre  I,  pour  x  et  }' i-ationnels.  Voici  com- 
ment on  peut  en  faire  I  extension. 

Supposons  d'abord  )'  rationnel  et  x  irrationnel.  Si  x'  est  un 
nombre  rationnel  (jMelc<)n<|iie,  nous  pouvons  écrire 

(4)  (a-t')y=  a-r'r. 

Supposons  maintenant  (pie  x'  tende  vers  JC",  tout  en  restant  rationnel. 
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ce  qui  est  possible  (n°  o).  L'égalité  ne  cessera  pas  d'être  vraie;  donc 
elle  le  sera  encore  à  la  limite.  Or,  a^'  tend  vers  «"*',  grâce  à  la  conti- 
nuité de  la  fonction  exponentielle.  Si  maintenant  l'on  pose  a^'=  a' 
et  a^=  u,  lorsque  a'  tend  vers  «,  n'y  tend  vers  m>,  grâce  à  la  conti- 
nuité de  la  fonction  x'",  établie  pour  m  rationnel  (n"  7o).  Donc,  la 
limite  du  premier  membre  de  (4)  est  («•^)^.  D'autre  paît,  x'y  tend 
vers  ay;  donc  a-^'y  vers  cr^'y.  Finalement,  on  a  bien  («-*).>=  a-^y. 

Supposons  maintenant  x  et  y  irrationnels.  Si  y'  est  un  nombre 
rationnel  quelconque,  nous  pouvons  écrire  (^a^)y' =  a-'^y ,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir.  Faisons  tendre  y'  vers  y,  par  valeurs  ration- 
nelles :  {o.-^)y'  tend  vers  {a-^)y  et  a^y'  vers  a^y.  Donc,  on  a  encore 
l'identité  (3)  qui,  maintenant,  est  tout  à  fait  générale. 

3°     (5)  «-f  af  .  .  .  c7^  =  (rt)  «2  .  .  .  Op)'^. 

Nous  connaissons  cette  identité  pour  x  commensurable  (Chap.  I). 
Supposons  maintenant  x  incommensurable.  Si  x'  est  un  nombre 
rationnel  quelconque,  nous  pouvons  écrire 

a^^ aX  .  .  .  a]',  =  («,  «j  .  .  .  a,,}"''. 

Faisons  tendre  x'  vers  x  par  valeurs  rationnelles:  «|',  «.'',  ..., 
a^p  tendent  respectivement  vers  «"[,  <rr^,  .  .  .,  a'^:,  donc,  leur  produit 
tend  \e^sa^^ai.  .  .a-^  (n°68,  théorème  III). D'autre  part(a,rt2'  •  •'^p)'^' 
tend  vers  (ufa^-  •  -ap)-^.  L'égalité  (5)  est  donc  générale. 


4"    (6) 


En    efiet,    multiplions    les    deux    membres    par    h-"' .    Le    second 
devient  rt''.  Le  premier  devient,  en  tenant  compte  de  (5),  \l>j)   =  «•*. 
En  particulier,  on  a 


(7) 

82.  Théorème  III.  —  aS^  a  >  i ,  a'"  augmente  indéfiniment 
pour  X  =z-\-co  et  tend  vers  zéro  pour  x  =  —  ce.  Si  a<Ci,  conclu- 
sions inverses. 

Soit  d'abord  a  >>  i .  Posons  a  =  i  +  t  (£>>o).  Soit  //  la  partie 
entière  de  x,  supposé  positif.  On  a 

a^'>  «"=  (i-i- £)">  1+ rt£         (n*  13).  — 
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Quand  X  tend  vers  H-  oc,  il  en  est  de  même  de  /?,  donc  de  i  -f-  /îe, 
donc  de  «",  donc  de  a*". 

Si  X  tend  vers  — x,   — ii?  tend  vers  +  oc,  a~-^  également;  donc 

rt-^= tend  vers  zéro. 

Si  Ton  suppose  maintenant  rt  ■<  i ,  il  suffit  de  poser  rt  =  y> 
d'où  a^  =^  \7]    ^^Tx^^^  ^^  ■' ?  poui'  se  ramener  au  premier  cas. 

83.  Variations.  —  Les  variations  de  la  fonction  exponentielle  sont 
évidentes,  après  tout  ce  qui  précède.  Lorsque  x  croit  de  —  ce  à  +  oc, 
y  croît  de  o  à  H- ce,  si  «^i,  et  décroît  de  +00  à  o,  si  a -<  i . 
La  courbe  représentative  a  la  forme  ci-après,  dans  le  premier  cas 
^fig'  20).  Dans  le  second  cas,  elle  est  symétrique  par  rapport  à  Oj/"(') 


de  la  courbe  j^=  \)i  P'^'isque  (  -  |    =^  a  ■''.  Onel  que  soit  «,  elle 

coupe  Oy  au  |>oinl  d'ordonnée  +  i ,  puisqu'on  a  toujours  «*'=  i . 

Lorsque  a  est  plus  grand  que  1,  sans  en  être  très  voisin,  la  fonc- 
tion a^  crott  très  rapidement.  Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  de 
prendre  un  exemple  numérique.  Soit,  par  exemple,  a^=Z.  On  a  le 
Tableau  suivant  : 


X 

—  c^ 

—  5 

—  4 

-3 

0 

-  1 

0 

1 

0 

3 

4 

5 

+  0C 

y 

0 

I 
24  i 

87 

I 

I 
9 

I 

3 

■ 

3 

9 

27 

81 

'243 

-f-  oc 

(')  Plus  généralement,  la  couilic  jk  =  6'  se  déduit  de  la  courbe  y  —  a'  en  multi- 
pliant les  abscisses  par  le  nombre  constant  log^a  (  n"  8<j),  sans  changer  les 
ordonnées. 
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On  voit  que  l'ordre  de  grandeur  de  y  cesse  rapidement  d'être 
comparable  à  celui  de  x.  La  courbe  représentative  s'élève  très  vite 
à  droite  de  Oy  et  se  rapproche  immédiatement  de  Ox  à  gauche 
de  Oy. 

84.  Fonction  logarithmique.  —  La  fouction  exponentielle  de  base  a 
est  définie  et  continue  dans  l'intervalle  ( — o),  H-oo).  De  plus,  elle 
varie  constamment  dans  le  même  sens.  Elle  peut  donc  servir  à  définir 
une  fonction  inverse  (n"  72),  qu'on  appelle  la  fonction  logarith- 
mique de  base  a  et  qu'on  désigne  par  la  notation  j^^log^jr  (énoncez  : 
logarithme  base  a  de  x).  On  dit  aussi  que  y  est  le  logarithme  du 
nombre  x  dans  le  système  de  base  a.  W  est  défini  par  l'équation 

(  8  )  X  —  aï. 

La  fonction  exponentielle  variant  entre  o  et  +  go  (n"  83),  la  fonc- 
tion logarithmique  est  définie  (')  dans  l'inlervalle  (o,  -\- ce). Les  nom- 
bres positifs  ont  donc  seuls  des  logarithmes. 

La  fonction  logarithmique  est  continue  (n"  72).  Quand  x  croît 
de  o  à  +GO,  j^  croît  de  — ^  oo  à  -t- «>,  si  a  >>  i  ;  y  décroît  de  +  co 
à  —  oo,  si  a  <;  I  (n"  83). 

Quel  que  soit  «,  on  a  log^  i  ;=  o  e^  log^rt  =  i .  .S'^"  «  >>  i ,  les  loga- 
rithmes des  nombres  >>  i  sont  >  o,  les  logarithmes  des  nombres  <C.  i 
sont  <<  o.  Si  rt  <;  I ,  conclusions  inverses.    , 

La  courbe  représentative  de  la  fonction  logarithmique  se  déduit 
de  la  courbe  exponentielle  de  même  base  par  une  symétrie  par  rap- 
port à  la  première  bissectrice  (n"  72)  {fig.  20,  en  pointillé).  Si  a 
n'est  pas  très  voisin  de  i ,  la  fonction  log^a;  est  très  lentement  crois- 
sante ou  décroissante. 

80.  Identités  fonctionnelles.  —  Vojons  ce  que  deviennent  les  iden- 
tités (2)  et  (3)  quand  on  les  transforme  au  moyen  de  la  fonction  loga- 
rithmique de  base  a. 

V   Partons  d'abord  de  l'égalité 

(9)  ayay'  ==  ay-^y' . 


(M  I'2lle  est  uniforme  (n''73),  c'est-à-dire  que  tout  nombre  jr  a  un  seul  logarithme 
dans  un  système  donné.  Inversement,  si  deux  nombres  ont  même  logarithme  dans  un 
ème  système,  ils  sont  égaux. 
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Si  l'on  pose 

a.>  =  a",        ay'  =  x\        ay-^y'  =  X, 
on  a 

D'autre  pari,  (9)  s'écrit 

X  =  û:x'  ; 
donc 

(10)  loga(a7a;')  =  log,,ir-Hlogaa:'. 

Autrement  dit,  le  logarithme  (Jun  produit  est  la  somme  des 
logarithmes  de  ses  facteurs.  De  même  que  l'identité  (()),  cette  pro- 
priété s'étend  à  un  produit  dun  nombre  quelconque  de  facteurs. 
On  en  déduit  aussi  que  le  logarithme  d\in  quotient  est  égal  au 
logarithme  du  dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur,  ce  qui 
résulte  d'ailleurs  directement  de  l'identité 

ay 

— r  =  ay-y  . 

ay 

2"  Partons  maintenant  de  l'égalité 

(11)  (ar)'"=:  «'".V, 

qui  est  vraie  quels  que  soient  m  et  j'.  Posons 

ay  —  37,         a"'r=  X; 
d'où 

y  =  logaX,  my  =  log„  X. 

L'égalité  (11)  s'écrit 

a;'"  =  X  ; 

donc,  on  a 

(12)  loga(a;-'«)  = /;?  log,,^. 

Autrement  dit,  le  logarithme  de  la  puissance  m^''"^''  d' un  nombre 
{m  quelconque)  est  égala  jn  fois  le  logarithme  de  ce  nombre. 

80.  Comparaison  des  systèmes-  —  Une  application  immédiate  de 
la  formule  (i  2)  consiste  en  la  comparaison  des  logaritlinies  d'un  même 
nombre  dans  deux  systèmes  de  bases  diflérentes.  Soit  à  comparer 

y  =  log<,ar,  z  —  \og/,x. 
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On  a 

X  =  «/. 

l^renons  les  logarilliines  des  deux  membres  dans  le  système  b  : 

(i3)  logi!,a?  =  r  log/^a  =  log„^^o^/,n. 

Donc,  pour  avoir  le  nouveau  logariliune^  on  multiplie  l'ancien 
par  le  nouveau  logarithme  de  l'ancienne  base. 

Si,  dans  (i3),  on  fait  x  =  b^  on  a 

(i4)  I  =  Ioga^»log6a. 

La  formule  (i3)  peut  donc  aussi  s'écrire 
(i5)  .         log^-r  =  logaa-  • 

Le  facteur  constant  M  ^  log7,rt  =  . -.  par  lequel  il  faut  multiplier 

les  anciens  logarithmes  pour  avoir  les  nouveaux  s'appelle  le  module 
du  système  b  par  rapport  au  système  a. 

87.  Logarithmes  arithmétiques.  —  Une  façon  élémentaire  de  définir 
les  logaritlimes  consiste,  comme  on  sait,  à  considérer  deux  progres- 
sions, l'une  géométrique  (de  raison  positive  et  différente  de  i), 
l'autre  arithmétique,  qu'on  écrit  lune  au-dessous  de  l'autre,  de  la 
manière  suivante  : 

'  I  '  o         -, 

— •  — -  —         \      q      q -      q*      .  .  . 

q-i  q'^  q  i       l         l 

...      —  3  r     —  ir     —  r     o      /•      i  /•     3  /■      ... 

Les  nondjres  de  la  seconde  ligne  sont  dits  les  logarithmes  des 
nombres  correspondants  de  la  première  ligne.  On  étend  cette  défini- 
tion, d'une  manière  plus  ou  moins  pénible,  aux  nombres  qui  ne  sont 
pas  compris  dans  les  progressions.  Enfin,  on  appelle  base  le  nombre 
qui  a  pour  logarithme  l'unité. 

Les  logarithmes  ainsi  définis  prennent  quelquefois  le  nom  de  loga- 
rithmes arithmétiques.  Par  opposition,  ceux  que  nous  avons  déduits 
de  la  fonction  exponentielle  sont  alors  appelés  logarit/imes  algé- 
briques. 
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11  est  possible  de  démontrer  Fidentité  de  ces  deux  espèces  de  loga- 
rithmes, quand  la  base  est  la  même.  Mais  nous  ne  le  ferons  pas,  car 
les  logarithmes  arithmétiques  ne  présentent  plus  guère,  à  notre  avis, 
qu'un  intérêt  historique  ('). 

88.  Systèmes  usités.  —  Les  logarithmes  possèdent  deu\  sortes 
d'applications.  Les  unes  sont  purement  théoriques  et  proviennent  de 
l'introduction  en  Analyse  de  la  fonction  logarithmique.  Quand  on  se 
place  à  ce  point  de  vue,  on  prend  ordinairement  pour  base  un  certain 
nombre  qu'on  désigne  j)ar  la  lettre  e  et  qui  sera  défini  un  peu  plus 
loin.  Ce  choix  siinj)lifie  certaines  formules  relatives  à  la  fonction  loga- 
rithmique et  présente  un  intérêt  théorique  considérable.  Les  loga- 
rithmes correspondants  ont  été  imaginés  par  Néper,  et,  |)Our  cette 
raison^  sont  appelés  logaritlunes  népériens.  On  les  appelle  aussi 
logarithmes  naturels  ou  hyperboliques  (-).  Nous  les  désigne- 
rons par  le  symbole  ioga?  sans  indice.  On  les  représente  aussi  par  la 
notation  L.r  ou  \^x. 

Une  autre  catégorie  d'applications  des  logaritbmes  a  pour  origine 
les  théorèmes  relatifs  aux  logarithmes  de  produits,  quotients  et  puis- 
sances. On  conçoit  en  ell'et  que,  si  Ton  possède  une  Table  donnant  le 
logarithme  de  n'importe  quel  nombre  et  donnant  réciproquement  le 
nombre  qui  admet  pour  logarithme  tout  nombre  donné,  les  multipli- 
cations, divisions  et  élévations  à  une  puissance  sont  remplacées  par 
des  additions,  soustractions  et  multiplications,  c'est-à-dire  ])ar  des 
opérations  plus  simjiles.  De  là  résulte  que  les  logarithmes  sont  un 
auxiliaire  puissant  du  calcul  numérique.  La  l)ase  la  plus  avantageuse 
à  ce  point  de  vue  est  la  base  lo.  Llle  donne  naissance  aux  logarithmes 


(')  C'est,  en  efl'el,  sous  (^cllc  forme  que  Néper  a  introduit  les  logarilliines  clans  la 
Science.  Mais  l'introtluction  |)ar  la  fonction  exponentielle  est  actuellement  beaucoup 
plus  commode  et  éléf;anle.  On  pourra  objecter  que  bien  des  personnes  se  servent 
des  logarithmes  dans  les  calculs  numériques  sans  connaître  pour  cela  la  fonction 
exponentielle.  Mais,  à  ce  point  de  vue,  il  suffit  d'admettre  que  les  Tables  ont  \n\  être 
construites  de  telle  manière  que  les  règles  relatives  aux  logarithmes  de  produits, 
quotients  et  puissances  soient  exactes;  lesquelles  pourraient  d'ailleurs  faire  partie  des 
instructions  générales  données  pour  l'usage  des  Tables. 

(')  La  raison  de  cette  dernière  dénomination  provient  de  ce  que  logj;  mesure 
l'aire  comprise  entre   Ox,  l'ordonnée  -i-i,  l'ordonnée  x    et   riiyperboic    c([uilatcre 

d'équation  y  =  —  (Exerc.  :  t;hap.  \IV;  exercice  résolu  n"  4.) 
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vulgaires   ou  décimaux,  dont  les  propriétés  et  l'usage  sont  bien 
connus  du  lecteur  (  '  ). 

Le  module  d'un  système  de  base  a  par  rapport  au  système  népé- 
rien, soit  M  =  ; ,  s'appelle  son  module  absolu.  Le  module  absolu 

loga  rr 

des  logarithmes  vulgaires  a  pour  valeur  approchée  0,43429448... 

89.  Fonction  x"K  —  Cette  fonction^  où  m  désigne  un  nombre  fixe 
quelconque,  se  rattache  très  simplement  aux  fonctions  exponentielle 
et  logarithmique.  En  prenant  par  exemple  pour  base  le  nombre  e. 
on  peut  éciire_,  en  supposant  .r  >  o, 

(16)  y  =  gmlog.r^ 

car  logj- =  log(:r'")  =  mlog^r  [n°  80,  formule  (12)]. 

Nous  avons  démontré  la  continuité  de  x"^  pour  m  rationnel  (n"  To). 
Nous  pouvons  maintenant  l'établir  quel  cjue  soit  m.  Si  l'on  pose  en 
etl'et  m  log^r  =  m,  d'où  j'  =  e",  on  sait  que  y  est  fonction  continue 
de  u  et  u  fonction  continue  de  x\  donc,  y  est  fonction  continue 
de  X  (n"  71). 

On  peut  aussi  très  simplement  connaître  le  sens  de  variation 
de  y.  Les  fonctions  logjc  et  e"  sont  croissantes,  car  nous  verrons 
que  e  >>  I    (n°  91).  D'autre   part,    M  =  /;ilog\r  varie   dans  le  même 


(  ■  )  Il  est  aisé  de  retrouver  ces  propriétés  :  Le  nombre  10"  a  pour  logarithme  n.  — 
Tout  nombre  N  supérieur  à  i  a  un  logarithme  positif,  dont  la  partie  entière  ou 
caractéristique,  s'obtient  en  retranchant  i  du  nombre  de  chiffres  de  la  partie  entière 
de  N.  En  effet,  si  p  désigne  ce  nombre  tle  chiffres,  on  a 

lof-'  £N  <  lOf, 
donc 

jD  — i^logN  </?.— 

Tout  nombre  N  plus  petit  que  i  a  un  logarithme  négatif,  que  l'on  écrit  au  moyen 
d'une  caractéristique  iiègative,  suivie  d'une  mantisse  positive.  Cette  caractéristique 
est  égale  au  rang/?  du  premier  chiffre  décimal  non  nul  de  N.  En  effet;,  on  a 

lo'-P  >  N  ^10-;', 
tl'où 

I  — p>  logN^  — /?,         lûgN  =  —  /?-}- 6, 

9  étant  compris  entre  o  et  i.  Deux  nombres  décimaux  qui  ne  diffèrent  que  par  la 
position  de  la  virgule  ont  même  mantisse,  car  leur  rapport  est  une  puissance  entière 
de  10  et  par  suite  leurs  logarithmes  dillèrent  par  un  nomltre  entier  (  n°  85,  i"). 


in8  CHAPITRE  VI. 

sens  que  log\r  ou  dans  le  sens  opposé,  suivant  que  m  est  >>  o 
ou  <Cc).  Donc,  la  fonction  .r'"  est  croissante  pour  ni  >>  o  et  décrois- 
sante pour  m  <<  o. 

II.  -  NOMBRE  e. 

90.   Limite  de  (  i -i-  —  )    .  —  A  Félude  de  la  fonclion  exponentielle 

se   rattaclie    étroitement   la  question   suivante  :    Trouver  la   limite 

I  H 1    =  J'w  lorsque,  x  restant  Jixe,  m  augmente  indejini- 

ment  en  valeur  absolue. 

Observons  d'abord  que  cette  limite  n'est  pas  évidente  et  donne  lieu 
à  une  indétermination.  Nous  avons  en  effet,  en  nous  bornant  au  cas 
de  m  entier  >>  o,  le  produit  d'un  nombre  de  plus  en  pbis  grand  de 
facteurs  qui  deviennent  déplus   en  plus  voisins  de    i.  On  ne  peut 

rien  dire  a  priori  d'un  tel  produit.  D'ailleurs  logj^,rt=  m  log  f  i  H \ 

se  présente  à  la  limite  sous  la  forme  indéterminée  ccxo  (n"  1126,  III). 
Il  s'agit  alors  de  lever  cette  indétermination. 

i"  m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  entières  et  positives. — 
Nous  pouvons  développer  j',„  par  la  formule  du  binôme,  soit 

m    X         m  (m  —  i  )    .r-  mi  m  —  i  ) .  .  .  (  rn  —  />  -t-  i  )   xp 

\   .' )     J  iri—     ^-    ^    ^^^     '  j    ,^  ^^^.y        ■■•  i.i...p  ml' 

m  {m  —  i).  .  .2   I   x'"^ 


1 .2.  .  .  m  /«' 


Le  terme  général  de  ce  dévelo|q)ement  peut   s'écrire,    en   divisant 
par  m  chacun  des  />  facteurs  du  produit  m  (m  —  i),  .  . . ,  (m  — p  -+-  i). 


'   \  /         "-^  \        /         P  —  I  \  ^'' 


m  j   \         m  /         \  m     /  p\ 

Si,  laissant />  fixe,  on  fait  croître  /«indéfiniment,   il   tend  évidem- 

ment  vers  — ,•  Comme,  d'autre  part,  le  nombre  des   termes  augmente 

indéfiniment,  le  développement  (i-)  se  présente   à   la    limite   sous  la 
forme  de  la  série 

XX-                           X'' 
(l8)  H i --h...-\ r   -t- 

1         i  !  j>\ 

La     règle     de     d'Alembert    nous     apprend    que    cette    série     est 
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absolument     convergente      quel      que      soit     .r,      car     le     rapport 

—^^  =  tend  vers  zéro.   On  est  donc  conduit  à   penser  (lue  la 

u„  n  -^  i  II 

limite  cherchée  est  la  somme  r  di:  la  série  (i8).  Mais,  il  ne  faudrait 
pas  considérer  ce  qui  précède  comme  une  démonstration  sulfisante, 
car,  si  deux  sommes  variables  sont  composées  de  termes  tendant  deux 
à  deux  vers  les  mêmes  limites,  on  ne  peut  affirmer  que  les  deux 
sommes  ont  même  limite  que  si  le  nombre  des  termes  reste  fini,  ce 
qui  n'est  pas  le  cas  pour  la  somme  jK/»  et  pour  la  somme  S„i  des  (/?i -h  i) 
premiers  lermes  de  la  série  (i8). 

Néanmoins,  la  propriété  annoncée  est  exacte  et  nous  allons  en 
donner  une  démonstration  rigoureuse.  Je  dis  ([u"à  lout  nombre  posi- 
tif z  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  entier  M  tel  que  linéga- 
lité  m  >>  M  entraîne  la  suivante 

(19)  \ym—y\<-- 

Le  nombre  entier />  étant  au  plus  égal  à  m.  considérons  les  sommes 
Sp  et  S^*  des  {p  -\-  i)  premiers  lermes  de  y  et  de  j',„.  Nous  pouvons 
écrire 

(20)  y,n-j  =  (j^„,-  z;«)  -+-  (^;;'-  S/.)  +  (S„- r). 

Nous  allons  tàclier  de  rendre  chacune  des  parenthèses  inférieure  à  ^ 
en  valeur  absolue  ;  nous  serons  alors  assurés  de  l'inégalité  (19)- 

La  série  (18)  étant  convergente  et  ayant  pour  somme  r.  nous 
pouvons  déterminer  un  nondjre  naturel  P  tel  que  /^  >•  f*  entraîne 

(21)  \^,-j\<y 

Considérons  maintenant  la  dilTérence  (y'm — ^^)-  Chacun  de  ses 
lermes  est  le  produit  du  terme  correspondant  de  (18)  par  des  fac- 
teurs plus  petits  que  1.  Donc,  la  valeur  absolue  de  (j',„ — S^'')  est 
inférieure  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  m  — p  ternies  de  (18) 
qui  suivent  le  (/>  +  ,y'"i<-  et,  a  fortiori^  inférieure  au  reste  Op  de  la 
série    —7   •  Comme  cette  dernière  est  converi;enle,  on  iieul  trouver  l*' 

lel   que  y;*  >>  l"   entraîne   p/j  <C  7   et,    i)ar   suite   (en    suj)[)osant,    bien 
entendu,  m  :^/>), 
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Choisissons  alors  le  nombre  p  supérieur  à  la  fois  à  P  et  P'  et  /i^y 
touchons  plus.  La  différence  (-/?— S^)  est  un  polynôme  en  —,  qui 
est  nul  pour  —  =  o.  Comme  tout  polynôme  est  une  fonction  con- 
tinue (n"  7o),  on  peut  déterminer  y,  tel  que  —  <  "^  entraîne 


(23)  |v,._s^^|<l. 

Dès  lors,    si  nous  jtrenons  M   supérieur  au  plus  grand  des   deux 

nombres /i  et  ->   nous  serons  certains  que  /?<  >>  M   entraine  (aS)   et 

(22).  Comme  nous  avions  déjà  (21),  nous  aurons  (i()).  c.  q.  f.  d. 

2"  m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  quelconques. 
—  Soit  u.  la  partie  entière  de  m.  Suivant  que  x  est  positif  ou  négatif, 
on  a  les  inégalités  de  ganche  ou  de  droite  écrites  ci-dessous  (')  : 

X  .  X  X  X     ^  X  X 

IH ^IH >(H >  IH ^IH <H , 


m  j  \  [JL 

X     \  !J- 


Supposons  que  m  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de  même  de  u.. 
D'après  (1°),    (1+-1      et    [i  +  ^   ^     )         tendent   vers  y.    Quant 

I  + -- j  et     (1+  )    '     ils     s'écrivent     respectivement 

/       ,    x\^-    /      ,     x\            /       ^        X      \!J-+f               I                ^                            X 
iH —     -iH et      iH Comme   \ -\ et 

\  V-l      \  V-l  \  1-i-Hi/  ^  X  )i. 

V-  +  ' 
ce  ... 

1+  ont  pour  limite  i ,  ils  tendent  encore  vers  r.  (  )uel  que  soit  le 

X  \  m 


signe  de  :c,  (  1  H j     reste  compris  entre  deux  nombres  qui  tendent 

vers  y\  il  tend  donc  lui-même  vers  I'. 

(')  A  di(,iLe,  on  suppose  m  assez  grand  pour  que  i -l- —  soit    j)osili(.    uliii   (ju'on 

puisse  passer  de  la  première  ligne  à  la  seconde.  Pour  faire  ce  passage  on  s'appuie, 
d'ailleurs,  sur  la  variation  de  la  fonction  exponentielle  (n°  83)  et  sur  celle  de  la  fonc- 
tion x"^  (  n"  Sli). 
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3"  ?n  tend  vers  —  x.  —  Soit  m  =  —  a.  On  a 

\       '«/        \       i^/  /  ;-'■  —  •'"  .'^      \'^  —  ^/        \       i^  —  ^J 

\     P     / 

=     1-1 


Si  m   tend   vers  — x.  y.  tend  vers  +  x,   ainsi   que   jj.  —  x.   Donc 

I  H )  '         tend  vers  r.  En  outre,    (  i  H ^^ —  )      tend  vers    i-^ 

[j.  —  a- 1  ^  \  'S.  —  X I 

(n°  89),  c'est-à-dire  vers  i.  Par  conséquent,   (iH j      tend  encore 

vers  j)^ 

Finalement,  quelle  que  soit  la  manière  dont  m  augmente  indéfi- 
niment^ y,n  tend  vers  la  somme  y  de  la  série  (i8). 

91.   Nombres.  —  Le  nombre  e.   base  des  logarithmes  nénériens, 
est  la  valeur  que  prend  r  pour  ^  =  i.    C'est  donc  la   limite,   pour  jn 

infini,  de  (  i  ^ |     >  ou  encore  la  somme  de  la  série 

\  m) 


(24) 


I  - — 
I 


Cette  dernière  expression  du  nomljre  e  permet  d'en  avoir  aisément 
des  valeurs  approchées.  Si  on  limite  le  développement  à  ses  n  -J-  i 
premiers  termes,  on  commet  une  erreur 


^n=^ 


<   — 


I 

1 

I 

1 

n  -+-  I 
I 

(  «   —  1   1  (    /i   -r 
I 

-  '^) 

I              71—1 

I 

n  —  I 

f  n  —  II- 
R            '     ^ 

n  !                I 

/( 

(c 

n  —  i 

(") 


Pour  calculer  e  avec  une  approximation  donnée,  il  suffit  alors  d'ap- 
pliquer les  principes  généraux  du  calcul  numérique  des  séries 
(Chap.  IV).  On  trouve  ainsi 

e  =  2,718281828.  ... 

Le  nombre  e  est  incommensurable.  En  effet,   si   une  fraction  - 

7 
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était  égale  à  e.  on  aurait 

^=H 1 r-h...H fH f   -  (O<0<l). 

gr  12!  9  ■  ^J  ■     Q 

En  multipliant  par  ql  et  résolvant  par  rapport  à   -,   on  voit  que  - 

serait  un  nombre  entier,  ce  qui  est  impossible  puisque  9  est  compris 
entre  o  et  i . 

Hermite  a  démontré  que  le  //ombre  e  est  t/rinsce/idant,  c"esl-à- 
dire  qu'il  n'est  racine  d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients 
eutiers. 

92.  De  la  limite  de  |  i  +—  j  >  on  peut  déduire  la  lintite  de  toute 
expression  de  la  forme  (1  +  a)!^,  lorsque  a  tend  \ers  zéro  et  [i  vers 
l'infini  positif  ou  négatif.  En  effet, posons  a  =  —  ;  nous  avons 


^'-^H{^-m'-\{^-m 


aS 


Lorsque  a  tend  vers  zéro,    m    augmente  indéfiniment,   (iH j 

tend  vers  e.  D'autre  part,  supposons  que  le  produit  a|j  tende  vers  une 
limite  déterminée  A.  Je  dis  que  l'expression  proposée  tend  vers  e^.  En 

effet,  si  l'on  pose  w  =  (  1  H j      et  r  =  aj^,  on  a 

Quand  a  tend  vers  zéro,  11  tend  \ers  e,  tlonc  log?/  tend  vers 
loge=i,  |)uisque  la  fonction  logariliimicpie  est  continue.  D'autre 
part,  V  tend  vers  a;  donc  v  log?/  tend  aussi  vers  A  (  n"  68),  et  par 
suite  e'''"^"  tend  vers  e^',  puisque  la  fonction  exponeulielle  est  continue. 

Comme  on  le  voit,  la  recherche  de  la  limite  en  (picstion  se  ramène 
à  celle  de  la  limite  du  produit  aTi,  c'esl-à-dirc  à  un  problème,  en. 
général,  beaucoup  plus  simple  et  |)0ur  la  résoliiiion  ducpiel  on  possède 
des  méthodes  précises  (  n"  126,  111).  En  particulier,  on  peut  calculer 

de  celte  manière  la  limite  j^  de   (i+—  j     •  Ici,  le  ju'oduil  ali  est  cons- 

lammenl  égal  à  x]  donc  y  ^  e'".  Nous  avons  donc  ridentilé    très   im- 


FONCTIONS    EXPONENTIELLE    ET   LOGARITHMIQUE.  ri3 

portante 

,     „  XX-  X"- 

(26)  e-^=n h-— r+...H r+--o 

I         -2  !  n\ 

qui    nous   donne    le    développement   de    la  fonetioii  e'"    en    série 
entière  (Chap.  Vil). 

On  peut  en  déduire  le  développement  de  a^  en  remarquant  que 
l'on  a 

(  27  )  a^—  e-""  '«^s-'  «  ; 

donc 

/    „s  'ofr<7  „(lo£r<7)-  (loça)" 

(-28  «-^^   1-4-X— ^^ \-x''-^- %-—  +...+  37"^ ^V^   +.... 

I  il  n  ! 

93.  Dérivées  des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique.  —  Une 
autre  application  des  considérations  qui  précèdent  consiste  dans  le 
calcul  de  la  dérivée  de  la  fonction  exponentielle.   Il   nous   faut   la 

(fX+ll  fiX  (lit  I 

limite  pour  h  =  o,  du  rapport =  a^ .  — -. Tout  revient 

fi  II [ 

donc  à  calculer  la  limite  de  — -, —  •  On  peut  l'obtenir  immédiatement 

Il  ' 

par  le  développement  (28),  qui  donne 

a''  —  I 

—   =  logrt  -H  Ap, 


p  désignant  une  quantité  qui  reste  finie  quand   h  tend  vers   zéro  ('). 
Quand  h  tend  vers  zéro,  le  second  membre  tend  vers  log  r/. 

On   peut  aussi   se  passer  du   développement   (a8),    en    raisonnai! 
comme  il  suit.  Posons  «^  —  i  =z  a  ;  d'où   h  =  Iogrt(  1  +  a).   JNotre  rap- 
port s'écrit  , =  ; — :  •    Or-,    le  crochet  tend    vers    e 

'  loga(n-a;  L  ' 

Iog„L(i-^a;°'J 

(n"  92);  donc  — ; —  tend  vers  ■. ^  loga  (n"  86). 

^  '  h  logtt^ 

Finalement,  on  a 

(•^9)  («•'■)'=  a-^logv/. 


(  '  )  Si   l'on  sup[iosc,  par  exemple,  |  A  |  <C  ■ ,  I  p  I  est  plus  polit  (|ue    la  sonuiie    de    la 

,   .  I  loKa  r-         I  locc<  V 

série  convergente  - — — — -  +  - — |-^ — ■ — h  . . . . 

IIaag.  —  Cours,  I.  8 
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En  particuliet- 

(3o)  (e-^)'=e-^'. 

La  théoi'ie  des  l'onclions  inverses  nous  donne  mainlenani  la  dérivée 
de    kl  fonction    logarillnnique.    Soil    r  =  Iog„.r.    On     a     (  n"  72) 

-p-  =  -— •  Or,  X  =  cû  :  donc 
ax         a.r 

/-.   \  dy  \  I 

(il) 


clx        a.'  luga        a'Ioga 

En  parlicnlier,  si  a  ^  e,  on  a 

(3?.)  (I,)ga")'=^. 

i)4.   Dérivée  de  x'".  —  En  uldisant  la  formule  (H)),  nous  avons 

(3:5)  (x"^)'  =  {e'"^'^'^)'  =  e"'^^'^-x( in\o^x)'  =  x>"  ~  —  //ix"'-^, 

c'esl-à-dire  la  même  formule  que  [)()ur  m   enlier   posilif  (n"  75).    On 
en  déduit,  toujours  comme  pour  m  entier  positif, 

di'(x">) 
{  34) =  mini  —  i).  .  .( m  — p  -+-  i).t"'-/'. 

Mais,  si  m  n'est  pas  enlier  positif,  celle  dérivée  p'''""'  nesl  jamais 
nulle,  si  grand  que  soil/?. 

9o.  Dérivée  logarithmique,  —  Si  ii  est  une  fonction  continue 
de  jc,  possédant  une  dérivée  u\  la  fonction  y  =  log  |  u  \  est  aussi  con- 
tinue et  possède  une  dérivée  (n"  7J  ).  Suivant  ([ue  ii  est  >>  o  ou  «<  o, 
on  a 

Donc,  ladérivéede\o'^\  u\esl  ladérivée logarilliniiquede  u  (n"68). 
On  s'explique  maintenant  la  dénomination  employée  pour  désigner 

le  rapport  —,  ainsi  que  les  propriéti's  établies  an  Chapitre  V  pour  la 

dérivée  logaritlimiquc  d'un  |)roduit  ou   d'un   (juolienl.    Ces  dernières 
sont,    en   elïct,    des    conséquences    manifestes     des     théorèmes    du 
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96.  Limites  se  rattachant  à  la  fonction  exponentielle.  —  Il  existe 
toute  une  catégorie  d'expressions,  fondions  de  x,  se  présentanl, 
pour  cerLaines  valeurs  de  celle  variable,  sous  une  forme  indéterminée 
et  dont  on  peut  trouver  aisément  la  limite  grâce  aux  propriétés 
delà  fonction  exponentielle.  Elles  se  ramènent  loiites  à  la  sui- 
vante : 

La  limite  de  —  >  pour  x  =  -{-  zc,  est  infinie. 

En  efl'el,  si  x  est  positif,  on  a  évidemment,  grâce  à  la  formule  (2G), 


e^>  —,  —  > 

2  ce 


d'où  résulte  manifestement  la  propriété  annoncée. 
On  déduit  de  là  les  limites  suivantes  : 

1°   Limite  de  v  =  —  '  pour  ^  =  rt  oc.  —  On  peut  écrire 

X'"      '  i 

/  2_ 
i  e"> 

\^  X 

Si  m  >>  o  (commensurable  ou  non),  il  n'y  a  indétermination  que 

pour  J7  =H-  oc.  On  pose  alors  —  =  ;,  d'où 
^  'm 

y  = 


m  '« 


pZ  /  gZ  \  m 

Pour  j"  =  -f-  oc,  on  a  :;  =:  +  X,  —  =  +  gc\  f  —  j     =  +  00,  ^■)- 1=  4-  x. 

Si  m  <C  o,  il  n'y  a  indétermination  (|ue  pour  x  =^  —  oc.  /  L'expres- 
sion n'a  alors  un  sens  que  si  m  est  commensurable  et  de  la  forme 
•_ —  I-  Ln  posant  toujours  —  :=  ;,  on  a,  pour  j"  =  —  x  :  ;  ^  +  x, 

gz  /  e-\"' 

—  =-T-cc,    —      =o,r=o. 


2"  Limite  de  y  =  -p — -  >  pour  :r  =  +  x,  \*{x)  étant  un  polynôme. 
—  Si  m  est  le  degré  de  ce  polynôme  (  '  ).  on  peut  écrire 

gx        X'" 

y  = 


X'"  P(.rj 


(')  On  peut  très  l)ien  supposer  que  m  n'est  pus  entier  et  que  P (.z")  est  une  expres- 
sion de  la  forme  ilAa:'',  les  exposants  y>  étant  quelconques;  m  sera  alors  le  plus 
grand  de  ceux-ci. 
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Le  premier  facteur  tend  vers  +  ce,  le  second  vers  l'inverse  du 
premier  coefficient  de  P(^)  (n"  126,  11),  donc  j'  vers  +  ce. 

3°  Limite  de  y  =  e-'^P(x),  pour  x  =  —  ce.  —  On  peut  écrire 

x~"^     X  '"■ 

Le  premier  facteur  tend  vers  zéro,  le  second  vers  le  premier  coeffi- 
cient de  P(.t:),  Aonc  y  vers  zéro. 

4"  Limite  de  y  =z  — ^,  pour  x=±cc.  —  On  pose  ^logrt  =  3; 
d'où 

Si  rt  >>  I ,  logrt  >>  o,  :;  tend  vers  rt  co  en  même  temps  que  x\    la 

limite   est   donc   la    même    que   celle  de Si    «  <<  i ,    logrt<<o, 

z  tend  vers  =p  oc  ;  la  limite  est  zéro  ou  +  ex;,  suivant   que  x^-\~co 
on  X  ^  —  co. 

On  peut  déduire  de  là  les  limites  de  :;^; ou  de  œ^V{x). 

Remarque.  —  On  peut  constater  que,  dans  chacun  des  cas  précé- 
dents, la  quantité  étudiée  a  même  limite  que  l'exponentielle  qui  y 
figure.  On  peut  alors  résumer  tout  ceci  en  disant  que  toutes  les  fois 
fju'une  exponentielle  est  contrariée  par  un  polynôme  (*),  c^est 
l'exponentielle  qui  V emporte.  C'est  là  un  moyen  commode  d'aper- 
cevoir tout  de  suite  la  limite  cherchée.  Ceci  s  explicpie  d'ailleurs  par 
le  fait  que  V  exponentielle  est  une  fonction  à  croissance  très  rapide^ 
plus  rapide  que  celle  de  n' importe  quel  polynôme. 

5"   Limite  de  y= — ^^— j    pour   ^  ^ -|- ce  et   nt'^o.    —    Posons 
=  e^,  d'où  .:;  = 

y 

Pour  .r  =H-  oc,  on  a  lo"  a;  =  -1-  ce,   :;  =  -1-  oc,  -^  =  o,  donc  >'  =  o. 

f'j   Le   mol  polynôme   peut    èlre    pris   au    sens    plus   large   ex[>li<iué  dans   la    note 
(Je  la  page  précédenic. 


m  log57,  puis 

I     z 
m  6" 
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()"   Limite  de  ■y  =  :r'"  log\2",  pour   x^=o   et    //i  >- o.    —    Posons 
"=  e~^,  d'où  z  =:i  —  m  logo-,  puis 


_        '     -' 


Pour  X  ^  o,  on  a  logJC  =  —  oc,  j  ==  +  oc,  -^  =  o,  donc_)^  =  o. 
Comme  plus  haut,  on  peut  déduire  de  là  les  limites  d'expressions 
de  la  forme  -^-^^  ou  P(.r)loox. 

Remarque.  —  On  peut  constater  cette  fois  que  la  limite  de  y  est 
toujours  inverse  de  celle  de  log^.  Autrement  dit,  toutes  les  fois 
qu'  un  lo^^aritlinie  est  contrarié  par  un  polynôme.^  cest  le  polynôme 
qui  l'emporte.  Ceci  s'explique  |)ar  le  fait  que  la  fonction  loga- 
rithmique est  une  fonction  à  croissance  très  lente.,  plus  lente  que 
celle  de  n  importe  quel  polynôme. 
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SÉRIES  ENTIÈRES. 


97.  Imaginons  une  séi'ie  dont  chaque  lerme  soit  une  fonction  de  x. 
Supposons  qu'elle  soit  convergente  tant  que  x  reste  intérieur  à  un 
certain  intervalle  (rt,  6),  qu'on  peut  appeler  intervalle  de  conver- 
gence. Il  est  clair  que  la  somme  de  la  série  est  une  fonction  bien 
déterminée  de  x  dans  cet  intervalle.  Voilà  donc  un  moyen  commode 
de  construire  un  nombre  illimité  de  fonctions.  Ce  procédé  est  très 
usité  en  Analyse  et  a  donné  lieu  à  des  recherches  savantes  qui  ne 
sauraient  trouver  place  dans  cet  Ouvrage.  jNous  nous  bornerons  à 
examiner  un  cas  très  simple  et  d'ailleurs  fondamental;  c'est  celui  des 
séries  entières.  On  appelle  ainsi  toute  série  de  la  forme 

(l)  J'  =  ao-H  «1^  -r-  a2^'--r-.  .  .H-  ««X"-l-.  .  ., 

où  les  Gi  sont  des  constantes,  qu'on  appelle  les  coefficients  de  la 
série. 

98.  Intervalle  de  convergence.  —  La  première  chose  à  faire  est  de 
s'occuper  de  la   convergence.    Suivant   la  nature  des  coefficient'^,  il 

peut  arriver  que  la  série  soit  convergente  quel  que  soit  x  (  lî!x.  :  — ;•  )> 
ou  bien  divergente  quel  que  soit  x  (Ex.  :  n\  x"  \  le  rapport 


tend  vers  +  ce,  donc  le  terme  général  ne  peut  tendre  vers  zéro  )>  ou 

tantôt  convergente,  tantôt  divergente  (Ex.  :  i -^  x -\- x- -\-  . . .  ^  qui 
converge  pour.|.r| -<  i  et  diverge  pour  |a7|^i).  La  classification  des 
valeurs  qui  font  converger  la  série  repose  sur  le  théorème  suivant: 

Théoiu;me  L  —  Si  la.  série  converge  pour  x  =  Xq,  elle  est  abso- 
lument convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  la  valeur 
absolue  est  inférieure  à  \xq\. 
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En  edet,  la  série  a,ix'^  étant  convergente,  son  terme  général  tend 
vers  zéro.  Par  suite,  on  peut  trouver  un  iioniljre  positif  fixe  A  tel 
qu'on  ait,  pour  loutes  les  valeurs  de  /«, 


d'où 


< 


<A, 

a,ix"  I  <  A 


Or,  si  \x\  ■<  |:ro|,  on  a  \^— 


est  une  progression 


<<  I  ;  la  série  A 

convergente  ;  donc  |a,^x"|  est  aussi  convergente  (n"  42)  et  la  série  (i) 
est  absolument  convergente  (n"  i7). 

Remarque.  - —  Il  n'est  pas  nécessaire  que  la  série  converge  pour.ro  ; 
il  suffit  que  son  terme  général  soit  box'né  supérieurement  en  valeur 


Corollaire.  —  Si  la  série  diverge  pour  .r=:.ro,  elle  diverge 
pour  I  X  I  >>  I  cT,,  I .  Car  si  elle  convergeait  pour  une  valeur  Xi  de 
module  >>  ^o,  elle  convergerait  pour  \x\  <iXi,  donc  pour  x  =  To. 

Remarque.  —  Pour  |.r|^  \-'Xo\i  on  peut  même  dire  que  le  terme 
général  croît  indéfiniment  en  valeur  absolue  ;  cela  résulte  de  la 
remarque  faite  plus  haut. 

Cela  posé,  rien  n'est  plus  facile  (du  moins  théoriquement)  que  de 
trouver  l'intervalle  de  convergence  de  la  série.  Rangeons  dans  une 
première  classe  tous  les  nombres  positifs  qui  rendent  la  série  conver- 
gente et,  dans  une  seconde  classe,  ceux  qui  la  rendent  divergente. 
Je  dis  que  nous  faisons  une  coupure  (au  sens  du  n"  10).  En  effet, 
aucun  nombre  positif  n'échappe  à  la  classification  car,  quel  que 
soit  x^  la  série  est  soit  convergente,  soit  divergente.  En  second  lieu, 
tout  nombre  .r,  de  la  première  classe  est  inférieur  à  tout  nombre  x^ 
de  la  seconde  classe,  car  si  X{  était  plus  grand  que  .^o,  il  ferait 
diverger  la  série,  en  vertu  du  corollaire  ci-dessus.  Cette  coupure 
définit  un  nombre  W.  Je  dis  <jue  r intervalle  de  convergence  est 
(-R, +R)._ 

En  effet,  si  x  est  com[)ris  dans  cet  intervalle,  on  peut  trouver  un 
nombre  x,  delà  |)remière  classe  de  \\  qui  soit  supérieur  à  |.r|.  Comme 
la  série  converge  pour  x^.,  elle  est  absolument  convergente  pour  x 
(théorème  1). 
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Au  contraire,  supposons  x  exlérieur  à  l'inlervalle  précédent.  S'il 
faisait  cotiveiger  la  série,  on  pourrait  Irouver  un  nombre  :r._.  de  la 
seconde  classe  de  R  qui  serait  inférieur  à  \x\  et  rendrait  par  suite  la 
série  convergente,  ce  qui  est  contradictoire  avec  la  définition  de  Pv. 

Finalement,  nous  avons  |)rouvé  (pie  la  série  converge  absolument 
pour  toute  valeur  comprise  entre  —  R  <?/  H-  R  ('Z  quelle  diverge 
pour  toute  valeur  extérieure.  Mais,  nous  ne  pouvons  rien  affirmer 
pour  les  limites  —  R  e^  +  R  âfe  V intervalle  (').  Le  nombre  R  sera 
appelé  rayon  de  convergence. 

Remarcjue.  —  Il  peut  arriver  évidemment  que  le  nombre  R  soit 
nul  ou  infini.  Dans  le  premier  cas,  la  série  est  toujours  divergente 
(sauf  pour  .r  ^  o,  ce  qui  est  sans  intérêt);  dans  le  second  cas,  elle 
est  toujours  convergente  {voir  les  exemples  cités  plus  haut). 

99.  Calcul  du  rayon  de  convergence.  —  Pour  calculer  R,  il  suffit, 
la  plupart  du  temps,  d'appbquer  à  la  série  des  modules  les  règles 
ordinaires  de  convergence  des  séries  à  termes  positifs.  Posons 

\^\^\>  I  ««  I  =  "^n,  a«^''=  Un- 

Appliquons  la  règle  de  d'Alembert,  nous  avons 

Si  -^^  tend  vers  une  certaine  limite  À,  — ^  tend  vers  ),H  ;  d'où  il 

a«  11,1  ' 

résulte  manifestement  que  le  rayon  de  convergence  est  ,  • 
On  peut  aussi  appliquer  la  règle  de  Cauclij  : 


\  "«  =  ?  V  2t„ 


Si  \/y.ii  tend  vers  une  limite  u..  le  rayon  de  convergence  est  —• 


(')  On  peut  trouver  des  exemples  pour  lesquels  la  série  eonvcrge  aux  deux  extré- 
mités de  l'intervalle,  par  exemple  w„=— ^  ;  d'autres  pour  lesquels  elle  diverge  aux 
deux  extrémités,  par  exemple  m„  =  x"  ;  d'autres  enfin  pour  lesquels  il  y  a  convergence 
à  une  extrémité  et  divergence  à  l'autre,  par  exemple  m„  =  — • 
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Ceci  nous  prouve  en  passant  que  si  ces  d-eux  limites  existent  simul- 
tanéuienl,  elles  sont  nécessaireinetit  égales  (cf.  n°  43). 

Si  aucune  d'elles  n'evislc.  <>n  a  le  théorème  suivant,  dû  à  .M.  Hadamard  : 

Tm•;onK^fl•:  II  (Hadamard ).  —  Le  rayon  de  convergence  est  l'inverse  de 
la  plus  grande  des  limites  de  la  suite  ai,  y/^ï-  V  5^3-   •  •  •'  \^i^   •  •  •■ 
En  efl'et,  soit  ).  celle  plus  grande  des  limites  (  n"  39;. 

i"  Si  ;  <  ->  la  série  u,,  est  convergente.  —  En  effet,  si  ijetit  que  soit  s.  nous 

savons  qu'à  partir  d'un  certain  rang,  y'a„  reste  plus  petit  que  À -t- £  ;  donc 
V  Un  <  Cl  "/-  -T-  £  I.   Or.  on  peut  choisir  £  assez  petit  pour  que  ;().  ^£)<;i,  car 

cela   revient  à  £<-  —  /..,   inégalité  possible   pour  une   valeur   positive   de   £, 

grâce  à  l'hypothèse  y  >  /..  Dans  ces  conditions,  la  règle  de  Gauchy  prouve  la 
convergence  de  la  série. 

i"  Si  ;  >  ,- »  la  série  u„  est  divergente.  —  En  effet,  si  petit  que  soit  £  et  si 

grand  que  soit  N,  on  peut  trouver  n>N  tel  que  \  ï/z  >  À  —  £,  d'où 
y^M,i>-^().  - — £  ).  Or,  on  peut  choisir  £  assez  petit  pour  que  ;(  X  —  £)>i.  On 
aura  alois,  pour  des  valeurs  de  n  aussi  grandes  qu'on  le  voudra,  \  «<«>i, 
d'où  »„>  1.  Le  terme  général  ne  peut  donc  pas  tendre  vers  zéro;  la  série  est 
<livei  gente. 

100.  Convergence  uniforme.  —  Imaginons  une  série  dont  tous  les 
termes  soient  des  fonctions  de  x  telles  que  la  série  soit  convergente 
-dans  un  certain  intervalle  («,  b) .  Appelons  R,((:r)  le  reste 
iin-i^\  -i-  fin+'>  —  •  ■  ■■  Etant  donnés  un  nombre  positif  s  et  une  valeur  x 
de  l'intervalle  (V/,  b).  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  naturel 
Nx  tel  que  ii  >  Nj-  entraine 

(1)  |R„(X)|<£. 

Cela  résulte  simplement  de  ce  que  la  série  est  convergente  pour  la 
valeur  de  x  considérée.  Si  nous  donnons  maintenant  à  x  une  autre 
valeur  de  l'intervalle  (a,  b)  et  si  nous  gardons  la  même  valeur  pour  s, 
on  pourra  encore  satisfaire  à  l'inégalité  (2),  mais  à  partir  d'un  rang 
(jui  pourra  très  bien  ne  plus  être  N^..  Autrement  dit,  le  nombre  IN^ 
dépend  non  seulement  de  î,  mais  encore  de  la  valeur  attribuée  à  x. 
Il  est  clair,  d'ailleurs,  qu'on  peut  toujours  le  remplacer  par  un 
nombre  supérieur  quelcoucjue.  On  peut  alors  se  demander  si,  pour 
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une  valeur  donnée  de  £,  il  u'esL  pas  |)Ossible  de  trouver  un  nombre 
fixe  N  supérieur  à  tous  les  nomlu^es  N.,-,  c'est-à-dire  tel  que  n/^N 
entraîne  (2),  mais  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x  dans 
l'intervalle  {a,  b).  S'il  en  est  ainsi,  on  dit  que  la  série  est  unifor- 
mément convergente  dans  l'intervalle  (V/,  b). 

Théorème.  —  Toute  série  entière  est  uniformément  convergente 
dans  tout  intervalle  intérieur  à  F  intervalle  de  convergence. 

Eu  edet,  ou  peut  trou\er  un  nombre  /•  plus  petit  que  R  el  supérieur 
au  plus  grand  des  deux  nombres  |<7|  et  \b\.  Quel  que  soit  x  dans 
lintervalle  (a,  Z/),  on  a  alors  |.r  j  <C  /'  ;  d'où 

Or,  le  second  membre  est  le  reste  de  la  série  convergente  (a/,/*"). 
On  peut  donc  trouver  jN  tel  que,  si  /2>>N,  ce  reste  soit  plus  petit 
que  £;  l'inégalité  (2)  sera  alors,  a  fortiori,  vérifiée,  quelle  que  soit 
la  valeur  attribuée  à  x  dans  lintervidle  (a,  b). 

Remarque.  —  On  voit  (|ue  la  déiuonstralion  ne  serait  pas  valable 
si  l'un  des  nombres  a  et  b  était  H-  Pi  ou  —  R  (')■  "  îi\\\\-  bien  remar- 
quer que  l'intervalle  (rt,  b)  doit  être  tout  entier  intérieur  à  Vinter- 
valle  de  convergence. 

101.  Continuité.  —  Théouéaie  (-).  —  Uiw  série  entière  est  une 
fonction  continue  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  ti  l'intervalle 
de  convergence. 

En  effet,  soit  S(.r)  la  somme  de  la  série  (1).  Etant  donné  s,  il  faut 
trouver  r,  tel  (|ue  |/'  |  <  r\  entraîne 

(3)  |S(a--4-A)  -  S(ir)i  <  £, 


le  nombre  h  devant,  en  outre,  (Hre  tel  que  x  -\-  h  soit  dans  lintervalle 
de  convergence. 

On  a,  en  apj)elaiit  S,^(.r)  la  soniuie  des  n  premiers  termes   de  la 


(')  Il  fiiiiilruit,  pour  (]u'elle  le  fût,  (|ue  la  série  fût  absolntncnt  convergciilc  pour 
X  ^=±\\.  (Jn  prendrait  alors  /•  =  W  el  Ton  reniplucerail  les  signes  <  par  ^. 

(^)  Voir  un  ihéorème  analogue  pour  une  série  de  fonctions  quelconques  dans 
Leçons  (  t.  II,  n"  'J24  ). 
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série, 

(4)     S(^-f-/0-S(^)  =  [S„(^-A)  — S,,(>i]  ^[R„(^-^A)]H-[-R„(:r)]. 

Nous  allons  tâcher  de  rendre  chacun  des  crochets  inférieur  à  ^  en 
valeur  absolue.  Commençons  par  imposer  au  nombre  h  la  condition 

(=))  |/H</'o, 

Ao  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  Pi  —  |.r|,  de  telle  sorte  que  .r  -+-  h 
soit  constamment  dans  Tintervalle  (x  —  //„?  x-\-h(,),  intérieur  lui- 
même  à  l'intervalle  de  convergence.  Nous  pouvons  maintenant  déter- 
miner n  de  manière  qu'on  ait 

pour  toute  valeur  de  h  vérifiant  (5),  puisque  la  série  est  uniformément 
convergente  dans  l'intervalle  (\ro — A ,  .Vq-^  h).  Le  nombre  n  étant 
ainsi  choisi,  nous  (l'y  touchons  plus  et  nous  sommes  assurés  de 
l'inégalité  (6)  et  par  suite  de  la  suivante,  obtenue  pour  h  =  o, 

(7)  |R„f:r)|<|. 

Considérons  maintenant  le  premier  crochet.  S„(x)  est  un  polynôme 
en  X]  donc  (n"  7o),  on  peut  trouver  A,  tel  que  [//[<</?,  entraîne 

(8)  \S„{x-i-h)-S,,{X)\<y 

Dès  lors,  si  nous  prenons  pour  •/■;  le  plus  petit  des  deux  nombres 
Ao  et  A,,  nous  serons  certains  que  l'inégalité  j/'l  <C  '^  entraînera  (6), 
(7),  (8)  et  par  suite  (3)  ('). 

Remar(ju<;.  —  La  démonstration  n'est  pas  valable  pour  x  =  riz  R. 
Et  d'ailleurs,  on  ne  sait  même  pas  si,  pour  ces  valeurs,  la  série  est 
convergente.  On  démontre  néanmoins  que,  si  elle  Test  pour  .r  ^  R 
par  exemple,  sa  somme  est  la  limite  vers  lar/uelle  tend  S{x)  lorsque 
X  tend  vers  \\. 


(')  Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  remarquer  lanalogie  entre  celle  démonstration 
et  celle  du  n°  UO. 
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Corollaire  1.  —  Si  une  série  entière  est  nulle  pour  toutes  les 
i^aleurs  de  x  d'un  intervalle  (a,  h)  donné  et  comprenant  zéro^ 
tous  ses  coefjicients  sont  nuls. 

En  etTet,  craboid  S(o)  =  o;  donc  «„=  *J-  io\l  ap  le  premier  coef- 
llcienl  non  nul,  en  admettant  qu'il  existe.  On  a 

S(a";  —  ^'/•'(«/j-J-  a  ii^^x  -t-  ap+'^x'-^ . .  .)  =  x''  I.{x). 

La  série  S(^)  est  continue  pour  x  =  o.  On  peut  donc  trouver  r,  tel 
que  1^1  ^T,  entraîne  {"^(x)  —  ap\<^e,  si  petit  que  soit  e.  Si  l'on 
suppose  t<i\ap\y  on  voit  que  'E.îx)  ne  peut  être  nulle  pour  aucune 
des  valeurs  de  lintervalle  ( — T,,+ri).  11  en  est  donc  de  même 
de  S(.2'),  si  1  on  excepte  la  valeur  zéro  pour  x.  On  met  ainsi  en  évi- 
dence une  infinité  de  valeurs  de  l'intervalle  (a,  b)  qui  n'annuleraient 
pas  S^x).  Il  n'y  a  donc  pas  de  premier  coefficient  non  nul  dans  la 
série:  autrement  dit,  tous  les  coefficients  sont  nuls.       c.  q.  f.  d. 

(corollaire  II.  —  Si  deux  séries  entières  prennent  les  mêmes 
valeurs  dans  un  intenalle  comprenant  zéro^  elles  ont  les  mêmes 
coefficients. 

Car  leur  différence  s'annule  dans  cet  inter\alle. 
Il  revient  au  même  de  dire  <:\\x  une  fonction  ne  peut  être  déve- 
loppée en  série  entière  que  d'une  seule  manière. 

102.  Intégration  des  séries  entières.  —  La  fonction  S  (.2?)  étant 
continue  dans  l'intervalle  (  —  R,  +  R),  on  peut  l'intégrer  entre  deux 
valeurs  quelconques  de  cet  intervalle  ('  ).  Proposons-nous  de  calculer 

par   exemjile     /     S(x)dx.    Il   est  tout   naturel   de    se   demander  si, 

comme  pour  les  polynômes,  on  ne  [)eut  pas  intégrer  terme  et  terme: 
Essayons  donc  de  démontrer  l'identité 


^ll-hl 


r''  x'- 

(9)  /      S(x)dr  =  aox  -^  ai l-...-f-r/„ 

en  stqiposant  |  jc  j  <<  K. 


(')   Nous  anticipons  ici   sur  le  Chapitre  \II.  Le  lecteur  pourra,  dans  une  première 
lecture,  passer  ce  numéro,  tout  en  en  admettant  le  résultat  pour  le  numéro  suivant. 
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Appelons  i]«(:r)  la  somme  des  n  +  i  premiers  termes  de  la  série  (9). 
Si  nous  prouvons  qu'étant  donné  s,  on  peut  trouver  N  tel  que  /î  >>  N 
entraîne 


(.0) 


,r-^( 


x)  dx —  -«(a?) 


<î, 


nous  aurons  évidemment  démontré  (pie  la  série  (9)  est  convergente 
et  a  pour  somme    /     S{x)dx.  Or,  quel  que  soit  n,  on  a 


donc 


I      ii„(x)dx  =  Za{x); 
j      S(x)dx  —  -:^r,(-r)=   f    R„(x)dx. 


Mais,  d'après  la  formule  de  la  moyenne  (n"  lio  ),  on  a 

l\ni^)  dx  =  xR„(f^x)         fo<6<i). 


,r 


D'autre  part,  eu  ^el•lu  de  la  convergence   uniforme   de   S(j:),   nous 
pouNons  trouver  N  tel  ([ue  /«  >>  N  entraîne 


R,.(^'j| 


|.r| 


cjuel  que    soit   x'  compris    entre    — ■  ;r  et  -^x.  Comme  O.r  satisfait 
à  cette  dernière  condition,  on  aura  certainement 

I  R„(0^)|  <  -^, 
\  X  \ 

d'où 

!  X  R„(0:r)  |  <  e, 

d'où  Tinégalité  (10). 

Finalement,  nous  voyons  que  toute  série  entière  peut  être  inté- 
grée terme  à  ternie  à  V intérieur  de  l  intervalle  de  convergence. 

I{eni(ir(jues.  —  I.  Pour  avoir  une  primitive  quelconque  de  S(.r),  il 
siiKit  d  ajouler  un  terme  constant  (pielconque  à  la  série  (9). 

II.  La  série  des  primitives  admet  un  intervalle  de  convergence  au 
moins  égal  à  celui  de  la  série  proposée. 

103.    Différentiation  des  séries  entières.  —    Posons-nous  mainte- 
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nanl  le  problème  inverse  du  précédeot.  Clierchons  la  dérivée  S'(x) 
de  S  (a:),  si  elle  exisle  (  '  ). 

Considérons,  celle  fois,  la  série  des  dérivées 

(il)  <7i  -H  2a2^  -1-  3a3"f--r-.  .  .  -H  nanX'-^'^  -4- .  . . . 

Je  dis  que  celle  série  esl  absolument  con\ergenle  pour  toute  valenr  x 

de  l'intervalle  ( — R, +R).  En  etTet,  soit  /•  un  nombre  positif  plus 

petit  que  R  et  plus  grand  que  ç  =  |^|.  La  série  (i)  est  absolument 

convergente  pour  x=^r\   donc,   en  répétant  un    raisonnement  déjà 

faitin"  98),  on  peut  lrou\er  un  nombre  fixe  A  tel  qu'on  ait,  quel  que 

soit  /?, 

A.     . 

'j-ii  <  —  ; 
/•" 

d'où 

/^        I  ,    •       ,  .    .^     /*  A  ;■'-'  I 

Or,  la  série  a  termes  positiis est  convergenle,  comme  le  monli'e 

■  I  fil  ~         ' 

la  règle  de  d'Alembert.  Donc  aussi  la  série  ny.,i^"~'*  (n"  42);  et,  par 
suite,  la  série  (ii)  est  bien  convergenle  dans  V intervalle  ( — R, 
+  R).  Mais  alors,  d'après  le  numéro  précédent,  on  peut  linlégrer 
terme  à  terme,  ce  qui  redonne  la  série  (i),  mais  aussi  une  primitive 
de  la  somme  5-(.r)  de  la  série  (i  i).  On  a  donc  a-(:r-)^  S'(;r). 

Finalement,  nous  voyons  que  toute  série  entière  peut  être  dijjé- 
rentiée  terme  à  terme  à  V intérieur  de  Vintcrvalle  de  conver- 
gence. 

Remarque.  —  Nous  avons  vu  que  la  série  des  primitives  a  un 
rayon  de  convergence  p  au  moins  égal  à  R.  R  en  est  de  même  pour  la 
série  des  dérivées.  Mais  la  série  des  dérivées  de  la  série  des  primi- 
li\es  est  la  série  pro|)osée;  donc  R^i^p.  En  comparant,  on  voit  (|ue 
0  =  R.  Donc,  la  série  des  piiniitives  et  la  série  des  dérivées  ont 
exactement  le  même  intervalle  de  convergence  que  la  série 
proposée. 

iOi.  Série  de  Mac-Laurin .  —  De  ce  qui  précède  rc'sulle  évi- 
demment  (pion    peut,   en   dillerentiant    terme   à    ternie,    calculer   de 

(')  On  ne  pi;ul  encore  l'affirmer,  car  une  l'onclion  continue  n"adinet  pas  forcément 
une  dérivée. 
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proche  en  proche  loiites  les  dérivées  de  S(.r),  jusqu'à  un  ordre  quel- 
conque. Aous  sommes  ce/ tains  que  toutes  ces  dérivées  existent 
à  l'intérieur  de  rintervalle  de  convergence.  Calculons  en  parliculier 
leurs  valeurs  pour  x  =  o,  on  a 

S(o)  =  «o.        S'(o)  =  ai,        S"(o)  =  2a2,         ...,        ?>'■"'>(  o)  =  n\  a  n,         .... 

11  suit  de  là  que,  si  une  fonction  f{x)  est  développable  en  série  en- 
tière dans  un  cerlain  intervalle,  ce  dévelo[)penient  est  nécessaire- 
ment 

(12)  /f^)=/(o)  +  :r/'(o)  +  ^/'7o)-...-^"/""(o)+.... 

Ceci  nous  montre  de  nouveau  que  le  développement  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière.  I^a  série  (12),  que  nous  retrouverons  plus 
loin,  porte  le  nom  de  séfie  de  Mac-La iirin . 

105.  Addition,  multiplication  et  division  des  séries  entières.  — 
Etant  données  plusieurs  séries  entières,  si  on  les  additionne  en  réu- 
nissant les  termes  de  même  rang-  (c'esl-à-dire  renfermant  la  même 
puissance  de  x),  on  obtient  évidemment  une  série  entière,  dont  l'in- 
tervalle de  convergence  est  au  moins  égal  au  plus  jietil  des  intervalles 
de  convergence  des  séries  proposées. 

De  même,  si  l'on  multiplie  deux  séries  entières,  suivant  la  règle  de 
Cauchy  (n"  o2),  on  obtient  encore  une  série  entière  dont  l'intervalle 
de  convergence  est  au  moins  égal  au  plus  petit  des  intervalles  de 
convergence  des  séries  proposées,  car,  à  l'intérieur  de  eet  intervalle, 
celles-ci  sont  absolument  convergentes. 

Enfin,  soit  à  développer  eu  série  entière,  si  possible,  le  quolient 

«o-t- «1-2" -t- «oa?^ -H.  .  .  ,,       ^     ^ 

1 7 ,     ,"    ., (ôoT^o). 

t>o  -f-  t>i  .r  -+-  0.2  X-  -f- . .  . 

On  emploie  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  c'est-à-dire 
qu'on  désigne  le  quotient  par  Cq  4- C|  J7  +  c^^- +■••  •;  on  le  multiplie 
par  le  diviseur,  suivant  la  règle  de  Cauchj;  puis  on  identifie  le 
résultat  obtenu  avec  le  dividende.  En  égalant  les  coefficients  des 
puissances  successives  de  x  (n°  101,  corollaire  II),  on  obtient  des 
équations  qui  permettent  de  déterminer  de  |)roche  en  |)roclie  tous 
les  coefficients  inconnus  Cq,  c,,   c-2,    ••••   Ee   lecteur  apercevra  aisé- 
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menl  qu'il  revient  au  même  de  considérer  les  deux  séries  proposées 
comme  des  polynômes  illimités  ordonnés  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  de  diviser  l'un  par  l'autre  ces  polvnomes,  suivant 
la  règle  ordinaire  (n"  202). 

Quelle  que  soit  la  façon  de  procéder,  il  faut  bien  remarquer  que  le 
résultat  obtenu  est  purement  formel.  Pour  qu'il  ait  une  valeur  effec- 
tive, il  faut  prouver  que  la  série  obtenue  est  convergente  dans  un 
certain  intervalle.  Celle-ci  représente  alors  le  quotient  cherché  dans 
le  plus  petit  de  cet  intervalle  et  de  l'intervalle  de  convergence  du 
diviseur. 

100.  Méthodes  diverses  de  développement  en  série  entière.  — 
Etant  donnée  une  fonction  y(.r),  on  peut  se  proposer  de  trouver  une 
série  entière,  convergente  dans  un  certain  intervalle  ( —  H,  +  R),  et 
ayant  pour  somme  /{or)  pour  toutes  les  valeurs  de  cet  intervalle. 
C'est  ce  qu'on  appelle  développe?'  la  fonction  en  série  entière. 

A  priori^  pour  que  ce  développement  soit  possible,  il  faut  que., 
dans  le  voisinage  de  x^=o,  la  fonction  soit  continue  et  admette 
des  dérivées  de  tous  les  ordres.,  car  toute  série  entière  jouit  de  ces 
propriétés  à  l'intérieur  de  son  inleivalle  de  convergence.  Ce  n'est 
pas  ici  le  lieu  de  rechercher  si  ces  conditions  sont  suffisantes.  Nous 
voulons  seulement  indicpier  quelques  méthodes  de  développement 
en  série  applicables  à  certaines  catégories  de  fonctions. 

I.  Méthode  par  dérivation.  —  On  calcule  la  dérivée  f  (x).  Si  la 
fonction  obtenue  a  un  développement  connu  ou  calculable  par  une 
méthode  quelconque,  il  suffit  d'intégrer  terme  à  terme  ce  dévelop- 
pement pour  avoir  celui  de  f{x),  à  une  constante  près  qu'on  déter- 
mine en  faisant  ^  ::=  o.  Il  peut  arriver  qu'on  n'obtienne  une  fonction 
dévelo|)pable  qu'a|)rès  plusieurs  dérivations  successives.  On  remonte 
alors  iif[x)  par  un  nombre  égal  d'intégrations  successives. 

II.  Méthode  par  intégration .  —  On  calcule  une  |)rimitive  de 
f{x).  Si  la  fonction  obtenue  peut  être  développée  |)ar  un  procc'-dé 
quelconque,  on  aura  le  développement  de  f{x)  |)ar  une  diflV'rentia- 
lion  terme  à  terme.  (>omme  plus  liaiil,  il  peut  se;  faire  (pie  la  méthode 
ne  réussisse  qu'après  |dusieiirs  intégrations  successives  de  J  {x). 

III.  Méthode  par  ét/uation  différentielle  —  On  lùche  de  trouver 
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une  équation  dlfTérenlielle  simple,  linéaire  autant  que  possible 
(Cliap.  XV  ),  à  laquelle  satisfait  y.  On  écrit  alors  le  développement 
cherclié  avec  des  coefficients  indéterminés  et  on  le  substitue  dans 
l'équation.  On  écrit  que  celle-ci  est  vériliée,  c  esl-à-dire  qu  on  annule 
les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  x  dans  le  résultat  de  sub- 
stitution supposé  écrit  tout  entier  dans  un  même  membre.  On  obtient 
ainsi  des  relalioiis  entre  les  coefficients  inconnus,  qui  permettent  de 
déterminer  ceux-ci  de  proche  en  proche  en  (onction  du  ou  des  pre- 
miers, les(|ucls  se  calculent  au  moyen  des  valeurs  de  )'et,  s'il  va  lieu, 
de  ses  dérivées,  pour  :r  =o  (').  Il  faut  ensuite  s'assurer  que  la  série 
est  convergente  dans  un  ceitain  intervalle  non  nul,  à  l'intérieur  du- 
quel le  développement  est  seul  valable. 

[\ .  Méthode  par  la  formule  de  Mac-Laurin.  —  Nous  démon- 
trerons, au  Chapitre  suivant,  que  si  f{x)  admet,  dans  l'intervalle 
(0,37),  des  dérivées  finies  jusqu'à  l'ordre  n  +  i ,  on  a 

/(.r)  =  /(o)  +  ^/'(o)--/"(o)-^...-f-  7^/""(o)^-  ^^^^— ^/'"^''(9:r) 

(o<0<  g. 

Supposons  alors  que  les  dérivées  existent  jusqu  à  un  ordre  dliiuité; 
nous  pourrons  prolonger  la  formule  indéfiniment,  ce  qui  nous  con- 
duira à  la  série  de  Mac-Launn 

(,>)  /(o)-x/'(o)+...-.-^;/(«)(o)+.... 

Mais,  pour  que  cette  série  représente  bien  f{x),  il  faut  d'abord  qu  elle 

soit  convergenle  et  ensuite  (jue  le /x'A^e  R«=  - — — — (-/"'""^"(O  J")  tende 

vers  zéro  |)our /?  infini.  Celte  dernière  condition  est  d'ailleurs  suffi- 
sante à  elle  seule,  car  si  elle  est  remplie,  la  somme  S«  des  /^  +  1  pre- 
miers termes  de  (l'o)  tend  vers  /*(.r)pour  n  infini,  puisqu'elle  est 
égale  àf{x)  —  R„. 

Ceci  a  toujours  lieu  lorsf/ue  les  dé/'ivées  successives  de  f\x)  sont 
toutes  bornées   supérieurement    en   valeur  absolue  dans   l'intér- 


im}  On  c^l  cerlaiii  que  le  développement   obtenu    représente   bien   lu    fonclion    pro- 
posée, en  vertu  du  théorème  fundamental  des  équations  dillercutieilcs  (  n°  18G). 

Haag.  —  Cou/s,  I.  !) 
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salle  [o^x).  On  a,  en  effet,  dans  celle  hypothèse, 

|/("+i'(ea7)l<A, 

A  étant  un  ceiiain  nombre  fixe.  Donc 


1  H„  I  <  A 


(«-M)! 


Or,  quel  que  soit  x,  la  quantité  — — ' ?  tend  vers  zéro  pour  n  infini, 

'         ^  '  (  n  -i- 1)1  ' 

car  elle  est  le  terme  général  d'une  série  convergente.  Par  conséquent, 
R«  tend  aussi  vers  zéro. 

Cette  métliode  n'est  pratique  que  si  l'on  peut  avoir  aisément  l'ex- 
pression générale  de  /"'"^(j:);  et,  même  dans  ce  cas,  elle  peut  encore 
présenter  de  grandes  difficultés  à  cause  des  questions  de  convergence 
de  la  série  et  de  limite  du  reste. 

107.  Développements  classiques.  —  Nous  allons  indiquer  mainte- 
nant quelques  développements  classiques  qu'il  est  indispensable  sinon 
de  connaître  par  cœur,  du  moins  de  savoir  retrouver  rapidement. 

1. —  Tant  que  |  j;  |  <;  i ,  on  peut  considérer  cette  fonction 

comme  la  somme  d'une  progression  géométrique  de  raison  x.  On  a 
donc 

(  1 4  )  —  I  -1-  .r  -I-  a;2  + .  .  .  -h  a-"  -4- . .  .  ; 


développement  valable  entre  —  i  et  +  •• 
On  en  déduit  le  dé\eloppemeat  suivant 

,    ,  .  I  II  i    /  X  x'^ 


valable  entre  —  «  et  +  a. 

Par  diirérentialions  successives,  on  a  les  dévclop|)ements  de 


\x  —  a)'- 


( X  —  u)'^  {  X  —  a)i> 

On  peut  déduire  de   là   le  (léveloppement  de  n  importe   quelle 
fraction  ralionnelle.  11  sulfii  de   décomposer  celle-ci  en  éléments 
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simples  (Cliap.  XVII);  on  a  alors  une  expression  de  la  forme 

A,  \.2  Ax  Bi  L) 


f(x)  =  E(x) 


X  —  a    '    (X  —  a )-      " "       (x  —  a  )'^       x  —  b       '"       {x  —  l)' 


où  E(:r)  désigne  un  polynôme.  On  développe,  par  la  méthode  ci- 
dessus,  chacun  des  ternies  du  second  membre;  puis,  on  ajoute  terme 
à  terme.  La  série  obtenue  a  pour  ravon  de  convergence  le  module  du 
pôle  le  plus  voisin  de  zéro  (  '  ). 

II.  log(i  -t-.r).  —  En  changeant  j:  en  — x  dans  (i4)j  intégrant  et 
se  rappelant  que  log  i  =  o,  on  a 

(l6)  l0g(l  -1-  37)  =  X ^ H   ^^ y^..., 

dévelo|)pement  valable  entre  — \  et  +  i . 

Pour  a:  =  —  I,  on  obtient,  au  second  membre  et  au  signe  près,  la 
série  harmonique  (n°  4-i).  Le  premier  membre  devenant  égal  à  —  ac, 
on  peut  encore  considérer  la  formule  comme  valable.  Pour  .r  =  i , 
on  a,  au  second  membre,  la  série  harmonique  alternée.  Comme 
celle-ci  est  convergente,  elle  a  pour  somme  loga,  en  vertu  d'un 
théorème  admis  au  n"  101. 

ITI.  arc  tanga;.  —  La  dérivée  de  arc  tanga:  est -•  Or,  d'après  (i 4), 


=  1  —  x--\-  x^  —  x^ 


d'où 


.        ,  X^  X"  X' 

(17)  arc  tanira;  =  a? — ! — h..., 

357' 

développement  valable  entre  —  i  et  +  i,  comme  celui  de  - — — -• 

IV.   e-^.  —  Ce  développement  a  déjà  été   obtenu   au  Chapitre  VI 
(n"92).  Ou  peut  le  retrouver  par  la  série  de  ^Nlac-Laurin.  Toutes  les 


(')  Ceci  s'applique  quand  bien  même  certains  des  pôles  a,  b,  ...,/  seraient  ima- 
ginaires. Mais,  dans  l'addition,  toute  trace  d'imaginaires  doit  disparaître,  si  toutefois 
la  fraction  rationnelle  proposée  a  ses  coefficients  réels. 

Observons  encore  qu'on  peut  se  borner  à  développer  l'inverse  du  dénominateur, 
quitte  à  multiplier  ensuite  par  le  numérateur;  car  il  est  toujours  facile  de  multiplier 
une  série  entière  par  un  polynôme. 
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dérivées  de  e-^  sont  égales  à  e'  et  par  suite  elles  sont  bornées.  C^onime 
elles  sont  égales  à   i  pour  .r  =  o,  on  peut  écrire  immédiatement 

(18)  C-^  =  I  -h-  37  -i-  ' h   Vt   +■  •  •-^-   ^   -^•••» 

^      '  -2         3  !  n: 

et  cel;i  quel  cpie  soit  x. 

I'2ii(in,  on  peut  encore  remarquer  fpie  y' z=z  y  (M.  Si  Ton  pose 

j/  =  rto -f-  «1  a^  -r- .  . .  +  a,i  :r"  -i- .  .  . , 
on  a 

y  ^=  (ii-h  -la^x  -h  .  .  .-h  na„ .r"-i  -t- .  .  . . 

D  où  la  formule  de  récurret)ce 

na,i—  a„-i. 

Si  Ton  remarque  que  «o^  e"  :=  i ,  on  voit  (jue  au^=  — f  (n°  314-). 

Y.   sin.r  et  cosx.  —  Prenons  la  série  de  INIac-Laurin,  car  toutes  les^ 
dérivées  sont  j)lus  j)elites  (pie  i,  donc  bornées.  On  a  (n"  76) 

(sin.r )("'  =  è\n(x  -\-  ?i—]; 
d'où  Ion  déiluit  la  formule 

(19)  sina7  =  37 —  —  -+-  "t-7  — ...  +  ( — i)"- 


(  2  /i  -i-  I  ;  ! 
(3n  trouverait  île  même,  ou  en  dérivant  siuj?, 

(7.0)  cos.r~i — — T -t- 7^  — . .  .-+-( — !)"• 


•2I         4!  (•2/1)! 

Ces    deux    dé\elopj)ements    |)euveiit    aussi   s'obtenir  en    remarquant 
que  sin.r  et  cos.r  satisfont  à  Téquation  difTérentielle   r"H-jK  =  o. 

Ou  |)cut  en  déduire  le  (]é\  cloppeuu'ut  de  toute  lonclion  se  présen- 
tant sous  la  forme  d'un  polynôme  par  rapporl  (iiix  sinus  et  cosinus 
de  mullijyies  quelconques  de  X  (entiers,  fractionnaires  ou  incommen- 
surables).  Nous  verrons  eu   effet  (n''   lOV))  (pi'une  telle  expression 


(';  Les  seules  fonctions  qui  vérifient  celle  équalion  sont,  ainsi  qu'on  le  verra  au 
Chapitre  XV,  ^  —  ce",  où  c  est  une  constante  quelconque.  Si,  pour  a:  =  o,  on  ay  =  i,. 
il  faut  i|ue  c  soil  égal  à  i  et  ^  se  réduit  à  c''. 


SÉUIES    ENTIÈRES.  I 33 

peut  loujolirs  se  mellre  sous  la  forme 

y  =  I.(\  cosaa-  -+-  A'  sina^r), 

les  A,  A',  a  désif^nant  des  constantes.  Il  suffît  alors  de  développer 
clia(|ue  terme  de  la  somme  et  d'ajouter  ensuite  terme  à  terme. 

VI.  (i -\- x)"\  —  INous  connaissons  le  développement  pour  m 
entier,  |)Ositif  ou  négatif.  Supposons  maintenant  m  absolument  quel- 
conque. On  peut  appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin,  mais  on  ren- 
contre des  difficultés  à  propos  du  reste.  Aussi,  préférons-nous  la  mé- 
thode suivante  : 


On  a(n°94) 


y  =  in{\  -r- X )"'-^  =  


OU 

{21)  y{x-hi)  —  }ny  =  o. 

La  fonction  la  plus  générale  qui  puisse  vérifier  cette  équation  est 
{n°  191)  y  =  C(i  -h  x)"^,  en  appelant  C  une  cot)stanle  arbitraire.  La 
fonction  (  i  +  x)"^^  que  nous  voulons  développer,  est  caractérisée  par 
la  condition  d'être  égale  à  i  pour  x  =^  o. 

Soit  alors 

y  =  a<i-\-    ayx -k- .  .  .-{-     a^x'^      -\-..,, 

y'  ^=  a^-h-  ia=>x  ^ .  .  .-^  nanX"-^  -^-.  .  . . 
Portons  dans  (21);  annulant  le  coefficient  de  x" ^  nous  avons 

nun  -h  (yi  -i-  I J  «n+i  —  ma„  =  o, 
ou 

ni  —  n 

a,i-^-\  =  a,i —  > 

n  -r-  I 

formule  de  récurrence  d'où  l'on   tire   (n"  314),    en    remarquant   que 

«0=1, 

in(  m  —  \)  (m  —  -i).  .  A  m  —  /i  -i-  i  ) 

n  1 
On  a  donc 

,  /n  m  (m  —  i 

{•XI)  (  I  -I-  a: )'"  =  (  -i X  -^ j a-"-  -i- .  .  . 


ni  ( m  —  \).  .  .(  m  —  n  -i-  i ) 
■ X'' 


développement   valable  dans  l'intervalle  de  convergence  de   la  série 
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qui  est  au   second   membre.    Cherchons    donc   celui-ci.    Prenons    la 
règle  de  Dalembert 


rapport  qui  Lend  vers  — x,  pour  n  infini.  Donc  (n°  99),  l'intervalle 
de  convergence  est  (■ —  i,  +  i)  et  la  formule  (22)  n^est  exacte  que 
si\x\<\  ('). 

Rlle  constitue,  comme  on  ie  voit,  une  généralisation  de  la  formule 
du  binôme;  aussi  la  série  (22)  est  souvent  appelée  la  série  du 
binôme.  Elle  peut  servir,  si  l'on  veut,  pour  le  développement  en 
série  des  fractions  rationnelles  (I). 

On  peut  encore  en  déduire  ie  dévelo|)pement  de  (a-i-b)'",  quels 

que  soient  les  nombres  a  et  b,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  égaux,  cas 

qui  serait  d'ailleurs  sans  intérêt.  Soit  en  efiel,  pour  fixer  les  idées, 

|rt  I  >  I  />|.  On  a 

/  b\  '"  r  />i   b         ni  (m  —  \)  b-  ~\ 

(  a  -H  6  )'"  =  rt'"  H =  a'"  H 1 ^ j h  .  .  .     , 

\         a  /  L  '    «^-f  2  !  a'^  J 


puisque 


•<  i .  Dotic 


,    „s  ,  f  "*  ,7        m{m  —  I  j  ^  , , 

(23)  (a -H  6  !'«  =  «'"  H «'"-'  b  -r-  ■ i «'«--62-I-. 

'  I  2! 

mim  —  \~) .  .  .{ m  —  «  -l-  i ) 
H ■ a'"-"b>^ 


ni 


sous  la  seule  condition  |  «  |  >  |  6  |. 
\U.   arc  s\nx.  —  On  a  (n°  78) 

y=  =  (1  —xi)"^. 

V  l  —  X- 

Si  I  X  I  <^  I ,  on  peut  dévelop|)er  par  la  série  du  binôme 

1  ■}  2/1  I 

2  2  2 


I 

:î 

I 

3 

5 

y' 

= 

I-i- 

1 

2 

X2 

~ 

2 
2 

2 

ar4 

■+- 

2 

0 

2 

3! 

I     „        I  •  J     ,        T .  3 .  5     ^  T .  3 . . .  (  2  /i  —  I  )     , 

(24  )     y'=  iH x--\ -X*  ->. — -ar«-i-.  .  .H ; x-"  +  .  .  . . 

^    -^  2  2.4  2.4.6  2 . 4 ...  2  « 

(')  C'est  du  moins  tout  ce  que  nous  pouvons  affirtner.  En  réalité,  elle  l'est  aussi 
pour^=  I,  /n> — I  et  pour  x  =: — i,  /»>o.  Mais  la  démonstration,  qui  peut  se 
faire  d'après  la  formule  de  .Mac-Laurin,  est  trop  longue  et  dénuée  d'intérêt  pour 
trouver  place  ici. 
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Intégrons  et  rappelons-nous  que  arc  sino  =  o  : 

,   , ,  .  I  a-5        1 . 3  a-5        1.3.5a;" 

(25)  arcsinj7  =  .rH —h -— — i ; — h... 

2      0  2.4      3  2.4.b      7 

I  .3.  .  .(2/i  —  l)    3:2«-+-i 

H -^ (-..., 

2 . 4  •  •  •  2  n        2/1  +  1 

développement  valable  pour  |  j?  |  <<  i . 

108.  Séries  entières  à  variable  complexe.  —  Dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, il  n'a  été  implicitement  question  <|ue  de  quantités  réelles.  Mais, 
on  peut  étendre  aux  imaginaires  la  théorie  des  séries  entières. 

Soit  le  nombre  complexe  z^=^  x  -\-  iy,  où  x  et  y  sont  regardés 
comme  deux  variables  indépendantes  réelles  ;  c'est  ce  que  nous  appel- 
lerons une  variable  complexe.  On  peut  la  regarder  comme  l'affixe 
d'un  point  (;)  susceptible  d'occuper  n'importe  quelle  position  dans 
le  plan  xOy.  Soit  maintenant  une  suite  infinie  de  coetlicients  ima- 
ginaires tto,  rt,,  ....  Nous  appellerons  série  entière  relativement  à 
la  variable  complexe  z  la  série 

(26)  «O-l-  f'l-3  -i-  «2-3^-f-.  ■  ■-+-  ««-S"  +  -  •  •  • 

Cette  définition  est  parfaitement  légitime,  puisque  nous  savons  ce 
que  c'est  qu'une  série  à  termes  imaginaires  (n"  oO). 
Considérons  la  série  des  modules 

(27)  ao-l- xi  ^  H- Xo-'-f-.  .  .-+- a„  !;"-f-.  .  .. 

C'est  une  série  entière  réelle;  elle  admet  donc  un  certain  rayon  de 
convergence  R.  Si  Ç  <<  R,  elle  est  convergente;  donc  (n°  50),  la 
série  (26)  est  absolument  convergente.  Si  C  ^  R,  son  terme  généra- 
croît  indéfiniment  avec  //  (n"  98);  donc,  la  série  (26)  est  divergente- 
Si  V  ^  R,  on  ne  peut  rien  dire. 

Ces  résultats  sont  susceptibles  d'une  représentation  géométrique 
très  simple.  Appelons  cercle  de  convergence  le  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  R.  On  peut  dire  alors  que  la  série  proposée  est  conver- 
gente à  V intérieur  du  cercle  de  convergence  et  divergente  à  l'ex- 
térieur; sur  la  circonférence  il  y  a  doute. 

109.  Fonctions  de  variable  complexe.  —  SoitZ  la  somme  imagi- 
naire de  la  série  (26).  A  toute  valeur  de  ^,  de  module  inférieur  à  R, 


l36  CHAPITRE   VII. 

correspond  une  valeur  bien  déterminée  de  Z.  On  dit  que  Z  est  une 
fonction  de  z,  définie  à  Vintérieur  du  cercle  de  con^'ergence.  On 
peut  étendre  à  cette  fonction  toutes  les  définitions  et  toutes  les  pro- 
priétés relatives  aux  fonctions  de  variable  réelle  dévelopjiables  en 
série  entière.  Mais,  cela  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  de  cet  Ouvrage 
et  nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  exemples  classiques  suivants  : 

I.   e~.  —  Par  définition,  nous  jioserons 

(28)  e-=i-^-^- — !-.  .  .-i- ^ -t-.  .  .. 

Cette  fonction  est  définie  dans  loul  le  plan.  Lorsque  z  est  réel,  elle 
coïncide  avec  la  fonction  exponentielle  ordinaire. 

Comme  pour  cette  dernière,  on  a  Tidenlité  fondamentale 

(29  )  e-  e^'  =  e~~^~' . 

En  effet,  nous  savons  que  le  théorème  lelatif  à  la  multiplication 
des  séries  est  encore  \rai  quand  il  s  agit  de  séries  imaginaires.  Oi", 
les  séries  e^  et  e~'  étant  absolument  convergentes,  quels  f|ue  soient  :; 
et  :;',  on  peut  les  multiplier  suisaut  la  règle  de  Cancliv.  l^e  terme 
général  du  produit  est 

z"  ^"-'       z'  z"--       z'-  z"-i'       z'i>  z'" 

(3oi    — r-f-, r '~  ; r  ~r'+'- • -"i"  7 ~r  — r-H.-.-i r* 

n\       (  n  —  \  )\    \        (n  —  2  j  !   --i  !  {n  —  P)  ■   P  ■  'i  ■ 

Or,  on  sait  (jue  (  n"  24) 


'     r,  ' 


{"■—P)-P 

de  sorte  (pie  rex[)ression  (3o)  peut  s'écrire 

-^(z'^-h  C),z"-^z'-h  C,i^"-2-'2_^..  ..  _,_  C''z"'/'z'P-h  .  .  .  ^  z'")  =  — 


Le  produit  e' .e^'  esl  donc  bien  é"al  à  e^"*"^'. 

CoivoLLAiiiic.    —  (e^)"'=e"'',  pouf  ni  entier  et  positif.    Car    il 
suffit  de  multiplier  m  facteurs  égaux  à  e^. 

Formule  d'Euler.  —  (calculons  e'-^'.  en  siqiposant  x  réel.  On  a 

ix        x^        ix^        r''        ix^ 
i         'x\         3  !         4  !  j  ! 
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La  partie  réelle  est  le  développement  en  série  de  coso:;  le  coelfi- 
cient  de  f  est  le  développenient  de  sin:r;  donc 

(3i)  e'-*  =:  cosa"  H- /  ?in  :r. 

Celte  formule  très  importante  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
d^ Euler.  On  peut  en  tirer  bien  des  conséquences. 

D'al)ord,  elle  permet  de  séparer  simplement  la  partie  réelle  et  la 
paitie  imaginaire  de  e-^+'-^ .  On  a,  en  effet  ('  ), 

(oa)  e-J^-i-'r  =  e-^  eO'=  e-''{c.oiy  -i-  t  sinjK)  =  e^  cos  y  -+-  i(e-^'  sinjK). 

Au  n"  79.  nous  avons  dit  qn  d  était  quelquefois  utdc  de  considérer 
les  dérivées  de  certaines  fonctions  imaginaires  d'une  \ariable  réelle. 
Supposons  alors  que  x  et  y  soient  deux  fonctions  réelles  de  la  va- 
riable réelle  t  et  cherchons  la  dérivée  de  e-^+'-^  par  rapport  à  t.  La 
formule  (Sa)  nous  permet  d'écrire,  conformément  à  la  définition  du 
n"  79, 

(e-r+o)'^  e^  co?^y  .x' —  e^  sin  j^.  r'-f-  i(  e-^  siny  .x'  -r-  e"^  cosy.y'} 
:^.  e^{cosy -^  i  ?'iny)( x' -^  iy' ) 
—  gj^'+M-Car'-t-  iy'  ). 

Autrement  dit,  que  z  soit  une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de 
la  variable  réelle  t,  on  a  toujours 

(33)  {e-)'=e".z'. 

Si,  dans  la  formule  dEuler.  on  change  x  en  —  x,  il  vient 
e~''^  =  cosT  —  /  sin  a". 

D'où  l'on  tire,  par  addition  et  soustraction  avec  (3[), 

g/'x_|_  p—ix  ^'.<  f>—i.r 

(34)  cosr  =  '■ y  ■s\nx  =  ; -• 

■?.  JL  l 

En  partant  de  ces  formules,  qu'on  appelle  aussi  les  formules 
d^ Euler^  on  pourrait  établir  toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie. 
Nous  conseillons  au  lecteur  d'en  vérifier  quelques-unes  à  lilre  d'exer- 
cice. Nous  nous  bornerons  à  signaler  rim])ortante  application  sui- 
vante : 

(')  On  obtient  e'~^>'sous  la  furine  trigonométrique,  de  sorte  que  e""  est  le  module 
et  y  est  l'argument. 
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Imaginons  u?ie  fonction  y  qui  se  présente  sous  la  forme  cV un 
polynôme  quelconque  par  rapport  à  des  quantités  telles  que  cosax 
et  sinax,  a  désignant  une  constante  quelconque,  commensurable  ou 
non.  Remplaçons-y  ces  quantités  par  leurs  valeurs  tirées  de  (34). 
l\ous  obtiendrons  évidemment  un  poljnome  relativement  à  des  expo- 
nentielles de  la  forme  e'"-^  et  e"'"-^'.  Développons-le  et  ordonnons-le. 
Un  terme  quelconque  s'écrira  (') 

A(  e''"''')=^(e'''^)?  .  . .  (e''''-»')>-=  A  eiiaa+ip+...+/>v).»; 

=  A{cosmx  -+-  i  ^\ninx). 

On  voit  finalement  que  la  fonction  y  sera  mise  sous  la  forme 
d'une  somme  de  cosinus  et  sinus  de  multiples  Incommensurables 
ou  non)  de  Varc  x.  Nous  avons  déjà  indiqué  une  application  de  cette 
propriété  (n"  107,  théorème  V).  Nous  en  verrons  encore  une  autre 
plus  loin  (n"  169). 

En  particulier,  on  a 

(cos:r  -I-  i  sin.r)"'  =  (e''^)'"  =  e'"^-^  —  coirnx  -i-  /  i\nnix. 
On  retrouve  \a  formule  de  Moivre  [n.°  3o). 

11.   cos;;  et  sin:;.  —  Par  définition,  on  a,  pour  :;  complexe, 

l    COSS  =    1  —  ^^ — t-  ^  — .  .  ., 
2  4  ! 

(35)  ;  ,  . 


Ces  deux  fonctions  sont  définies  dans  tout  le  |)lan.  Lorsque  ;  est 
réel,  elles  coïncident  avec  les  fonctions  circidaires  ordinaires. 

Avec  cette  définition,  la  formule  d'Iùder  et,  par  suite,  les  for- 
mules (34)  sont  valables  quand  l)ien  même  x  serait  imaginaire.  Ceci 
donne  un  moyen  commode  pour  étendre  au  cas  d'un  arc  complexe 
toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie,  telles  (jue  cos-^H-sin-.r=  i , 
cos(a  H- ^)  =  cosa  cos6  —  sinasin^,  etc.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  faire  toutes  ces  vérifications,  qui  ne  nécessitent  que  des 
calculs  très  élémentaires.  Il  pourra  aussi,  à  titre  d'exercice,  en  faire 

(')  Dans  celte  expression,  a,  Jb,  . . . ,  a  sont  des  entiers  positifs. 
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quelques-unes  direclemenl  en  s'appuyant  uniquement  sur  les  dévelop- 
pements (35)  et  sur  la  règle  de  multipHcalion  des  séries. 
En  s'appiijant  sur  la  formule  (33).  on  vérifiera  que 

(cos^)'=:  —  sin;;.^'  et  (  sin  :;)' =  cos^.^'. 

Quant  aux  fonctions  lange  et  col^,  elles  sont  égales  res|)ectivement 
et  par  définition  à et  —. — -  •  Les  formules  qui  les  concernent  Quand 

^  COS5  Slll^  '  '■ 

z  est  réel  sont  encore  vraies  quand  ;  est  imaginaire. 

III.   Fonctions  hyperboliques.   —   On  appelle  cosinus   et  sinus 
hyperboliques  de  la  variable  complexe  e  les  fonctions 

(o6)  ch^  =   -,  sli-:;  =  , 


ou  encore 


(3;) 


1  -Sf  ^ 


^"^  =  7^31-^^ 


définies  dans  tout  le  plan.  Elles  offrent,  grâce  aux  formules  (33),  la 
plus  grande  analogie  avec  les  fonctions  circulaires.  Au  reste,  elles  s'y 
ramènent  très  aisément.  On  a,  en  effet, 

=    c  h  -: , 

1  o  •> 

(38) 

.e^—e--        . 
=  i =  i  sh^. 

2 

Ceci  montre  que  les  fonctions  hyperboliques  n'ont  aucun  intérêt 
propre  quand  on  admet  des  variables  complexes,  puisqu'au  fond  elles 
ne  diffèrent  pas  des  fonctions  circulaires.  Elles  n'ont  une  raison 
d'être  que  pour  les  valeurs  réelles  de  z.  Dans  ce  cas,  elles  sont 
elles-mêmes  réelles  et  constituent  des  fonctions  de  x  dont  l'allure 
diffère  entièrement  de  celle  des  fonctions  cos.r  et  sina:.  En  parti- 
culier, elles  ne  sont  plus  périodiques  ('). 

Elles  sont  évidemment,  comme  la  fonction  exponentielle,  définies 


(')  Au  point  de  vue  des  variables  complexes,  elles  admettent,  comme  c-,  la  période 
imaginaire  2-  i. 
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el  continues  quel  que  soit  x.  Leurs  dérivées  se  déduisent  des  for- 
mules (3G)  : 

l   (cli^)  =  =  slir, 


ng) 


(shr  )'  = 


=  c  11  a: . 


La  fonction  cli^r  est  une  fonction  paire  et  toujouis  positive.  La 
fonction  sh.r  est  impaire  et  possède  le  signe  de  x.  Pour  x  =  o,  elles 
sont  respectivement  égales  à  i  et  à  o.  Pour  j:*  =  +  tc,  elles  deviennent 

infinies  comme  l'exponenlielle  —  ?  car  e^^  tend  vers  zéro.  Les  varia- 
tions des  deux  fonctions  sont  dès  lors  évidentes  et  sont  représentées 
par  les  deux  courbes  ci-contre  (//i?.  21). 

Fie.  2t. 


Les  fonctions  hyperbolJc/ues  donnent  lieu  à  des  formules  ana- 
logues à  celles  qui  existent  pour  les  fonctions  circulaires.  On 
peut  d'ailleurs  les  en  déduire  très  rapidement  par  lemploi  des  for- 
mules (38).  Par  exemjile,  la  relation 


co?,' X  -)-  sin-a?  =  1 


devient,  en  v  remplaçant  x  par  ix, 


ch-a"  -+-  {i  ^\\x )-  =  I . 


OU 

(4o) 


clr-a-  —  sli^a;  =  i      ('  ). 
De  même,    les   formules    cpii    donnent  cos^a -\- b)  et  ?,'\n{a-\-h) 


(')  C'est  à  celle  relation  (juc  les  fondions  liypciholiqiies  doivent  leur  nom.  telles 
pcrmellent  en  elTet,  d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  ISI  de  l'Iiyper- 
bole  équilatère  x'  —  j'^  =1  (  l.  II)  par  les  formules  x  —  cli  9,  y  =  sli  9,  tout  à  fait 
analogues  aux  formules  a;  =  ces 'f,   t' =  sin  9,  qui    expriinent  les   coordonnées  d'un 
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I  |l 


(le\  leniienl 


(42) 


ch( a  -^  ù)  ^=  ch  a  c\\  0  —  i  sha.ish  b  =  cha  c\\b  -h  ?li  a  sli  6, 

i  sh( a  —  b )  =  isha  chb  -h  i  sli b  cha, 

sh(  rt  -r-  i  )  =r  sh  a  cil  b  -{-  shb  ch  c/. 


Le  lecteur  découvriia  sans  [)eine,  de  cette  nianirre,  toutes  les  for- 
mules de  la  Trigononiélrie  hyperbolique.  Mais,  il  convient  d  ob- 
server que  le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  ne  peut  être  consi- 
déré comme  une  démonstration  que  si  Ton  a,  au  préalable,  étendu 
aux  arcs  imaginaires  les  formules  établies  pour  de.-i  arcs  réels.  Comme 
celte  extension  s  Opère  au  moven  des  formules  (33),  on  voit  que  la 
véritable  démonstration  des  identités  de  la  Trigonométrie  hyperbo- 
lique consiste  simplement  à  les  vérifier  en  partant  des  formules  de  la 
définition  (36).  Néanmoins,  le  procédé  indiqué  ci-dessus  est  un 
moyen  mnémonique  commode  [)our  retrouver  les  formules  quand  on 
les  a  oubliées  i  M,  ou  pour  les  découvrir  quand  on  les  ignore. 

Signalons  enfin  les  tangente  et  cotangente  hyperboliques,^  défi- 
nies par 


coth  j"  = 


e-^  -r-  6" 

e^  —  e- 


et  dont  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'étudier  les  propriétés. 

point   quelconque   du  cercle  Irigonoméliique.    La    variable  s  peut  d'ailleurs  s'inter- 

i  'a-   -!-• 


prêter,    dans   les    deux    cas,    d'une   nianicre  identique  ;  c'est  le  double  de  l'airedu  sec- 
teur OAM  {ftg.  22). 

(')     Nous  conseillons  même    au  lecteur  de  n'essayer  de    retenir  (|ue    les  formules 
(  4")'  (  4'  ).  (  '(2  )  et  aussi  les  dérivées  (  3r)  ). 


CHAPITRE  YlII. 

DÉVELOPPEMENTS  LIMITÉS. 


HO.  Développements  d'ordre  n.  —  Dans  le  Chapitre  précédent, 
nous  avons  vu  que  certaines  fonctions  peuvent  être  développées  en 
série  entière,  tant  que  x  reste  compris  dans  un  intervalle  de  la  (orme 
( — K,  H-R).  Mais  cela  n'est  pas  toujours  possible.  D'autres  fois,  il 
est  impraticable  d'arriver  à  l'expression  du  terme  général  de  la  série. 
Or,  le  cas  est  très  fréquent  où  il  n'est  pas  utile  d'avoir  le  développe- 
ment tout  entier,  mais  seulement  ses  premiers  termes. 

D'une  façon  précise,  nous  appellerons  développement  d^ordre  n 
de  la  fonction  y  =y(^),  au  voisinage  c/e  :r  =  o,  toute  expression  de 
la  forme 

(i)  y  =  Gq-^  ciix  -^  a^x"^-^.  .  .-\-  a^x"  ^  }.t"+'^, 

égale  à  y  pour  toutes  les  valeurs  de  x  d'un  certain  intervalle  ( —  /', 
H-  /•)  comprenant  zéro,  et  où  les  a/  désignent  des  constantes  dont 
certaines  peuvent  être  nulles  et  \  une  fonction  de  x  dont  on  ne  con- 
naît pas  la  valeur  explicite,  mais  dont  on  sait  seulement  quelle  reste 
finie  lorsque  x  tend  vers  zéro  (n"  38).  Le  terme  )wr"+'  sera  appelé 
le  reste.  Il  tend  vers  zéro  avec  x  (n"  68,  note  de  la  page  82). 

L'utilité  de  semblables  développements  apparaîtra  à  plusieurs 
reprises  dans  le  cours  de  èel  Ouvrage.  Nous  ferons  seulement  observer 
ici  que,  si  l'on  considère  :r  comme  un  infiniment  petit  principal  ou  du 
premier  ordre  (n°  120),  le  développement  {\)  pern^et  de  remplacer  y 
par  un  polynôme  de  degré  x,  avec  une  erreur  hx'^"^^  d'ordre  infi- 
nitésimal au  moins  égal  à  /t-j-i,  comme  il  résulte  de  ce  que  A 
reste  fini  pour  :r  =  o. 

Si  un  développement  d'ordre  n  existe  pour  une  fonction  donnée 
et  une  valeur  donnée  de  n,  il  est  unique.  En  eU'et,   imaginons  un 
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deuxième  développement 

y  =  o'q  -1-  a',  .r  -+-  .  .  .  -f-  a'„  x"  -+-  X'a?"-*-'. 
On  aurait  identiquement,  dans  l'intervalle  ( — /■,  + /"), 

(2)  «9  -i-  a'j  ar  -(-...  -f-  a"i  x"  -f-  )/'.r"+i  =>  o, 

en  posant  d[  =  a\  —  «,-, 

X"=X'— X. 

Faisons  a;  =  o  ;  comme  à"  reste  fini,  tous  les  termes  s'annulent,  saut 
le  premier;  donc,  il  faut  déjà  quca^  soit  nul.  Soit  alors  a  le  premier 
coefficient  non  nul.  On  a 

(3)  a-/^  («';,+  «;,+  ,  37 -+-... -f- X"a'«+i-/^)  =  0. 

Or,  si  X  est  très  voisin  de  zéro,  la  parenthèse  est  très  voisine  de  a  ; 
car  c'est  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  qui,  sauf  le  premier, 
tendent  vers  zéi'o  avec  x  (n°  07).  On  peut  donc  trouver  un  intervalle 
( — p,  +  p),  intérieur  à  ( — /•,  + /'),  pour  lequel  elle  est  comprise 
entre  a  — z  et  a" -h  s,  z  étant  choisi  plus  petit  que  \ci„\-  Dans  ces 
conditions,  elle  ne  peut  s'annuler  et,  par  suite,  si  l'on  excepte  la 
valeur  .2;  ^o,  l'égalité  (3)  ne  peut  avoir  lieu,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hjpothèse.  Donc,  a',=  o,  et  par  conséquent, 

«0  =  «'1  =  ...  =  «;;  =  o. 

L'égalité  (2)  se  réduit  alors  à  )/'=:  o.  Finalement,  on  voit  que 
«i  =  «u,         «',  =  ai,  ...,         a'n^an\         X'=X     (»). 

C.  Q.  F.  D. 

111.  On  peut  aussi  considérer  des  développements  au  voisinage 
dhine  valeur  quelconque  x^^  de  la  variable.  On  pose  x  —  Xo  =  h  et 
Ton  aj)pelle  encore  développement  d  ordre  n  une  expression  de  la 
forme 

(4)  /(-ro-^-  h)  =  bo^bi/i  -h  ô-./i^-t-.  .  .-h  b„/i"-+-  a/;''-^', 


(')  Le   lecteur  comparera  cette   démonstration  avec   une   démonstration  analogue 
donnée  au  n°  101. 
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OÙ  les  bi  sont  des  conslanles  et  u  une  fonction  de  li  qui  teste  finie 
quand  Ji  lend  vers  zéro. 

Eullii,    on    peut   considérer  des   dcveloppenienfs    au    voisinage 

de  X  =  X.  On  pose  -  =  h  et  l'on  appelle  développement  d^ ordre  n 

une  expression  de  la  forme  (4),  ou 

(5)  /(a7)  =  c 


X  X''-  Xn  X"-- 


V  restant  fini  pour  x  infini. 

Chacun  de  ces  développements  permet  de  représenter  y  (j:)  par  un 


polynôme  en  x  I  ou  en  —  I  >  avec  une  erreur  dorure  au   moins  égal 

à    /?  H- I ,    si    X  —  Xo    (ou    —  )    est    pris    pour   infînimenl   petit    prin- 
cipal (n-  120). 

ll^.  Les  développements  précédents  ne  sont  pas  toujours  pos- 
sibles. Ils  exigent,  en  particulier,  que  la  fonction  soit  finie  pour  .r  =  o, 
x^  ou  oc,  sui\ant  qu'on  a  affaire  aux  développements  (i),  (4)  ou  (5). 
C'est  pourquoi  il  est  utile  d'envisager  Vextension  suivante  : 

Imaginons  cpi'il  existe  un  nombre  a,  fractionnaire  ou  irrationnel 
s'il  est  ])Ositif,  quelconque  s'il  est  négatif,  lel  que  le  produit  yx~'^ 
admeile  le  dévelojipement  (i)  au  voisinage  de  .r  =  o.  Nous  pourrons 
alors  écrire 

(G)  j  =  «oar^-f- ('7i,r*-+-'  +  .  ..+ a„a7='+«-+-X:r*+"+'. 

Ce  développement  difTèie  de  (i)  en  ce  cpf/V  renferme  des  expo- 
sants soit  fi  actionnaires.!  soit  négatifs.  Il  ne  permet  plus  de  repré- 
senter approximativement  y  par  un  |)olynome,  mais  par  le  produit 
d'un  polynôme  par  j"*.  L'erreur  Â.r^+""'"'  n  est  infiniment  petite  que 
si  'j.-\-n-\-\  est  >■  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  a  est  entier  négatif,  le  développement 

comprend  (abstraction  faite  du  reste)  un   polviioine  en  -  et,  si  n  est 
assez  grand,  un  polvnome  en  x. 

Pour  une  fonclioii  (loiuK'e  et  iint;  valeur  donnée  de  //,  le  dévelop- 
pement est  unique.  \i.u  effet,  d'abord  le  nombre  a  est  caiactérisé  par 
la  pro|)riété  que  le  produit  yx   '^  tende  vers  une  limite  finie  et  non 
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nulle  pour  ^  =  o  (' L  En  second  lieu,  nous  savons  que  yx^^  ne  peut 
être  développé  (jue  d'une  seule  manière  (n°  110). 

On  peut  envisager  la  même  extension  au  voisinage  de  Xq  ou  de 
l'infini.  Dans  ce  dernier  cas,  on  a  un  développement,  de  la  forme 

(7)  j^  =  «o^r^-f-  ai  j-î^-i-f-.  .  .-I-  a,ix'^-"  -^  Xx'^-"-^, 

ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  le  nombre  a  pou- 
vant être  soit  positif,  soit  fractionnaire. 

Quelle  que  soit  la  forme  de  développement  qu'on  ait  à  calculer, 
on  peut  toujours,  d'après  ce  qui  précède,  se  ramener  à  un  dévelop- 
pement de  la  (orme  (i).  Nous  allons  donc  voir  comment  on  calcule 
ceux-ci. 

113.  Méthodes  directes.  —  11  s'agit  de  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

Etant  donnés  une  fonction  de  x,  finie  et  continue  pour  ^  =  o, 
et  un  nombre  naturel  /?,  calculer  le  développement  cV ordre  n  de 
cette  fonction.  C'est-à-dire  (pie  nous  voulons  calculer  les  coeffi- 
cients rto>  <^)î  •••■!  ^11  ^t  nous  assurer  que  A  reste  fini  quand  x  tend 
"vers  zéro. 

La  marche  à  suivre  diffère  suivant  la  fonction  à  laquelle  on  a 
aflalre.  \Jn  premier  cas,  très  simple,  est  celui  où  Von  connaît  le 
développement  de  la  fonction  en  série  entière.,  soit 

(8)  y  =  «0-!-  oix  '^.  .  .-h  a„x"-i-  r/„+,  37"+' -f- 

On  peut  alors  écrire 

y  =  ao-+-  aix  -h.  .  .-\-  a„x"-\-  x"-^U  rt/i+i  -+-  a„+2^  -+-...). 

La  parenthèse  A  est  une  série  entière  de  même  intervalle  de  con- 
vergence que  la  série  (8).  Elle  est  donc  continue  pour  x  =  o  (n°  101)  ; 
elle  tend  vers  «„_,.,  lorsque  x  teud  vers  zéro  et,  par  conséquent,  reste 
finie.  Donc,  pou/-  avoir  le  développement  d'ordre  n  de  r,  il  sufiit 
de  prendre  les  premiers  termes  de  la  série  entière,  jusqu  au  terme 
en  x"  inclusivement. 

(')  Cela  le  détermine  coiiiplelemeiil,  cai-  si  deux  nombres  a  cl  a'  jouissaient  de 
celle  propriété,  le  quolient  — :  =  x^'-^  devrait  tendre  vers  une  limite  finie  et  non 

yj-'"- 

nulle,  ce  qui  n'est  pas  j)cissiljle  pour  a'  /;  2. 

Haag.  —  Cours,  I.  10 
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lli.  En  verlu  de  la  foi'iiiiile  (114)  du  (ùliapilrc  ^  11,  on  peul  écrire, 
SI  1  on  \eut, 

(9)        .A.r)=/(o)  +  r/'(o)  +  ^/"(o)-4-...^^/^«)(o)-HÀ:r«-^i. 

Nous  sommes  condiiils  à  nous  demander  si  ce  dévelopj)ement  n'esl 
pas  valable,  quand  bien  même  on  ne  sérail  pas  assuré  de  la  conver- 
gence de  la  série  de  Mac-Laurin. 

Jl  esl  clair  que,  quel  que  soit x  eL  pourvu  que  les  déi'ivées  /"'(o),  ..., 
/'■"'(o)  existent,  on  a  toujours  Je  droit  d'écrire  la  formule  (9).  quitte 
à  déterminer  A  par  cette  équation  même.  Mais,  on  ne  sait  pas  si  A  res- 
tera fini  lorsque  j:  tendra  vers  zéro.  Nous  allons  montrer  qu'il  en  est 
certainement  ainsi  si,  au  voisinage  de  zéro,  la  J onction  admet  des 
dérivées  finies  j usqu  à  V ordre  n  +  1  inclusivement. 

D  une  façon  précise,  adinetlons  l'existence  de  ces  dérivées  finies 
dans  l'intervalle  (o,  x).  Je  dis  qu'on  a 

6  étant  un  certain  nombre  compris  entre  o  et  1. 

Pour  le  prouver,  nous  emploierons  l'artifice  suivant  (').  Considé- 
rons la  fonction 

(II)     Y(z)  =  f{z)  +  ix-z)f\z)^^''^^^  f"{z)^... 

{ X "  )/■'  {  r z)" 

+  ,        fi'\z)^...^  — -j f^'Hz)  +  {x-z)"^^\. 

On  a  identiquement 
et,  en  vertu  de  (  <)), 


V(o)=f(x). 


D'autre  part,  la  fonction  F(:;)  est  finie  et  continue  dans  l'inter- 
valle (o,  x)  et  y  admet  constamment  une  dérivée  finie;  cela  résulte 
en  effet  de  l'existence,  dans  cet  intervalle,  des  dérivées  de/(:;)  jus- 
(ju'à  Tordre  n  -\- 1 .  On  peut  donc  lui  jipplitpicr  le  théorème  de 
liolle  (n"  61)  et  écrire  <pie  F'(:;)  s'annule  pour  une  valeur  comprise 


(')    f^oir  une   déinonslriilion    un    peu    ilidcrcnlc  dans  Leçons   (n"î?32).    Comparer 
aussi  avec  la  démonslralion  du  n"  150. 
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entre    o    et   x,   cest-à-dire    de    la    forme    hx.    Or  F'(:;)    se    calcule 
aisément 


Y\z)  =  {T-zr 


Ail  -^  l  1 


En  faisant  z  =hx,  et  remarquant  que  (x  —  z)"  ne  peut  s'annuler, 
on  a  la  formide  (i  o). 

Finalement,  si.  entre  o  et  x,  la  fonction  fi  x)  admet  des  dérivées 
finies  jusqu'à  l'ordre  n  ^- \  inclusivement,  on  a  la  formule 

Cette  formule  s  appelle  /o/7?îw/ê  de  Mac-Laurin. 

Si  les  n  -t-  I  premières  dérivées  existent  et  sont  finies  clans  l'in- 
lervcdle  { — /■,  -h  /■),  elles  constituent,  pour  cet  intervalle,  le  déve- 
loppement cV ordre  n  de  la  fonction^  car  lorsque  x  tend  vers 
zéro,  /'f"+'^('îlx)  reste  fini. 

i  lo.  Si  nous  supposons  maintenant  l' existence  des  (  /?  -|-  i  )  pre- 
mières dérivées  dans  V intervalle  {x^-^.  Xa-{-  A),  nous  pouvons  appli- 
quer la  formule  de  Mac-Laurin  à  la  fonction  C5(  ;  i  =  /  (  .To  ^  -  )  et 
[)Our  l'intervalle  (o.  h),  car  les  dérivées  de  'H  z)  sont  évidemment 
/'(Xq-t-  •3),  f"\  Xn-r-  z) Nous  obtenons  alors  la  formule  de  Taylor 

l  f(^o^  h)  =/(-2"u  I  ^  hfix^,)—  ^f"ix^)-^.. . 

Elle  donne  un  développement  d  ordre  n  au  voisinage  de  x^^. 

liemaïques.  —  I.  Dans  le  cas  où  la  fonctlony(>r)  est  un  j)olvnome 
de  degré  n,  la  formule  de  Tavlor  est  évidemment  applicable.  Seu- 
lement le  reste  est  nul,  puisque  la  dérivée /*'"''■'  (j;)  est  identiquement 
nulle.  La  vérification  directe  n'offre   d'ailleurs  aucune  difficulté   et 
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oonslilue  une  application  très  simple  de  la  formule  du  binôme  (n"  2o). 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  la  faire. 

II.   Pour  /?  ==  o,  on  retrouve   la  formule  des  accroissements   finis 

(n°62). 

IIG.  Méthodes  indirectes.  —  Nous  venons  d'indi([uer  deux  pro- 
cédés directs  pour  calculer  les  développements  limités.  Nous  allons 
montrer  maintenant  comment  on  peut  en  déduire  d'autres  méthodes, 
rpie  nous  qualifierons  de /??e^/iOf/e5  indirectes.  Elles  consistent  toutes 
à  regarder  la  fonction  y(,r)  comme  provenant  de  fonctions,  dont  les 
développements  sont  connus,  par  la  combinaison  des  opérations  sui- 
vantes : 

Addition.  —  Pour  avoir  le  développement  d'ordre  n  de  la 
somme  de  plusieurs  fonctions.,  il  suffit  d  ajouter  terme  à  terme 
les  développements  d'ordre  n  de  ces  fonctions.  Cette  règle  est 
évidente. 

Multiplication.  —  Soit  à  multiplier  les  deux  fonctions 

I  y  =  ao  -+-  ai  :r  -t-  .  .  . H-  rt,2  a?"  -t-  X x"+  ' , 
I    -  —  ^0-4- 6,a7H-.  .  .-H  6,4  3"'  + [JLX"+'. 

Considérons  ces  deux  développements  comme  des  polynômes  et 
formons  leur  produit,  en  l'ordonnant  suivant  les  puissances  crois- 
santes rie  ,r.  Il  est  évident  ({ue,  jusqu'au  terme  en  x"  inclusivement, 

les  coefficients  de  ce  produit  ne  dépendent  que  de  a^,  a ,  f//,, 

^0,  •••,  f^n'i  ce  sont  des  constantes  parfaitement  connues.  Quant  aux 
termes  suivants,  nous  les  réunissons  pour  y  mettre  x"+'  en  facteur. 
Nous  obtenons  ainsi 

yZ  =  Co+  Ci^"  -1-,  ,  .4-  c„a7"-i-  pa7"  +  '. 

Le  coefficient  p  se  présente  sous  la  forme  d'un  poljnome  en  .r,  A,  [o.; 
donc.  lors(|U(^  .x  tend  vers  z«'ro,  il  reste  fini,  puisqu'il  en  est  ainsi 
de  A  et  <)..  l' inalement,  nous  avons  la  règle  suivante  :  Pour  avoir  le 
développement  d'ordre  n  du  produit  de  deux  fonctions,  on  multi- 
plie les  développements  d'ordre  n  de  ces  deux  fonctions  et  Von 
fait  rentre/'  dans  le  reste  tous  les  termes  de  degré  supérieur  à  n. 
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117.  Division.  —  Soit  maintenant  à  diviser^  par  5,  en  supposant 
ba^O'  Considérant  toujours  les  développements  comme  des  poly- 
nômes, divisons  le  premier  par  le  second,  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  (n'^  202).  Il  est  manifeste  (|ue  les  coefficients  A  et  tj. 
ne  pourront  s'introduire  au  cpiotient  qu'à  partir  du  terme  en  .r"+'. 
Dès  lors,  arrêtons  notre  division  au  terme  en  x" ,  et  écrivons  l'identité 
de  la  division.  En  appelant  Q  le  quotient,  on  a  (n"  202), 

^  =  Q  4-  ar"+i  - , 
z  z 

R  désignant  un  polynôme  en  x^  A,  a,  qui  reste  fini  pour  x  =  o^  puis- 
qu'il en  est  ainsi  de  A,  [j..  Celte  identité  est  de  la  forme 

y 

le  coefficient  p  =  — ■  reste  fini  pour  a?  =:  o,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  R 

et  que  z  tend  vers  bo^  o.  D'où  la  règle  suivante  :  Pour  avoir  le  dé- 
veloppement d'ordre  n  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  ne 
s'annule  pas  pour  x^o,  on  divise  le  développement  d'ordre  n  du 
numérateur  par  le  développement  d'ordre  n  du  dénominateur^ 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  en  s' arrêtant  au  terme 
en  x" . 

118.  Fonction  de  fonction.  —  Soit  enfin  j  =/(-).  ^  étant  une 
fonction  de  x,  nulle  pour  ,r  =  o.  Supposons  qu'on  ait  les  dévelop- 
pements 

(i6)  Z  =  l)\X  ^  b-2X'^-\- . .  .-f-  b,iX"-T-  iix"-^K 

Nous  voulons  le  développement  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  x. 
Portons  (i6)  dans  (i5),  développons  les  puissances  de  :;  et  ordonnons 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Les  coefficients  X,  u.  ne  peu- 
vent évidemment  s'introduire  qu'à  partir  du  terme  en  x"'^* .  Nous 
aurons  donc,  en  groupant  tous  les  termes  qui  renferment  x"'^'  en 
facteur, 

y  =  Co-i-  Cix  -\-  CiX--i-  . .  .^c„x" -h  çi x"-^^, 

pétant  un  polynôme  en  x.  A,  u,  donc  fini  pour  x  =  o.  D'où  la  règle  : 


IDO  CHAPITRE   VIII.    —    DEVELOPPEMENTS   LIMITES. 

Pour  a\'oir  le  développement  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  x^ 
on  substitue  le  développement  d'' ordre  n  de  z-  dans  te  dévelop- 
pement d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  z,  en  faisant  rentrer  dans 
le  reste  tous  les  termes  de  degré  plus  grand  que  n. 

Telles  sont  les  opérations  qui,  dans  la  pratique,  permettent  d'ob- 
tenir le  plus  rapidement  possible  les  développements  limités  de  fonc- 
tions parfois  très  compliquées  et  pour  lesquelles  la  formule  de  Mac- 
Laurin  serait  impraticable,  à  cause  du  calcul  des  dérivées  successives. 
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INFINIMENT  PETITS.  —  FORMES  INDÉTERMINÉES. 


119.  Infiniment  petits.  —  On  appelle  infiniment  petit,  une  quan- 
tité variable  qui  tend  vers  zéro. 

Cette  quantité  variable  peut  être  considérée  comme  une  variable 
indépendante  et,  dans  ce  cas,  on  entend  simplement  par  ce  qui 
précède  que,  parmi  les  valeurs  numériques  atlribualiles  à  ,/•,  on  ne 
s'occupe  que  de  celles  qui  sont  voisines  de  zéro,  ou,  d'une  façon  plus 
précise,  intérieures  en  valeur  absolue  à  tel  nombre  positif  t  qu'on 
veut  bien  choisira  1  avance.  Mais,  la  plupart  du  temps,  Tinfiniment 
petit  est  une  fonction  d'une  variable  indépendaute,  qui  a  pour  limite 
zéro  dans  certaines  conditions,  qui  sont  généralement  que  la  variable 
indépendante  tende  vers  une  valeur  déterminée,  finie  ou  infinie.  Ce 
qu'il  faut  entendre  par  là  a  été  expliqué  d'une  manière  précise  à 
propos  de  la  continuité  des  fonctions  (n°  38). 

Par  exemjile.  sin  x  est  un  inliniment  petit  quand  x  tend  vers  zéro, 

ou,  comme  on  dit  encore,  en  même  temps  que  x.  De  même  -, 

'  '  Il  log(i  — a") 

est  un  infiniment  petit  qu^md  x  tend  vers  —  i  par  valeurs  supé- 
rieures; e"  est  un  infiniment  petit  quand  x  tend  vers  —  ^  !  —  est  un 
infiniment  petit  (juand  x  tend  vers  rtzco. 

l!20.   Comparaison  des  infiniment  petits.  —  La  fonction  y  est  dite 

infiniment  petite  par  rapport  à  la  (onction  r,  si  le  rapj)ort   —  fend 

vers  zéro.   La  fonction  z  est  alors   infiniment  grande  par  rapport 

ix  y  et  le  rap{)ort  -  tend  vers  finfini.   Si  l'on  suppose  en  outre  cpie  y 

et  :;  soient  deux  infiniment  petits,  on  dit  aussi  (jue  y  est  d' ordre  su- 
périeur  ii  z  aX  z  d'ordre  inférieur  à  y.  Deux  infiniment  petits  sont 
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dils  de  même  ordre  quand  leur  rapport  lend  vers  une  liinile  finie  et 
non  nulle,  ou.  plus  généralemenl,  (inil  par  rester  compris,  en  valeur 
absolue,  entre  deux  nombres  fixes  et  j)ositirs. 

Deux  fonctions  sont  dites  équivalentes  si  leur  rapport  tend  vers  i. 

THÉORf:AiF..  —  Pour  que  deux  fonctions  soient  équivalentes,  il 
faut  et  suffit  que  leur  différence  soit  infiniment  petite  par  rap- 
port à  chacune  d'elles. 

En  efTet,  le  rapport — ^,  |)ar  exemple,  est  égal  à  tt  —  i.  H  tend 

vers  zéro  si  -  tend  vers  i  et  réciproquement. 

Lorsqu'on  a  à  étudier  plusieurs  infiniment  petits  dépendant  d'une 
même  variable  indépendante,  il  est  avantageux  d'introduire  ce  qu'on 
appelle  un  infiniment  petit  principal.,  auquel  on  comparera  tous  les 
autres.  Cet  infiniment  petit  principal,  que  nous  désignons  par  la 
lettre  x,  peut  être  choisi  à  volonté.  On  peut  prendre  indifleremment 
l'un  des  infiniment  petits  proposés  ou  bien  un  infiniment  petit  nou- 
veau quelconque.  Mais,  bien  entendu,  on  doit  toujours,  autant  que 
possible,  faire  son  choix  de  manière  à  obtenir  les  calculs  les  plus 
simples. 

L infiniment  petit  principal  x  étant  choisi,  on  peut  le  prendre 
comme  nouvelle  variable  indépendante  et  calcider  tous  les  autres 
en  fonction   de   x.    Un  infiniment  petit  y  est  dit   infiniment  petit 

d' ordre  p  si  le  rapport  —^  tend  veis  une  limite  A  finie  et  non  nulle  (  '). 

Le  nombre  /?,  qui  est  dit  V ordre  infinitésimalAey,  doit  être  évi- 
demment positif;   mais  il   peut   être   entier,   fractionnaire  ou   incom- 

1 
mensurable.  Il  n'existe  d'ailleurs  pas  toujours.  Par  exemple,  <>    *' 

est  d'ordre  infinitésimal  infini,  en  ce  sens  que,  si  grand  que  soit/*, 
1 

le  rapport — —  tend  vers  zéro  en   même  lenq)s  (jue  x.,  comme  on  le 


voit  en  posant  --  =  ^,  et  se  reportant  au  n"  1)6.  JJe  même,  y  =  ■; 

est,  pour  X  infiniment  petit  j)0sitif,  d'un  ordre  infinitésimal  infi- 
niment petit,  en  ce  sens  que,  si  petit  tpie  soit  le  nombre  positif />,  le 


(')  Ou,  plus    généralement,    a    une    valeur  aljsolue  (jui  reste  comprise  entre  deu; 
nombres  fixes  et  positifs. 
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rappori  ^  lend   vers  — oc  pour  .r  =  H- o  (n"  96).   Par  contre,  siii^, 
par  exemple,  est  du  premier  ordre;  ^   i  —  cosj?  est  de  Tordre  ->  •  •  •  • 

121.  Partie  principale.  —  Revenons  au  cas  où  y  est  d'un  ordre 
déterminé  p,  le  rapport  '—  ayant  pour  limite  A.  On  appelle  partie 
principale  de  y  la  quantité  AxP.  C'est  un  infiniment  petit  équi- 
valent^ de  la  forme  S.xP,  A.et  p  désignant  des  constantes  conve- 
nables. 

Il  est  utile  d'admettre  l'extension  suivante.  Imaginons  une  fonc- 
tion y  dont  on  ne  connaisse  pas,  a  priori,  la  limite  pour  j7  =  o,  cette 
limite  pouvant  être  nulle,  finie  ou  infinie.  Nous  conviendrons  encore 
d'appeler  partie  principale  de  y  toute  expression  de  la  forme  A.xP 
telle  que  -^ — ^  tende  vers  \  pour  x^  o.  Mais,  cette  fois,  V exposant  p 
ne  sera  pas  nécessairement  positif.  Il  pourra  être  nul,  auquel  cas 
y  aura  pour  limite  A  ;  ou  négatif,  auquel  cas  y  deviendra  infini 
pour  X  ^  o  et  sera  dit  un  infiniment  grand.  Dans  tous  les  cas, 
p  sera  encore  appelé  Cordre  infinitésimal  de  y,  cet  ordre  pouvant 
donc  être  positif,  négatif  ou  nul. 

Au  lieu  de  prendre  comme  variable  de  comparaison  un  infiniment 
petit,  on  peut  aussi  prendre  un  infiniment  grand,  qu'on  appelle  inf- 
niment  grand  principal.  La  partie  principale  dune  fonction  y  se 
définit  toujours  comme  étant  une  expression  de  la  forme  Axp  telle 
que  -tt;  tende  vers  i  pour  jc^x.  L'exposant  p  est  encore  dit 
Vordre  infinitésimal  de  y.  Mais,  cette  fois,  suivant  qu'il  est  >■  o 
ou  «<  o,  }'  est  infiniment  grand  ou  iniiniment  petit. 

122.  Calcul  des  parties  principales.  —  Nous  nous  bornerons  au 
cas  où  la  variable  principale  x  est  infiniment  petite,  le  cas  où  elle  est 
infiniment  grande  se  ramenant  à  celui-là  par  le  changement  de  .r  en  —  • 

Pour  calculer  la  partie  principale  de  la  fonction  jk?  if-  sujfit  d^en 
chercher  un  développement  limité,  suivant  l'une  des  méthodes 
exposées  au  Chapitre  précédent,  et  de  prendre  le  premier  terme 
non  nul  de  ce  développement. 

En  ePTet,  si  \.xP  désigne  ce  premier  terme,  on  a 


y  =  A^/'-i-  X  ar/'+i  =  S.xi>  (  i  -f-  -r  ^] 


l54  .  CHAPITRE    IX. 

Comme  \  et.  par  suite,  -^  restent   finis   (lunnd   .r  tend  vers  zéro, 

A  ...  .  1'  . 

—  X  est  un  inliniment  petit  et  — a  bien  i)Oiir  limite  1  unité. 

A  '  Ax''  ^ 

Si  le  dé\eloppement  est  calculé  par  la  formule  de  Mac-T^aurin,  on 

?'/'    . 
voit  (pie  la  partie  j)rLncipale  (le  f(x)  e5^  — j- / '/'^  (o),  en  supposant 

que  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  avec  x  est  d'ordre  p  ('). 

Cette  règle,  très  simple  en  ihéoiie,  est,  la  plupart  dn  temps,  jieu 
commode  et  souvent  même  impraticable.  En  outre,  elle  exige  des 
conditions  qui  ne  sont  pas  toujours  remplies. 

La  véritable  méthode  pratique  consiste  généralement  à  employer 
les  procédés  développés  aux  n"^  116,  117  et  118.  11  convient,  à  ce 
propos,  de  faire  quelques  observations. 

Tout  d'abord,  la  partie  principale  du  produit  ou  du  quotient  de 
plusieurs  fonctions  est  le  produit  ou  le  quotient  des  parties  prin- 
cipales de  ces  fonctions. 

Jin  effet,  si  j',  ^,  //,  par  exem|)le,  ont  pour   parties   principales  y\ 

I       I     \  y      z       a  1  •      •  I  •  1 

z  ^  u  ,   tes  raj)ports  — ,?   —'—,•>  ont  pour  iimile  i;  donc  aussi  teur  pro- 
duits (n"  68),  c'est-à-dire  le  rap|)oit  — ^f — :■  En  outre,  y' z' u'  est  bien 

de  la  forme  Xxf,  s'il  en  est  ainsi  de  t',  ;',  //. 

Pour  une  soninie^  les  choses  se  passent  d^ une  façon  moins 
simple.  Soit  encore,  pour  fixer  les  idées,  les  Irois  fonctions  r,  :■■,  m, 
de  somme  S.  S'il  v  en  a  une  tlont  l'ordre  est  plus  petit  (jue  celui 
des  autres,  soit  par  exemple  )',  la  partie  [)rincipale  S'  de  S  est  mani- 
festement >''.  Si  les  trois  fonctions  ont  mènie  ordre.  S'  est  égale  à 
y' -\-  z' -\-  u\  à  moins  que  cette  somme  ne  soit  identiquement  nulle. 
Dans  ce  cas,  l'ordre  de  S  dépasse  l'ordre  commun  à  r,  :?,  u,  et,  pour 
avoir  S',  il  faut  pousser  les  di'-veloppements  de  r,  ;,  //  au  delà  du 
premier  terme  non  nul.  ()n  ne  sait  d'ailleurs  pas  a  /j/Zo/f  combien 
il  faudra  calculer  de  termes,  car  il  peut  arriver  (jiie  ceux-ci  se 
détruisent    successivement  dans   S,   jusrpi'à   un    rang   assez  éloigné. 

(')  Ceci  cxise.  bien  enlendii,  les  conditions  relatives  à  la  forimilc  de  Mac-Laurin, 
c'esl-à-dire  que  les  p-hi  premières  dérivées  existent  cl  soient  linics  au  voisinage 
de  a;  =  o.  Toutefois,  on  peut  ne  rien  supposer  sur  la  dcri^(■c  (p  -t-i)''"",  quand  on  sait 
que  la  dérivée  p'''"^^-  est  (inic  et  continue.  On  n,  en  cfTct,  dans  cette  livpolliése, 
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Pour  être  sûr  de  ne  pas  faire  de  calculs  inudlcs,  voici  comment 
il.  confient  de  procéder. 

On  met  en  train  tous  les  calculs  auxiliaires^  en  prenant  un  seul 
(ctme  dans  cli;ujuc  développement.  Si  le  résultat  n'est  pas  nul,  on  a 
la  partie  principale  cherchée.  Sinon,  on  poursuit  tous  les  calculs,  en 
prenant  un  terme  de  plus.  Si  le  résultat  n'est  pas  nul,  on  a  la  partie 
principale  cherchée.  Sinon,  on  poursuit  tous  les  calculs,  en  prenant 
un  terme  de  plus.  Et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  cpion  arrive  à  un 
résultat  non  identiquement  nul. 

Il  est  à  remarquer  que  tout  ceci  s  applique  à  des  fonctions  d  ordre 
quelconque^  positif  ou  négatif,  entier,  fractionnaire  ou  incommensu- 
rahle. 

Si  nous  avons  tant  insisté  sur  le  calcul  des  parties  principales, 
c'est  que  les  applications  en  sont  très  nomhreuses.  Nous  en  avons 
déjà  rencontré  une  dans  l'étude  des  séries  (  n"  55).  Nous  en  verrons 
d'autres  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage,  particulièrement  en  Géométrie. 

Pour  l'instant,  nous  signalerons  seulement  les  suivantes. 

l'23.  Étude  d'une  fonction  au  voisinage  d'une  valeur  déterminée 
de  la  variable.  —  I^orsqu'on  veut  étudier  une  fonction  au  voisinage 
dune  valeur  particulière,  finie  ou  infinie,  de  la  variable,  la  méthode 
générale  consiste,  lorsque  cela  est  possible,  à  la  remplacer  par  un  déve- 
loppement limité  (Chap.  ^  III  )  d'un  ordre  d'autant  plus  élevé  qu'on 
veut  une  approximation  plus  grande.  Mais,  dans  bien  des  cas,  la 
partie  principale  suffit.  C'est  ainsi  que  : 

Pour  avoir  le  signe  d^ une  fonction  au  voisinage  d' une  valeur 
de  .r,  //  suffit  de  prendre  celui  de  sa  partie  principale. 

En  ellet,  soit  à  chercher  le  signe  de  f{x)i\u.  voisinage  de  x^i. 
Prenant  x  —  Xq=^  h  pour  infiniment  petit  principal,  soit  \hP  la 
partie  principale  dey(.Z').  On  peut  écrire 

f{x)  =  A/i/'(l-h  £), 

£  étant  infiniment  petit  avec  h.  En  particulier,  on  peut  limiter  //  à  un 
intervalle  assez  petit  pour  que  |  î  |  «<  i  ;  dans  ces  conditions,  i  +  £ 
sera  >>  o  elf(x)  aura  le  signe  de  Ahf. 

Nous  ferons  dans  la  suite,  particulièrement  en  Géométrie,  un 
usage  assez  fréquent  de  cette  proposition.  Son  utilité  résulte  de  la 
facilité  avec  hupielle  on  aperçoit  le  sign*;  de   V/?/'.  S'\  p  est  irrationnel 
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OU  do  la  fm-ine  — ^>  h  doit  être  positif;  A/«/'  à  le  siiine  de  \.  Si  p  est 

de  la   forme  — - —  '  h    peut    être    ])ositif  <iu    n»'*i2alif.    Si  a   est    pair, 
im  ^  i  ^  '  ^  ^  ' 

KIiP  a  toujours  le  signe  de  A  ;  si  ^  est  impair,    VA/'  a  le  signe  de  h  on 

le  signe  opposé,  suivant  que  A  est  >>  o  ou  <<  o. 

Ajoutons  que  /"(.î  )  tend  vers  zéro,   rinlini  ou  une  valeur   tinie  non 

nulle,  suivant  que  jt  est  >>  o,  <<  o  ou  =  o. 

1^4.  On  peut  appliquer  ceci  à  V élude  de  la  variation  de  f{x) 
pour  X  =Xq.  Si  l'on  suppose  la  fonction  continue,  ^/(a?)  — /(^o)  ^st 
un  inHuiment  petit  en  même  temps  que  h.  Soit  A  A/'  sa  partie  prin- 
cipale ( /->  >  o).  Si  Ton  se  trouve  dans  un  des  cas  où  \/if'  a  nécessai- 
rement le  signe  de  A,  la  fonction  est  maximum  ou  minimum  suivant 

que  A  est  <<  o  ou  >  o  (n'^  63).  Dans  les  autres  cas,  c'est  '— —  et  par 
suite' — r^ qui  a  Je  siiine  de  A;   donc,  la  lonction  est  crois- 

/f  1  o 

santé  ou  décroissante  suivant  que  A  est  >-  o  ou  <<  o  (n°  G3). 

En  particulier,  si  A  A''  a  été  donné  par  la  formule  de  Tajlor,  p  est 
entier  et  égal  à  Tordre  de  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas 
pour  X  =Xq  (n°  l!22).  On  peut  alors  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Théouèmk.  —  Etant  donnée  une  fonction  gui  admet  des  dérivés 
successives  finies  et  continues  an  voisinage  de  x^  Jusqu'à  un 
certain  ordre,  si  la  première  de  ces  dérivées  qui  ne  s  annule  pas 
pour  j;  =  ^r,,  est  d  ordre  impair,  la  fonction  est  croissante  ou 
décroissante  suivant  que  cette  dérivée  est  positive  ou  négative:  si 
elle  est  cVordre  pair,  il  y'  a  maximum  ou  minimum  suivant 
quelle  est  négative  ou  pwsitive. 

En  particulier,  on  retrouve  ici  les  théorèmes  du  n"  65. 

125.  Formes  indéterminées.  —  Foutes  les  fois  (pTune  fonction  y" (.r) 
est  définie  dans  un  certain  intervalle  (<7,  6),  sauf  pour  une  valeur 
particulière  jCq  de  cet  intervalle,  on  dit  qu'e/Ze  se  présente,  pour 
cette  valeur,  sous  une  forme  indéterminée  ou  illusoire.  Lever 
V indétermination,  ou  chercher  la  vraie  valeur  de  la  fonction, 
c'est  calculer  la  limite  vers  lacpielle  tend  y  (.r)  quand  x  tend  vers  x^^. 
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Il  peut  d'ailleurs  arriver  (jue  celle  limite  nexisle  pas,  ou  bien 
diffère  suivant  que  x  tend  vers  Xq  par  valeurs  supérieures  ou  infé- 
rieures (cf.  n°  08). 

L'indétermination  peut  aussi  se  présenter  pourjc  infiui.  Ou  ramène 

ce  cas  au  précédent  en  posant  j;  =  -  • 

Règle  générale.  —  l-'ouf  trouver  la  vraie  valeur  cV  une  fonction 
pour  x=^Xa,  on  choisit  un  infiniment  petit  principal  nul  en  même 

temps    que  x  —  Xç^iou-,   si  ^0=^)   (')•    Puis   on    cherche    la 

partie  principale  de  la  fonction. 

Si.  en  effet,  \hP  désiyue  cette  jiartie  principale,  la  limite  de  la 
fonction,  quand  x  tend  vers  Xq  el,  par  suite,  h  vers  zéro,  est  o,  oc  ou  A, 
suivant  que  p  est  >-  o,  -<  o  ou  =  o. 

Remarques.  —  J.  Le  choix  de  Vinjiniment  petit  principal  e^l 
seulement   subordonné   à   la    condition    qu  il   s  annule    pour  x  =  ^g 

(ou    x^^cc).    Ou    le    prend    généralement    égal    à    x  —  Xq  (ou  -|; 

mais,  quelquefois,  il  vaut  mieux  le  choisir  autrement  pour  avoir  des 
calculs  plus  simples. 

II.  Dans  certains  cas,  //  suffit  d'aK'oir  f ordre  infinitésimal  de 
f{x),  ou  même  seulement  le  signe  de  cet  ordre.  Si  Ion  reconnaît  en 
effet  que  p  est  ^  o  ou  <^  o,  on  saura  que  la  vraie  valeur  cherchée  est 
o  ou  ce. 

III.  Il  arrive  qu'on  ne  peut  pas  choisir  h  de  manière  à  obtenir 
pour  f  {x  )  un  ordre  infinitésimal  déterminé.  Ceci  provient 
presque  toujours  de  la  présence  de  fonctions  exponentielles  ou  loga- 
rithmiques, auquel  cas  il  suffit  d'appliquer  les  principes  du  n"  90. 

IV.  Il  est  assez  fréquent  que  f{x)  se  trow^e  compliqué  de 
facteurs  ne  donnant  lieu  à  aucune  indétermination .  Il  faut  alors 
les  mettre  de  coté,  en  les  remplaçant  immédiatement  par  leurs 
limites. 


(')  Quand   x^  est    iiilini,   ou  peut  aussi,  si    l'on  veut,    ciioisir   un  infiniment  grand 
principal;  mais  c'est  généralement  moins  commode. 
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126.  Les  indicalions  qui  précèdent  sont  suffisantes,  croyons-nous, 
pour  permettre  au  lecteur  de  lever  les  indéterminations  courantes. 
Toutefois,  il  est  utile  de  lui  signaler  les  cliff éventes  formes  indéter- 
minées qu  il  pourra  rencontrer. 

1.  Forme  -  ('  ).  —  C'est  le  quotient  de  deux  infiniment  petits.   La 

o   '    '  ^  ' 

vraie  valeur  est  obtenue  en  les  remplaçant  par  leurs  parties  princi- 
pales (  n"  12Î2).  Observons  à  ce  propos  qu'il  convient,  si  l'on  veut 
éviter  des  calculs  pouvant  être  inutiles,  de  mener  de  front  la  recberclie 
de  ces  deux  parties  principales,  comme  il  a  été  expliqué  au  n°  122 
au  sujet  de  l'addition  des  infiniment  petits.  Dès  qu'on  obtient  un 
résultat  non  nul  à  l'un  des  termes  de  la  fraction,  la  question  est  visi- 
blement résolue;  car  si,  à  l'autre  terme,  on  a  encore  un  résultat  non 
nul,  cela  prouve  qu'il  est  d'un  ordre  infinitésimal  supérieur  au  pre- 
mier, et  l'on  est  ramené  à  la  Remarque  II  du  numéro  précédent. 

Citons  encore  une  règle  classique,  connue  sous  le  nom  de  règle  de 
l'/Iospital.  qui  est  quelquefois  commode  : 

r         /  •       •  /  •  f  (  -^  )  ■  '  ^  1        r  ^ 

La  limite  d  un  rapport  "■ qui  se  présente  sous  la  forme  - 

'  '  g  yx)    ^  '  •'  o 

est   es  aie    à    la    limite    du    rai)  port    •   ,      ,    des   dérivées   de    ses 

^  '  '  g  (  X  ) 

fermes. 

On  peut  donner  de  cette  proposition  une  démonstration  directe  basée 
sur  l'exercice  proposé  n"  3  relatif  au  Chapitre  \ .  Nous  nous  conten- 
terons de  faire  observer  qu'elle  n'est  efficace  que  si  l'une  au  moins 
des  dérivées, y  (^)  par  exem|tle,  ne  s'annule  pas  à  la  limite,  auquel 
cas  elle  résulte  de  ce  qui  précède,  car  la  paitie  principale  de  f{x) 
est  hf  (Xq)  (2). 

IL  Forme  -■  —  C'est  le  quotient  de  deux  infiniment  grands,  que 


(  '  )  Ce  synibolf  n'a  aucune  signification  par  lui-mùme,  puisque  n'importe  quel 
nombre  multiplié  par  zéro  donne  zéro  et  peut  cIodc  être  considéré  comme  étant  égal 
au  quotient  -•  On  peut  faire  des  remarques  analogues  pour  les  symboles  suivants. 

(')  Quand  les  deux  dérivées  s'annulent,  on  prend  le  rapport  des  dérivées  secondes, 
et  ainsi  de  suite.  Mais,  cela  revient  manifestement  à  chercher  les  parties  principales 
[lar  la  formule  de  Taylor,  ce  qui  est  loin  d'être  toujours  le  moyen  le  plus  simple.  Il 
ne  faut  donc  pas,  nous  sembic-t-il,  attacher  une  importance  exagérée  à  la  règle  de 
rHospital;  d'autant  plus  que  chaque  fois  qu'elle  est  d'une  application  aisée,  les  autres 
méthodes  sont  presque  toujours  au  moins  aussi  simples. 
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l'on  remplace,  comme  précédemment,  par  leurs  parties  principales. 
On  démontre  que,  sous  certaines  conditions,  Ja  règle  de  1  Hospital 
est  encore  valabh'. 

Cette  forme  se  ramène,   si  l'on  veut,  à  la  précédente,   en  vertu  de 


y 

l'identité  — 


7 
111.   For/ne  o  X  X.  —   C'est  le  produit  d'un  infiniment  petit  par 
un  infiniment  grand,  qu'on  remplace  toujours  par  leurs  parties  prin- 
cipales. On  peut  aussi  se  ramener  à  -  ou  —,  en  vertu  des  identités 


IV.  Forme  X)  —  x.  —  C'est  la  difltnence  de  deux  infiniment 
grands.  On  en  cherche  la  partie  principale  comme  il  a  été  expliqué 
au  n"  i!2;2.  à  propos  de  l'addition  de  plusieurs  fonctions.  On  peut 
aussi  écrire  y  —  :;  =J'{  '  —  ~  )  ^^  -•  {~  — ■  '  )  !  puis  chercher  la  limite 

de  "^j  qui  est  de  la  forme  — •  Si  cette  limite  n'est  pas  égale  à  i,  la 
limite  dey — •  z  est  infinie.  Sinon,  elle  se  présente  sous  la  forme  oo  x  o, 
étudiée  précédemment. 

A  .  Formes  déduites  de  a''.  —  On  les  reconnaît  par  leur  logarithme 
p'IogM  (n°  8o),  qui  doit  se  pu-ésenter  sous  la  forme  o  x  oo.  D'où  les 
trois  cas  suivants  : 

i"  r  =  o,  f/  =  -I-  -jz,  forme  yz'>  ; 

2°  f  =  o,  ;/  =  —  o,  forme  o"  ; 

3°  f  =  a;,         //  =  I  :  forme  i^^. 

Pour  le\er  l'indétermination,  on  cherche  la  limite  ),  de  logj^  (^H)» 
la  limite  demandée  est  alors  e'-,  d'après  la  continuité  de  la  fonction 
exponentielle. 

A  propos  de  la  forme  i*",  rappelons  qu'on  peut  aussi  mettre  j'  sous 
la  foriue  (  i  -i-  a)?  et  chercher  la  limite  de  ajii  (n"  92).  Celte  règle  9e 
ramène  immédiatement  à  la  précédente,  car  logy  =  [B  log(i -f- a)  a 
même  limite  que  [iia,  puisque  a  et  log(i  +  a)  sont  deux  infiniment 
petits  é(|ui  va  lents  (  n"  107,  II). 
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FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


J27.  Généralités.  —  Soient  deux  variables  indépcndatites  x  etj', 
c'est-à-dire  qui  peuvent  prendre,  indépendamment  l'une  de  l'autre, 
des  valeurs  numériques  arbitraires.  On  dit  que  c  est  une  fonction  de 
ces  deux  variables  si  à  tout  couple  de  valeurs  numéritjues  attribuées 
à  37  et  à  y  correspond  une  valeur  numérique  déterminée  de  :;. 

Ceci  peut  d'ailleurs  navoir  lieu  que  pour  les  couples  qui  satisfont 
à  certaines  conditions,  se  traduisant  par  des  inégalités  relatives  à  x 
et  y.  Pour  plus  de  clarté,  imaginons  qu'à  chaque  couple  on  fasse 
correspondre  le  point  M  du  plan  xOy  qui  a  pour  coordonnées  x  el y. 
Aux  couples  ci-dessus  correspondent  alors  les  points  d'une  certaine 
région  (R)  du  plan,  de  forme  et  de  définition  plus  ou  moins  compli- 
quées. Par  exemple,  celte  région  pourra  être  un  cercle  et  sa  circon- 
férence, ce  (pii  se  traduira  par  une  inégalité  de  la  fui'me 

(.r  — ,ro)^^(jK-JKo)--R-io; 

ou  bien  un  rectangle  de  côtés  parallèles  aux  axes,  ce  qui  se  traduira 
jjar  les  quatie  inégalités 

ou  bien  la  partie  du  jdan  situ(''e  au-dessus  de  Or,  ce  fpii  se  traduira 
pary^o.  Sans  insister  davantage  sur  celte  question  de  la  forme  et  de 
la  détermination  de  (P»),  f|ui  peut  donner  naissance  à  de  grandes 
difficultés,  nous  dirons  que  la  fonction  z  est  définie  dans  la  région 
(R)  si  elle  possède  une  valeur  nuinéri(/ue  déterminée  pour  tout 
couple  de  valeurs  de  x  et  y  auquel  corresponde  un  point  de  cette 
région.  En  particulier,  une  fonction  est  déjlnie  dans  tout  le  plan  si 
elle  est  définie  quels  que  soient  x  et  j)'. 

Tout  ce  qui  j)réc<Tl('  peut  si'lcndre  au  cas  de  Irais  V(f//a/des  i/idé- 
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pendantes  x,  y,  z.  Mais  alors  la  région  (R)  est  une  région  de  l'espace. 
On  peut  également  définir  des  fonctions  de  4i  ^i  •••  variables; 
mais  la  représentation  géométrique  n'existe  plus.  Il  faudrait,  pour 
cela,  qu'il  existât  des  espaces  à  4?  5,  ...  dimensions,  ce  qui  n'est 
pas  (').  On  est  alors  obligé  de  définir  par  des  inégalités  l'ensemble 
des  groupes  de  valeurs  numériques  qu'on  peut  attribuer  aux  variables 
indépendantes. 

128.  Continuité.  —  Revenons  à  la  fonction  z  de  x  ety,  que  nous 
désignerons  par  la  notation  f[x^y)  ^énoncez  :yde  .r  et  de  y].  On 
dit  (\y\eUe  est  continue  en  un  point  Mo(j:'o,  yo)  de  (R)  si  à  tout 
nombre  positif  t  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  r^ 
tel  que  les  inégalités  \x  —  X(s\<i'i\,  \y — jKo  |  < '^i  entraînent  la 
suivante 

(0  l/(^,  J')-.A^o,ro)|<£. 

Il  équivaut  de  dire  qu'on  doit  pouvoir  trouver  un  nombre  r,  tel  que, 
si  la  distance  MM^  est  inférieure  à  ce  nombre,  les  valeurs  de  z  en  M 
et  Mo  diffèrent  de  moins  de  e. 

La  fonction  est  continue  dans  la  région  (R)  si  elle  est  continue 
pour  chacun  de  ses  points.  On  définit  aussi  cette  continuité  par  la 
condition  qu'à  tout  nombre  e  on  peut  faiie  correspondre  t\  tel  que 
les  valeurs  de  z  en  M  et  M'  diffèrent  de  moins  de  s,  dès  que  la  distance 
MM'  est  plus  petite  que  t,,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  positions 
de  M  et  M'  à  l'intérieur  de  (R).  On  démontre  que  ces  deux  définitions 
sont  identiques  [cf.  n°  59). 

Théorème  I.  —  Si  la  fonction  z,  continue  dans  la  région  (R),  prend  des 
valeurs  dijférentes  z^  et  Zi  en  deux  points  Mj  et  Mn  de  cette  région,  elle 
prend,  en  un  point  au  moins  de  (R),  n'importe  quelle  valeur  comprise 
entre  z^  et  z^. 

Nous  admettrons  ce  ihéorèiiie,  comme  nous  avons  admis  le  théorème  ana- 
logue pour  les  fonctions  d'une  variable  (n°  59). 

(')  Les  malhématiciens  ont,  il  est  vrai,  inventé  ces  espaces,  ou.  comme  on  dit,  ces 
hyperespaces.  Mais  ce  sont  là  de  pures  conceptions  analytiques;  un  point  de  l'espace 
à  quatre  dimensions,  par  exemple,  n'est  autre  cliose,  par  définition,  qu'un  groupe  de 
valeuis  numériques  attribuées  aux  quatre  variables  indépendantes  x,  y,  z,  t.  Néan- 
moins, l'introduction  de  ces  espaces  fictifs  est  utile  en  ce  sens  qu'elle  facilite  le  langage 
dans  l'étude  des  fonctions  de  plus  de  trois  variables  et  aussi  pour  d'autres  raisons  que 
nous  ne  pouvons  exposer  ici. 

Haag.  —  Cours.  I.  II 
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Théorème  II.  —  Si  la  fonction  z  est  continue  dans  la  région  (R),  sup- 
posée Jinie,  elle  y  atteint  une  limite  supérieure  M  et  une  limite  infé- 
rieure m. 

Nous  admettrons  aussi  ce  théorème.  La  différence  M  —  m  s'appelle 
Voscillation  de  la  fonction  dans  la  région  (  R). 

129.  Dérivées  partielles.    —    Supposons    la    fonction    z    continue 

en    Mo.    La   fonction   f{x,  J'o),    tjtii    est    une    fonction   de  la   seule 

variable  x,  est  évidemuient  continue  pour  x^  Xq.  Supposons  qu'elle 

admette  une  dérivée  pour  cette  valeur.   Celte  dérivée  sera  appelée 

dérivée  partielle  de  z  par  rapport  à  x.  pour  le  point  Mq.  On  définit 

de  même  la  dérivée  partielle  |)ar  rapport  à  j)/-,  en  considérant  j' comme 

seul   variable.    Si    ces  deux   dérivées    existent  pour   tous  les    points 

de  (R),  elles  constituent  deux  nouvelles  fonctions  de  x  et  ')',  définies 

dans  celte  région   et  qu'on   désigne  respectivement  par  les  notations 

..,  ,.,  I  .        df        Of  ,  .        dz         dz      ,  , 

/  ^  et  /^,  ou  bien  -^  cl  ^- ,  ou  bien  —  et  —  (  '  ). 

^  .v       j  y.  da-        df  dx        dy  '    ' 

l^es  dérivées  partielles  de  f'^  sont  désignées  par  fl^  et  y^^.,  ou  —^ 

d- f  II        I       /•/  /•«  /■'/  à- f        à- f    f^  j 

et  — :— >  et  celles  de  /„  par  /^.,.  et  /,.,   ou  - — v-  et — -•  L-e   sont  les 

dx  dy  ■'  ?    '         ^  J-^         •' ■'   '  dy  dx        ày''- 

dérivées  partielles  du  second  ordre  de  ;.  Elles  sont,  en  apparence, 
au  nombre  de  quatre  :  fl-^ifxyif'yxify"--  ^'^  réalité,  il  n'y  en  que  trois 
distinctes,  car  nous  allons  prouver  que 

(  ^-}  J  xy^^  J  yxi 

en  admettant  du  moins  certaines  conditions  de  continuité.  Nous  em- 
ploierons, dans  ce  bul,  rartifice  suivant  : 

En  appelant  k  et  k  deux  nombres  constants  qu  on  peut  supposer 
aussi  petits  qu'on  le  veut,  considérons  les  deux  fonctions 

?(^)  =  /(^,  JK  +  />■)  —  /(^,  JK),         ^{y)  =  f{^-^h,  y)  —  f{x,  y). 

Introduisons  les  quantités 

ô  =  cp  (  ar  -I-  A  )  —  V  "^  -'^  ) 

=  f(x-\-  h,  y  -^  k)  —  fi^  ^  II,  y)  —  /('>;  y  -+-  ^0  +  fi^,  y), 
=  /(^  ■+-  '^  y  -+-  k)  —  ./(^)  y  -^  /'■)  —  .A^'  +  ''>  y)  -^  f(^^  y  >• 

(')  11  faut  ici  employer  des  d  ronds;  c'est  une  convention  adoptée  pour  éviter  toute 
confusion  entre  les  dérivées  partielles  et  les  dérivées  totales,  ou  dérivées  d'une  four- 
lion  d'une  seule  variable  {cf.  n°  130,  II),  lesquelles  s'écrivent  avec  des  d  droits. 
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Comme  on  le  voit,  ces  deux  quanlilés  sont  égales.  Or,  sous  cer- 
taines conditions  de  continuité  (n'^62),  on  peut  appliquer  à  8  la 
formule  des  accroissements  finis,  relativement  à  x^ 

?j  =  h^'{x  +  ^h)  =  h  [f'A^  +  OA,  y  ^  k)  -  f'^{x  -4-  0A,  y)]. 

Mais,  dans  le  crochet,  on  a  l'accroissement  de  la  fonction  de  j)', 
f'j.[x-\-^h^y).  On  peut  encore,  sous  certaines  conditions,  lui  appli- 
quer la  formule  des  accroissements  finis,  ce  qui  donne 

r,  =  hkf"^y{x-^-^h,y-^Wk). 
On  trouverait  de  même 

o=khfyA^  +  %"h,y  +  b"'k). 
En  comparant,  il  vient 

f%,{x  +  0//,  y  -f-  eVc)  =  fyjx  +  0"/^  y  +  if  k). 

Comme  ceci  a  lieu  si  petits  que  soient  h  et  A"  et  par  suite  0/^,  H' k\ 
6''A,  H" k,  il  en  résulte  nécessairement,  si  les  fonctions y^'  et  Z'^.^.  sont 
continues  au  point  considéré,  que  l'on  a 

f'xyi^.  y)  =  f'yxi^,  y)-  c.  0-  r.  n. 

Comme  on  le  voit,  cette  démonstration  n^est  valable  que  si  Von 
admet  l'existence  et  la  contin  uité  des  dérivées/'  elf'^.^  au  voisinage 
du  point  [x^  y). 

Nous  n'avons,  en  définitive,  que  trois  dérivées  secondes 

..        f"        f"  ^'f        '^'f        '^'f. 

/^',      Jxy.      Jy^-  OU  —,       — -^,       —, 

l'ordre  relatif  de  x  el y  étant  indifférent  pouryj.^.  ou 


dx  ày 
On  peut  chercher  maintenant  les  dérivées  du  troisième  ordre. 

Nous    avons   d'ahord  — (  fU)^    ou   f''L   ou  —^,  et  — (  fri),   ou    /'l., 

ou  ——-—•  Je  dis  maintenant  que 

ox-  dy  ' 

<3)  ^(A-)  =  !;'/>)• 

En  eflet,  le  premier  memhre  est  ohlenu  en  dérivant y'^.  par  rapport 
ày,  puis  par  ra[)port  à  x;  le  second  est  obtenu  en  dérivant  y^.  par 
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rapport  à  x^  puis  par  rapport  à  }'.  Nous  savons  que  le  résultat  est  le 
même.  Donc,  f'j.^  ne  donne  qu'une   nouvelle  dérivée  troisième,  qui 

est  —  (  f'S),  ou  /,"v«i  ou : — -•  Enfin,  on  verrait  de  même  que  /,',  ne 

donne  comme  nouvelle  dérivée  que  ;t- (/>')'  ou  f],^  ou  -—^• 

On  constatera  de  même  l'existence  de  cinq  dérivées  du  quatrième 
ordre 

ôx'*        dx^  ôy        dx"^  ây'^        dx  dy^        dy*  ' 

de  six  dérivées  cinquièmes,  etc. 

Tout  ce  qui  précède  s'étend  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
de  variables.  En  particulier,  on  peut  monlrer,  en  s'aj^puyant  toujours 
sur  /^^■=/"^  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables,  une  dérà'ée 
paj'tielle  quelconque  est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on 
effectue,  pour  V obtenir^  les  dérivations  successives.  C'est  pourquoi 

on  peut  désigner,  par  exemple,  par  /'"'s  r,'^  ou ^  la  fonction 

^  »        'r  I      5r      J  X  y^^'t  ()x^ôy'>dzldl^ 

obtenue  en  dérivant  y(:r,  j^,  :;,  t)  a  fois  par  rapport  à  x,  [ii  fois  par 
rapport  àj^,  y  fois  par  rapport  à  ;,  o  fois  par  rapport  à  t. 

Les  théorèmes  relatifs  à  la  continuité  et  à  la  dérivation  d'une  somme, 
d'un  produit  ou  d'un  quotient  (n°*  07,  68,  70)  s'étendent,  sans  diffi- 
culté, au  cas  où  il  s'agit  de  fonctions  de  plusieurs  variables. 

130.  Fonctions  composées.  —  Soit  une  fonction  y=y(;/,  c,  (v) 
des  trois  variables  indépendantes  «,  c,  tv.  Supposons  qu'on  v  rem- 
place //,  v,  (V  par  trois  fonctions  données  de  x\  y  devient  alors 
éj^alement  une  [onction  de  .r,  qui  est  i\\\ç,  fonction  composée. 

THÉ0Rr;MK  I.  —  Si  y  est  continue  par  rapport  à  u,  v,  <r  et  si  m, 
i',  iv  sont  continues  par  rapport  à  ^,  y  est  continue  par  rapport 
à  X. 

En  effet,  à  l'accroissement  A:r  correspondenl  les  accroissements  A//, 
At-,  Aw  et  par  suite  l'accroissement  \y.  Si  Ax  tend  v<m-s  zéro,  il  en  est 
de  même  de  A«,  Ai',  A(V,  d'après  la  continuité  de  ?/,  v',  u' ;  donc  aussi 
de  Ay,  grâce  à  la  continuité  dey  par  rapport  à  //,  r,  kv. 

THr<)ni;.\iE  11.  —  Si  y  admet  des  dérivées  partielles  continues 
par  rapport  à  u,  t',  iv  et  si  u,  v,  iv  ont  des  dérivées  par  rapport 
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à  X,  y  admet  aussi  une  dérivée  par  rapport  à  x,  donnée  par  la 
for  m  u  le 

au  ôv  ôw 

En  effet,  gardant  les  notations  du  théorème  précédent,  nous  avons 
l'identité 

Aj'  =       f(  u  -+-  \u,  ^'  -+-  Al',  w  -+-  Aw)  —  f(  u,  v  -H  \v^  w  -t-  Atv  ) 

-+- f(u,v,  w -^  \w)  — f(u.v,w). 

Appliquons  à  chaque  ligne   le   théorème  des  accroissements   finis 
et  divisons  par  Aa7,  il  vient 

A  )  '  A  II 

At'      ,                                                       Atv     , 
H fviu,  f  -1-  6'  Ar,  w  -I-  Ùlw)  h /«.(",  t',  M'  -t-  6"  Aw), 

6,  ô',  6"  désignant  trois  nonibres  compris  entre  zéro  et  un.  Supposons 

maintenant  que  ^x  tende  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Aw,  \.v,  Atv, 

f.  4         f  ;  4         f  f/  A  Am      Al'     Aiv  ,  .  I       f        I 

ilu,  T  Ar,   T  Aiv;  — »  i— »  —  tendent  respectivement  vers  u  ,  c  ,  (v  ; 
'  Aa;     Aa:'     A:r  ^  t       ■>         7 

quant    aux    dérivées     partielles,     elles    tendent    vers   /„(m,  v,  w), 

f^{u,  c',  (v)  etyj^,(M,  p,  (ï'),   puisqu'on  les  suppose  continues.  Nous 

avons  donc  bien,  à  la  limite,  la  formule  (4). 

Remarque.  —  La  formule  (5)  du  n°  68  est  un  cas  particulier  de 
la  précédente. 

131.  Formule  des  accroissements  finis.  —  Soit  à  calculer  l'accrois- 
sement \  =f[x -\- h,  y -\- A.,  z -\~  l) — f(^x,y^z)  qui  résulte  des 
accroissements  respectifs  h,  A",  /  donnés  à  x^y,  z.  Considérons  la 
fonction 

(5)  '  (:{t)  =  f{x -\-ht.  y -^  A(,  z  +  It), 

où  t  est  regardé  comme  la  seule  variable.  Nous  avons 

A  =  cp(i)-<j>(o)  =  cp'(0)         (n-eS). 

Or,  la  formule  (4)  nous  donne 

(6)  cp'(0  =  fi/xi-r  -^  ht.  y  -^  ht,  z-^lt)^  kf'y+  If;. 
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Donc 

(7)  f{x  -r-  II,  y  -K  A-,  :;  +  /)  =  f{x,  y,  z) -^  hf'^{x  ^^h,y  +  6^-,  ^  +  0/) 

4-  kf'yix  -i-  Q h,  y  -h  Q k,  z  -~  fi / )  -h  l  f.(x  -\-  0 h,  y  -^  0 k,  z  -h  Q  l ): 

OÙ  f^.(x -i- ^ /i , y -\- H /i ^  :;  +  0/),  par  exemple,  représente  le  résultat 
obtenu  en  dérivant y(x,j',  :;)  par  rapport  à  a:  et  remplaçant  ensuite  jc 
par  ^  4-  6/«,  y  par  -)'  +  8â%  :;  par  z  -\-  Hl. 

Telle  est  la  formule  des  accroissements  finis  pour  une  fonction 
de  trois  variables. 

Elle  donne  nue  limite  supérieure  de  l'accroissement  A,  si  Ton 
connaît  des  limites  supérieures  A,  B,  G  de /^,  _/"^'., /^  dans  les  inter- 
valles (jr,  X  ^  h]  y,  y  +  /.•;  z^  z  -^  l).  On  a,  en  effet  (n"  31), 

|A|^A|A|H-  B|A|  +  L|/|. 

13'2.  Formule  de  Taylor.  —  On  peut  aussi  étendre  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  la  formule  de  Taylor  (  n°  115).  Si  l'on  applique  à  cp(/)  la 
formule  de  Mac-Laurin  (  n°  114),  on  a 

cp'(o)        cp"(o)  ç(«)fo)        o("+i'(0) 

(8)  o(i)  =  9(o)-4- I ^ -+- ^_^  +...+ j H^ ^• 

I  '2  !  ii\  (  /i  -h  1  )  ! 

Tout  revient  à  calculer  o'  (o),  cp"(o),   .... 

Dérivant  la  formule  (G)  par  rapport  à  t,  nous  avons,  en  appliquant  toujours 
la  formule  (4), 

fit)  =  h{hf^.-i-/^':,,+  if:,^+kihf;.^  +  kr;^  +  ifl)-^i(hf:,  +  kf:^.-^ 
=  h^f;,^+  k^-f;.+  i^-f.j-r-  ihkf'^y-^-'ikif;.,-\-2ihfi^. 

Cette  dernière  expression  rappelle  le  développement  du  carré  de 

on  la  désigne  symboliquement  par 

(/'/;•+ A-/; +//i)(2); 

[énoncez  :  puissance  symbolique  2].  On  peut  montrer,  par  voie  de  récur- 
rence, que,  d'une  façon  générale, 

cp(/')  (t)  =  i  kf,  +  //  ;.  +  if,  fp) , 

en  convenant  que  cette  puissance  symbolique  représente  la  ciuantité  obtenue 
en  formant  la  |)uissancc /?"""'  ordinaire  de  la  parenthèse  et  remplaçant  ensuite 
chaque  terme  de  la  forme 

A(A/x;*(/./^)f^(  lf,y(         par         A  h^^k'^  r(fj^y?,,         (a  +  3  -i-  Y  =  V'). 
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Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  vérification,  qui  est  assez  longue, 
mais  sans  difficulté.  Portons  les  résultats  obtenus  dans  la  formule  fS),  il  vient 


-h 

(/'/x 

^  ¥"y 

^Kf'z) 

(¥'. 

1 

■-^if. 

)(2) 

(¥'. 

■il 

■^If'z) 

\{n) 

Il  : 

Dans  cette  formule,  on  doit  remplacer  a7,j)^,  ^  par  a^o,  701  Sq  dans  les  dérivées 
partielles  qui  figurent  dans  les  n  -f-  i  premiers  termes.  Quant  à  R„,  c'est  ce  que 

devient   ; — ■ -5 quand    on    v    remplace   x.y,  z    par   a-Q-t-O/;, 

(  rt  -f-i  )  !  *  "  ^  ■>  J  ■        i  "  ' 

Il  est  manifeste  que  le  (/? -h  i )'"'"*  terme  est  un  polynôme  homogène  et  de 
degré/?  (n°  136)  par  rapport  à  A,  k\  l.  De  même  R„  est  un  polynôme  homo- 
gène et  de  degré  n-\-i,  mais  ses  coefficients  dépendent  encore  de  h,  /r,  l\ 
néanmoins,  ils  restent  finis  lorsque  h,  k,  l  tendent  vers  zéro.  On  remarque 
l'analogie  avec  les  développements  d'ordre  «des  fonctions  d'une  seule  variable 
(n"  110). 

Il  est  bien  entendu  que  tout  ce  qui  précède  n'est  valable  que  sous  certaines 
conditions  de  continuité,  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'énoncer,  en  se 
reportant  aux  conditions  d'applicabilité  de  la  formule  de  Taylor  pour  une 
seule  variable. 

133.  Fonctions  homogènes.    —    J.a    fonclion   f{x^y,z)    est    dite 
homogène  si  l'on  a  identiquement,  quels  que  soient  x,y^  z^  A, 

(10)  /(X.r,  Xjr,  A-)  =  À'"/(^,  r,  z), 

m  étant  un  certain  nombre  constant,  qui  est  appelé  \e  degré d' homo- 
généité de  la  fonction,  et  qui  peut  être  positif,  négatif  ou  nul,  com- 
mensurable  ou  incommensurable. 

En  faisant  À  =  -  >  on  voit  que  le  quoLient  de  la  fonetion  par  x'" 

ne  dépend  plus  que  des  rapports-    et   -•   liéciproquement^    toute 

fonction  de  la  forme  x"'o  (—,  -\  est  homogène  de  degré  m,  car  elle 

vérifie  visiblement  l'identité  (lo). 

Théorème.  —  Si  une  fonction    est  homogène  de  degré  m,   ses 
dérii'ées  partielles  d^ ordre  p  sont  homogènes  de  degré  m  — p. 

En  effet,  dérivons  les   deux  membres  de  (lo)   par  rapport  à  x\  il 
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vient,  en   remarquanl  que  ).  est  une  constante  arbitraire  indépen- 
dante de  X,  et  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions  de   fonction 

(n"  71) 

ou 

/;().:r,  \y,  \z)  ^  >."'-'/^(:r,  j,  z). 

Donc/j,  (.r,  y\  z)  est  homogène  de  degré  m  —  i .  On  démontrerait 
de  même  que/"^.  etyi  le  sont  également.  En  dérivant  de  nouveau,  il 
est  évident  qu'on  arrivera,  de  proche  en  proche,  à  prouver  que  toute 
dérivée  partielle  d'ordre  p  est  homogène  de  degré  m  —  p. 

134.  Identité  d'Euler.  —  C'est  l'identité  suivante 

(II)  xfx-^yfy-^  ^f'z^rnf(x,y,z). 

Pour  la  démontrer,  dérivons  (lo)  par  rapport  à  A,  considéré  comme 
seule  variable  indépendante  ;  il  vient,  en  appliquant  le  théorème  des 
fonctions  composées  (n"  130), 

f^ÇKx,\y,\z)x+fy{\x,\y,\z)y^fl{\T,\y,\z)z  =  mV"  ^f(x.y,  z). 

Faisons  maintenant  A  =  i ,  nous  obtenons  l'identité  (  i  i). 

L'identité  dEuler  est  très  importante  et  nous  en  ferons  un  fré- 
quent usage  en  Géométrie  analytique.  On  peut  démontrer  sa  réci- 
proque, c'est-à-dire  que  si  une  fonction  satisfait  à  Videntité  (i  i), 
elle  est  homogène  et  de  degré  m.  En  effet,  remplaçons  x^  y,  z  par 
À 37,  AjK,  Xs;  (il)  devient 

xf'^Ckx,  >-r,  A::)  -4-  r/j-(Xa-,  Xy,  \z)-^  zf.Çkx,  ly,Xz)  ^  m 

ou 

d{f(\x,ly,Kz)] 

dX  m 


f{lx,ly,lz)  l 


Lesdeux  membres sontrespectivement  les  dérivées  de  logy(  Ax,)vy,A:;) 
et  de  log(A'")  par  rapport  à  ).  ;  donc,  ces  deux  logarithmes  ont 
une  différence  indépendante  de  A,  que  nous  pouvons  écrire  logA, 
A  étant  une  quantité  inconnue  dont  nous  ne  savons  qu'une  chose  : 
c'est  (ju'elle  ne  dépend  pas  de  A.  Nous  avons  alors 

\o^/(lx,  ly,lz)  =  log(>."')  -h  logA  =  log(  A//«); 


d'où 
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/(Xa-,  Ày,  À5)  =  A// 


ifig 


Pour  avoir  A,  faisons  À=  i,  ce  qui  ne  change  pas  sa  valeur;  il 
vient 

A=/(jr,r,  s); 
d'où  l'identité 

f{\x,  \y,  As)  =  '-'"  f(3c,y,  z).  c.  Q.  F.  n. 

133.  Fonctions  implicites.  —  So\\.f{x^y)  une  fonction  de  deux 
variables,  continue  dans  un  certain  domaine  D  et  j  admettant  des  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre.  Considérons  l'équation 


(12) 


/{^■,y)  =  o. 


Supposons  qu'elle  soit  vérifiée  en  un  point  Mq  (.ro,_}'o)  du  domaine  D 
pour  lequel  la  dérivéey^.  n'est  pas  nulle.  Donnons  maintenant  à  x 
une  valeur  voisine  de  Xo\  on  démontre  que  l'équation  (12)  admet 
alors  une  racine  y  et  une  seule  qui  soit  voisine  de  y^.  Cette  racine 
est  évidemment  une  fonction  bien  déterminée  de  x,  au  voisinage 
de  Xa'i  d'une  façon  précise,  dans  un  certain  intervalle  comprenant  a^o, 
pourvu  que  cet  intervalle  soit  choisi  assez  petit  (  '  ).  On  dit  que  c'est 
une  fonction  implicite  àe  x. 

Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  démonstration  rigoureuse  de  la 
proposition  que  nous  venons  d'affirmer.  Observons  néanmoins  qu'elle 

Fig.  23. 


^ 

\ 

N 

0 

n 

i 

X 

est  rendue  tout  à  fait  intuitive  par  les   considérations  géométriques 
suivantes.  L'équalion  (12)  représente  une  certaine  courjje  C  {fig-  23) 


(')  Il  ne  faudrait  pas  croire,  pour  cela,  que  cet  intervalle  est  toujours  très  petit. 
Par  exemple,  léquation  x  -^"iy  ^i  =0  détermine  une  fonction  définie  quel  que 
soit  X. 
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du  |)lan  O^')'  (t.  II).  Cette  courbe  passe  par  Mq  et  admet  en  ce  point 
une  tangente  non  parallèle  à  Oj',  en  vertu  de  Vhypolhèse  f'^.(xu-,yo)^o. 
Dès  lors,  nous  |)Ouvons  cSioisir  sur  C  un  arc  a[j  comprenant  Mq  et 
assez  petit  pour  qu'il  ne  soit  rencontré  qu'en  un  seul  point  par  toute 
parallèle  à  Oy  passant  entre  a  et  ^.  Cet  arc  est  la  courbe  représenta- 
tive d'une  fonction  de  x  parfaitement  déterminée  dans  l'intervalle 
(a,  [3),  en  appelant  a  et  [i  les  abscisses  des  points  a  et  [j. 

Dans  le  cas  de  la  figure  ci-dessus,  on  peut  prendre  a  en  Aet^enB. 
On  voit  que  la  courbe  tout  entière  se  compose  des  deux  arcs  AMoB 
etAM'^B,  qui  définissent  chacun  une  fonction  de  x  bien  déterminée 
dans  l'intervalle  («,  6),  en  appelant  a  et  b  les  abscisses  de  A  et  B. 
On  dit  que  ces  deux  fonctions  sont  les  deux  biancJies  de  la  fonc- 
tion mulliforme  définie,  dans  ce  cas,  par  l'équation  (12). 

Il  est  évident  géométriquement  et  l'on  démontre  rigoureusement  que 
la  fonction  implicite  F(^)  correspondant  à  l'ar»-  aM,,  ,3,  par  exemple, 
est  continue  et  admet  une  dérivée  dans  tout  l'intervalle  (a,  j3).  Il  est 
d'ailleurs  facile  de  calculer  cette  dérivée,  lorsqu'on  a  établi  son  exis- 
tence. En  effet,  imaginons  que,  àinns  f{x^  y),  on  remplace  y  par 
F(x);  on  obtiendra  évidemment  un  résultat  identiquement  nul  et 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  sera,  par  suite,  également  nulle.  Or, 
cette  dérivée  nous  est  donnée  par  le  théorème  des  fonctions  compo- 
sées (n"  130)  ;  on  a 

()f        ôf  dy 

d'où 
(i3) 


puisfpie,  sur  l'arc  a  M,,  |j,  —^  ^  o. 

En  dérivant  plusieurs  fois  de  suite,  on  a  les  dérivées  successives  dej^, 
en  admettant  toutefois  leur  existence. 

Dans  le  cas  où  l'équation  (12)  est  de  la  forme  x  — f(y)  =  o?  O'^ 
retrouve  les  fonctions  inverses  (n"  72). 

On  peut,  de  même,  définir  une  fonction  implicilt;  z  des  deux 
variables  a:  et  y  p^r  ré([uation  /'(:r,  y,  ::)  =  o,  où  l'on  suppose  la 
fonction  /'continue  et  admettant  des  dérivées  au   V()isinai;e   du    point 

Mo  {-X^ui  J'o,  ^n)i  sa  valeur  en  ce  point  étant  nulle,  lamlis  que  -^  ne  l'est 


âx 

ôy 

dx 

dx 

=  - 

âx 
ôy 
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pas.  On   peut  étendre  tout  cela    à    un    nombre    quelconque    de   va- 
riables. 

136.  Polynômes  (').  —  Un  polynôme  en  x^  i',  z^  par  exemple, 
provient  de  x^  y,  z  par  des  multiplications  et  additions  en  nombre 
(ini.  Comme  ces  trois  variables,  regardées  comme  des  fonctions  de  :r, 
y,  z,  sont  toujours  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  de 
tous  les  ordres,  on  voit  f|ue  tout  polynôme  f{x,  y,  z)  est  une  fonc- 
tion continue  et  admettant  des  dérivées  de  tous  les  ordres,  quels 
que  soient  x,  y,  z;  ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile  d'établir  directe- 
ment. 

Toutes  les  propriétés  établies  dans  les  numéros  précédents  sont, 
dans  ce  cas  particulier,  très  faciles  à  vérifier.  C'est  ainsi  que  le  lecteur 
vérifiera  sans  peine  la  proposition  y'^^^y^.^.. 

Si  le  polvnome  est  de  degré  m,  toutes  les  dérivées  partielles 
d^ordre  supérieur  à  m  sont  nulles.  On  peut  donc  appliquer  la  for- 
mule de  Taylor  (n"  132)  en  prenant  /i  =  m  et  R/i=  o.  Nous  conseil- 
lons au  lecteur  de  vérifier  directement  la  formule  dans  ce  cas;  il  lui 
suffira  de  le  faire  pour  chaque  terme  du  polynôme,  tel  que  h.x'-^  y'^  ^T, 

Un  polynôme  est  évidemment  homogène  si  tous  ses  termes  ont 
même  degré  m.  C'est  même  souvent  la  définition  que  l'on  donne  des 
pol\  nomes  liomogènes.  Nous  laissons  au  lecieur  le  soin  de  prouver  que 
les  polynômes  ainsi  définis  sont  les  seuls  qui  soient  homogènes  au 
sens  du  n"  133  (-). 

Si,  dans  l'équation  (io),f{x,  y)  désigne  un  pohnome,  de  degré  m 
en  I',  la  fonction  implicite  correspondante  est  dite  algébrique  ;  elle 
possède  m  branches  distinctes.  Toute  fonction  qui  ne  peut  être  défi- 
nie de  cette  manière  est  dite  transcendante  (cf.  n"  06). 


(')  r.e  lecieur  trouvera  une  élude  plus  détaillée  des  polynômes  à  plusieurs  varia- 
liles  dans  Leçons  (t.  I,  n"'  44  à  49). 

(-)  En  remplaçant  X,  j',  z  par  T^^r,  ).r,  a-  dans  un  polynôme  de  degré  m.  on 
obtient  un  polynoine  de  degré  «i  en  "k.  qui  doit  se  réduire  à  un  seul  terme.  Ordonner 
/  (x,  y,  z)  [>ar  groupes  liomogènes. 
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137.  Définitions.  —  Imaginons  un  certain  nombre  de  variables  in- 
dépendantes, par  exemple  x^  y,  z.  On  appelle  différentielles  de  ces 
trois  variables  trois  nouvelles  variables,  indépendantes  entre  elles  el 
des  précédentes,  qu'on  désigne  respectivement  parafa:,  dy^  dz  ('),  et 
auxquelles  on  se  propose  de  faire  jouer  un  rôle  particulier  qui  va  être 
défini  dans  ce  Chapitre. 

Soit  maintenant  w  une  fonction  de  x^  y,  z,  (|ui  admet  des  dérivées 
partielles  premières.  On  appelle  différentielle  totale  de  cette  fonc- 
tion l'expression  (-) 

^  '  dx  dy    -^        ôz 

C'est  une  fonction  des  six  variables  indépendantes  x,  y,  c,  dx^  dy^ 
dz]  mais  elle  possède  la  propriété  particulière,  d'ailleurs  non  carac- 
téristique (n*"  141),  d'être  linéaire  et  homogène  par  rapport  à  dx^ 
dy,  dz. 

Dans  le  cas  d'une  fonction  d''iine  seule  variable^  on  a 

(i)  cho  =  -7—  dx  ; 

dx 

de  sorte  qu'on  peut  considérer  maintenar)t,  si   l'on   veut,    la    dé/ivée 
-7-  comme  le  quotient  des  différentielles  dio  et  dx.   C'est  pourquoi 


(';  Dans  ces  symboles,  la  IcUre  (/  est  inséparable  de  la  lettre  qui  la  suit;  c'est 
ainsi  que  dx  forme  un  tout  indivisible,  représentant  une  variable  au  même  titre  que 
X,  y,  z.  Ajoutons  que  la  lettre  d  doit  toujours  être  un  d  droit  et  non  pas  un 
à  rond. 

(")  Si  l'on  applique  cette  définition  aux  fonctians  a:,  jv',  z,  on  trouve  dx,  dy,  dz. 
Nos  notations  ne  sont  donc  pas  contradictoires. 
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l'on  peut,  sans  confusion  possible,  employer  des  <^/ droits  dans  la  nota- 
tion -T-i  tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même  quand  on  a  plusieurs 
variables,  car,  dans   le  cas  de   la   formule  (i),    par  exemple,   on   n'a 

'         ôx         dx 

138.  Une  première  propriété  très  importante  résulte  du  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Supposons  qu'on  donne  à  x  des  accroissements 
infiniment  petits  du  premier  ordre^  que  nous  représentons  par 
dx,  dy,  dz.  L.'' accroissement  correspondant  Aoj  de  la  fonction  m 
diffère  de  la  différentielle  totale  dhi  d'' une  quantité  infiniment 
petite  d^ ordre  supérieur  à  un. 

En  effet,  d'après  la  formule  des  accroissements  finis,  nous  avons 
(n°  131) 

(3)  Au.  =  hf'_^(x  +  e/i,  y  ^-  6Â-,  z  -^  0  /)  +  kf-\-  Ifl, 

où  l'on  a  posé,  pour  faciliter  l'écriture,  dx  =  A,  dy  :=.  k^  dz=^  l. 

Mais,  si  nous  supposons  nos  trois  dérivées  partielles  continues, 
nous  pouvons  écrire 

f;,(x  -^\)h,y  +  bk,z^  0  /)  =/,.  (.r,  y,  z)  +  t, 

où  £  désigne  un  infiniment  petit,  et  les  deu-a  égalités  analogues.  D'où 
il  lésulte  que 

Aw  =  diM  -^  (  ht  ^  kt'  -r-  Ie"). 

Chacun  des  infiniment  petits  Aï,  kz',  W  est  d'ordre  >>i,  comme 
étant  le  produit  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre  par  un  autre 
infiniment    pelit.    Donc,     il    en     est    de     même     de    la     parenthèse 

(n°  122)  ('). 

Corollaire  1.  —  Pour  avoir  la  partie  principale  de  Aoj,  il  suffit 
de  prendre  celle  de  do),  à  condition  toutefois  que  diû  soit  du  pre- 


(')  Si  les  dérivée?  secondes  existent  au  voisinage  des  valeurs  considérées,  on  peut 
appliquer  la  formule  de  Taylor  (  n"  132)  el  voir  que  Ato  —  rfw  est  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  au  moins. 
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mier  ordre.  En  particulier,  si  co  ne  dépend  que  de  x  et  si  dx  est 
V  infiniment  petit  piincipaL  dto  est  exactement  la  partie  princi- 
pale de  Aw. 

Le  théorème  précédent  est  d'une  application  courante  en  Physique, 
en  Astronomie  et,  d'une  manière  générale,  dans  toutes  les  Sciences 
où  se  présentent  des  calculs  portant  sur  des  quantités  qui  ne  sont 
connues  qu'avec  une  approximation  limitée.  Si  certaines  de  ces  quan- 
tités subissent  des  accroissements  très  petits  (provenant  de  correc- 
tions à  efTecluer  ou  de  variations  quelconques),  on  peut  avoir  besoin 
'de  connaître  les  accroissements  (pii  en  résultent  pour  d'autres  quan- 
tités dépendant  des  premières.  Il  suffît  alors,  la  plupart  du  temps,  de 
calculer  les  différentielles  de  ces  dernières  et  de  les  confondre  avec 
les  accroissements  cherchés.  L'erreur  commise  est,  en  général,  négli- 
geable parce  que  inférieure  à  l'approximation  avec  laquelle  sont  con- 
nues les  quantités  sur  lesquelles  on  opère. 

139.  Changements  de  variables.  —  Soient  trois  fonctions  w,  r,  w 
des  quatre  Nariables  indépendantes  x.,y^  ^,  i  et  lo  une  fonction  de  m, 
V,  w.  Calculons  t/to.  Nous  avons,  par  définition, 

/  ,  X  ,  diù  dM    .  dto    ,  duj    , 

< 4 )  «w  —  -—  dx  H ar  -i — -—  ac  h — —  ai. 

^^^  dx  dy    -^         dz  dt 

Or,  d'après  le  théorème  des  fonctions  composées  (n^  130), 


dx 

diu 
~  dTi 

du         do) 
dx         dv 

dr 
dx 

diV 

âx 

di)} 
dy 

do) 

~  dn 

du         dui 
dy    ■     di- 

dv 

dto 
dw 

dw 
dy 

d(<j 

doj 

du         doi 

dv 

dto 

dw 

dz 

~  du 

dz          Ce 

dz 

'     dw 

dz 

doi 

à  M 

du         d(jj 

dv 

do) 

dw 

'dt 

du 

'di  ~^  Jv 

dï 

~  c/tr 

~dï 

Multiplions  la  première  ligne  par  c^.r,    la  seconde   |)ar  dy,  la   troi- 
sième par  c/c,  la  quatrième  par  dt  et  ajoutons  en  colonnes,  il  vient 

r>w  dhl  do) 

(5  )  ao)  =  —  au  H dv  -+-  —  ffw. 

du  dv  dw 

Comme  on  le  voit,  on  arrive  à  la  même  formule   que  si  u,   r,   w 
étaient  les  iHiriables  indépendantes.  C'est    là   une   pioj)riété   d'im- 
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portance  loul  à  fait  capilale.  C^esl  sur  elle  que  repose  le  principal 
avantage  de  V introduction  des  différentielles  en  Analyse.  Elle 
montre  que  la  différentielle  d^une  fonction  ne  change  pas  quand 
on  fait  un  changement  de  variables  indépendantes.  Il  suffit,  pour 
avoir  son  expression  en  fonction  des  diflérentielles  des  nouvelles  va- 
riables, de  remplacer  les  différentielles  des  anciennes  variables  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  différentielles  des  nouvelles  variables. 
De  là  résulte  que,  dans  le  calcul  des  différentielles.,  il  n^y  a 
jamais  lieu  de  s'occuper  de  ce  cjue  sont  les  variables  indépen- 
dantes; on  différentie  toujours  suivant  les  mêmes  règles.  Ceci  pré- 
sente un  avantage  considérable  dans  bien  des  questions.  C'est  ainsi 
que,  dans  bien  des  problèmes  de  géométrie.,  on  a  à  calculer  des 
différentielles  sans  savoir  à  V avance  comment  on  choisira  les 
variables  indépendantes  ;  ce  n'est  qu'à  la  fin  du  problème  qu'on  fait 
ce  choix.  On  peut  néanmoins,  sans  aucune  difficulté,  introduire  toutes 
les  difféientielles  dont  on  a  besoin  et  obtenir  toutes  les  relations  qui 
les  lient,  quitte  à  les  exprimer  toutes,  en  dernier  lieu  et  si  cela  est 
nécessaire,  en  fonction  des  différentielles  des  variables  qu'on  aura 
finalement  choisies  pour  variables  indépendantes. 

140.  De  même,  en  Analyse,  la  théorie  des  différentielles  facilite 
le  calcul  des  dérivées.  Elle  permet  d'abord  de  se  passer  de  toutes  les 
formules  que  nous  avons  établies  à  propos  de  ce  calcul  dans  les  Cha- 
pitres précédents.  C'est  ainsi  qu'on  peut  écrire  immédiatement,  en 
appliquant  la  formule  générale  (5), 

<:/(  H  H-  (■  -h  «•  ;  =  du  -i-  dv  -+-  dw, 

d{in'iv)  =  l'w  du  -h  Uiv  dv  -*-  uc  div, 
,  (  ii-\        du        u  dv        V  du  —  u  dv 


d'où  l'on  déduit,  en  supposant  u.  r,  tv  fonctions  d'une  même  va- 
riable X,  les  formules  qui  donnent  la  dérivée  d  une  somme,  d'un  pro- 
duit ou  d  un  quotient. 

De  même,  si  ^et  y  sont  deux  fonctions  données  de  t^  soit 

on  a  immédiatement  la  dérivée  àc  y  par  rapport  à  x  (  ')  en  prenant  le 

(  '  )  _j'  esl  une  fuiiciiun  de  x  par  rintennédiaire  de  t. 
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quotient  des  différentielles 

<lv  ^  ^'(Odt  _  g'it)  ^ 
'/^  ~  S"{t)dt  ~  f'{t)' 

Soit  encore  à  calculer  la  dérivée   d'une  fonction   implicite  définie 

par 

f{x,y)  =  o. 

La  fonctionydevant  être  identiquement  nulle  quand  on  y  remplace^ 
par  sa  valeur  en  fonction  de  .r,  il  doit  en  être  de  même  de  sa  diffé- 
rentielle; donc 

-^dx  -\-  -^dy  =  o: 

<jx  dy    -^ 

y 

doù  l'on  tire  le  quotient  — ,  qui  est  la  dérivée  cherchée. 

Plus  généralement,  soient  n  \ariables  Xi^  jto,  •••,  oc,i  liées  par 
p   relations 

I    fïi3C\-,^2,    ■••,3Cn)  =  O, 
.  1  /2(a^l,  372,    .  .  .  ,  a7„)  =  O, 

^  fp{x\,xi,  .■•■,Xu)  =  o         (p<n). 

On  peut  considérer  p   d'entre   elles,  par  exemple  T),  x^. Xp^ 

comme  fonctions  implicites  des  n  — p  autres.  Si  l'on  veut  calculer 
leurs  dérivées  partielles,  il  suffit  de  difféientier  totalement  chacune 
des  équations  (6),  ce  cpii  donne 


(7) 


On  résout  alors  ces  p  équations  linéaires  par  rapport  à  dxx, 
dx2,  ...,  dxp]  les  expressions  olitenues  se  présentent  sous  forme 
linéaire  et  homogène  relativement  à  dxp^^,  ..  .,  dxn-  Elles  donnent 
simultanément  toutes  les  dérivées  partielles   cherchées,   car  pour 

avoir,  par  exemple,  la  dérivée ——'— ?    il  sullil   de  pre/ul/c   le  coe/'/i- 
cient  de  dxpj^k  dans  dx^. 


dx  1  H dxi  -1- . . 

()X\                      0X2 

'■^'  dxr-^^-^'dx.-^.. 
ôXi               dx^ 

àx,i 
àft    , 

—!-  dxi  -i dx^^  -\-.. 

(JXi                  <)x^ 

..-^  -j-!-dXn=  0. 

ox„ 
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141.  Conditions  pour  qu'une  expression   soit  diflFérentielle  exacte. 
—  Soit,  par  exemple,  1  expressioti 

(8)  Pdx^Qdy-hRdz, 

où  P,  Q,  R  désignent  trois  fonctions  données  de  x,  y,  ::.  Nous  vou- 
lons savoir  si  elle  est  une  différentielle  totale  exacte,  c'est-à-dire  s'il 
est  possiiîle  de  trouver  une  fonction  (o  de  x,  y,  z  telle  que  l'on 
ait 

flfoj  =  p  <r/:p  -H  Q  dy  -i-  R  dz, 


(9) 

t/oj  = 

c'est-à-dire 

(10) 

^'  =  p 

dx           ' 

dy        ^'  dz 

On  aperçoit  de  suite  trois  conditions  nécessaires  pour  que  ces 
équations  soient  compatibles,  à  savoir 

dl^  _d_q  dq  _dK  àR  _à\' 

dy        dx  dz        dy  dx         dz 

obtenues  en  calculant  de  deux  manières   chacune   des  dérivées  par- 

•     Il  1  /      ,>    JC\rv\       à-M  O'-M  d-0) 

tielles  secondes  (n"  IsV)) ,  ———,  — — —  • 

^  ^  dx  dy    dy  dz     dz  dx 

Ces  trois  conditions  nécessaires  sont  également  suffisantes.  Mais 
nous  ne  pouvons  le  démontrer  dans  cet  Ouvrage.  Nous  nous  conten- 
terons d'indiquer  au  lecteur  le  moyen  de  le  vérifier  directement  dans 
chaque  application  particulière.  C^e  moyen  consiste  tout  simplement 
à  calculer  la  jonction  oj. 

Partons,  par  exemple  f  ),  tie  la  première  équation  (lo).  Intégrons-la  par 
rapport  à  x^  nous  avons  (Gliap.  XII) 


/  P  dx  -^  oj,=  F(5;,jK, -) 


(il)  w=    /    P  f/j7 -h  oj]  =  F(5;,  _;K,  ^) -t- W], 

toi  désignant  une  constante  vis-à-vis  de  .r,  c  est-à-dire  une    certaine    fonction 
de  y  et  c. 


(')  Prali(|U('ineiU.  on  coiiiniencc  par  celle  qui  semble  devoir  donner  les  calculs  les 
plus  simples  pour  l'inlégralion. 

IIaac;.  —  Cours,  I.  12 
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Portons  la  valeur  obtenue  dans  la  deuxième  équation  (lo),  jiar  exemple  (^), 

(11)  --—  =  Q —  Qi. 

dy         ^        oy 

Gomme  wi  ne  doit  pas  renfermer  x,  il  doit  en  être  de  même  de  Qi.  Cesl 
ce  que  le  lecteur  devra  constater  dans  chaque  cas  particulier,  s'il  n'a  pas  fait 
de  faute  dans  ses  calcul-^. 

Opérons  maintenant  sur  l'équation  (i?.)  comme  nous  avons  opéré  sur  la  pre- 
mière équation  (lo).  Autiement  dit,  intégrons  ))ar  rapport  à  _)', 

(i3)  LOi=  I  Qi  dy  -^  i».,=  G(y,  z)  +  coj, 

0)2  désignant  une  fonction  de  z. 

Portons  dans  la  troisième  équation  (lo),  il  doit    rester    une    équation    de    la 

forme 

r/to., 

d'où   l'on  déduit.    |)ar  une  dcrnièi'e  intégration, 

(i4)  wo.=   ff{z)dz  =  l]iz)  +  C, 

C  désignant  cette  fois  une  \érital)le  constante. 
Finalement,  on  a 

(i3)  co  =  F(x,y,  z)  -+-  G(r,  z)  +  H(  ..)  +  C. 


(')   Même  ronKirquc  que  plus  luiul. 
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INTKGRALES   DliFIMES   ET  IN  DEFIMES. 


142.  Intégrale  définie.  —  On  est  coudait,  dune  manière  très  simple, 
à  la  notion  d'intégrale  définie  par  la  mesure  de  certaines  aires  planes. 
Soit  une  fonction  f  [x)  continue  et  positive  dans  rinlervalle  («,  6). 
Traçons  l'arc  de  courbe  représentatif  correspondant  AB  {fig-  24); 


o  I    à  m.2  ttIq         Jrii^   rnt-n       "în.  b     ^ 


il  est  tout  entier  au-dessus  de  Ox  et  le  point  A  est  à  ganclie  de  B, 
si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  a  <C  b.  Menons  les  ordonnées 
Aa,  B6,et  proposons-nous  d'évaluer /'a/re  Scomp/iseentre  l'aj'c  AB, 
Vaxe  Ox  et  les  deux  droites  Art,  B^. 

On  apprend,  en  Géométrie  élémentaire,  à  mesurer  les  aires  de  tous 
les  polygones,  mais  non  pas  les  aires  limitées  en  totalité  ou  en  partie 
par  des  lignes  courbes.  11  y  a  exception  toutefois  poui-  le  cercle,  dont 
on  calcule  l'aire  en  la  considérant  comme  la  limite  de  celle  d  un  polv- 
gone  inscrit.  Nous  allons  essayer  un  procédé  analogue  pour  le  trapèze 
curviligne  AB^rt. 

Prenons,  sur  lare  AB,  n  points  cpielconques,  désignés,  de  la  gauclie 
vers  la  droite,  par  M,,  M^,  ...,  M„.  La  première  idée  (pii  \ienl  ;i 
l'esprit  est  de  considérer  Taire  cliercliée  comme  la  limite  de  celle 
du  polygone  AM,  AK  . . .  M„  B/^  rt  A,  lorsque  le  nombre  des  points  de 
division  M,,  AL,  ...,  M,,  au  ionien  te  indé/ininwnt.  de  manière  que 
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chacun  des  arcs  partiels  AM,,  M|Mo,  . . .,  M«B  tende  i^ers  zéro  ('  ). 
Nous  reviendrons  sur  ce  procédé,  qui  a  une  certaine  valeur  pra- 
tique (n°  loO).  Pour  l'instant,  nous  allons  employer  un  moyen  légè- 
rement din'érent,  qui  nous  donnera  des  calculs  un  peu  plus  simples. 
Menons  les  ordonnées  M,w,,  Mom^,  ...,  M,,/??,^.  l^iis,  par  A,  M,, 
Mo.  ...,  M/M  menons  vers  la  droite  des  parallèles  à  Ox,  limitées 
chacune  à  l'ordonnée  du  point  suivant.  Nous  obtenons  ainsi  des 
petits  rectangles  /'o,  /'i,  ...,  /«,  dont  la  somme  a-  dillere  de  S  par 
l'aire  couverte  en  hachures  sur  la  ligure.  Il  est  clair  f|ue  cette  dirt'é- 
rence  est  d'autant  plus  petite  (pie  les  points  M/  sont  plus  rapprochés 
les  uns  des  autres  et  qu'elle  tend  vers  zéro  lorsque  le  nombre 
de  ceux-ci  augmente  indéfiniment  dans  les  conditions  spécifiées  plus 
haut.  Par  suite,  S  peut  être  considérée  comme  la  limite  de  c  dans  ces 
conditions.  Or,  la  somme  t  se  calcule  immédiatement;  si  Ton  appelle 
Xf,  X21  .  •  1  Xa  les  abscisses  de  M| ,  Mo,  . . .,  M„,  on  a 

(')  ^  —f{n){-r\  —  a)-\-f{xx){x^—xi)-^..  . 

-hfiXi){Ti^l  —  Xi)^.  ..-+  f{x„)(b  —  x„). 

Nous  sommes  maintenant  ramenés  à  une  question  d'ordre  pure- 
ment analytique  :  Trouver  la  limite  de  la  somme  t  définie  par  la 
formule  (1),  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  de  manière  que 
chaque  intervalle  partiel  .2;/^,  —  Xi  tende  vers  zéro. 

On  peut  démontrer  rigoureusement,  sans  faire  appel  à  rinluition 
géométrique  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  que  cette  limite 
existe  effectivement  toutes  les  fois  cpie  la  fonction  /"(.r)  est  continue 
dans  l'intervalle  (a,  b)  (-)  et  (\u' elle  est  indépendante  de  la  loi  qui 
préside  aux  fractionnements  consécutifs  de  l' intervalle  (a,  h). 
Nous  admettions  celte  démonslralion,  bien  (pTiui  puisse  bi  présenter 
d'une  façon  assez  ('lémentaire,  mais  un  peu  longue  (  '). 

i^a    limite    en    question    se    représente    par   le    s\mbole    conveii- 

(')  On  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  points  M,,  M.,,  ...,  M,^  soient  oiilcnus 
en  partageant  l'intervalle  (a,b)  en  n  parties  égales,  le  nombre  /;  auj^mcnlant  ensuite 
indéfiniment.  Mais,  cela  n'est  pas  nécessaire. 

(-)  On  peut  restreindre  davantage  les  condilions  d'iiitcgiabilité  de  la  fonc- 
tion fix)  pour  l'intervalle  (a,b),  c'est-à-dire  les  conditions  qu'elle  doit  remplir 
pour  que  la  somme  j  ait  une  limite.  La  recherche  des  condilions  strictement  suffi- 
santes est  d'ailleurs  une  question  fort  difficile. 

(^)  Le  lecteur  trouvera  une  démonstration  en  i)bilic  analMi(|ue  et  <n  partie  géomé- 
trique dans  Leçons  (  n" 303). 
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tionnel   /    f(x)dx  [énoncez  :  somme  de  a  à  b  de  f{x)  dx^  et  se 

nomme   ir^téarale  définie.  C'est    elle   ijtii    mesure,  par  définition., 
l'aire  S  du  trapèze  curviligne  W^ba  (  '  ). 

Les  nombres  a  et  b  sont  appelés  les  bornes  (ou  limites)  inférienre 
et  supérieure  de  l'intégrale.  L'intervalle  («,  6)  est  \ intervalle  d' in- 
tégration. 

143.  On  peut  imaginer  d'autres  sommes  cpii  ont  pour  limite  S. 
Par  exemple,  on  peut  mener  par  les  points  M,,  Mo,  ..-,  M«,  B  des 
parallèles  à  O^  dirigées  vers  la  gauche  et  limitées  aux  ordonnées  qui 
les  précèdent  immédiatement;  on  obtient  des  rectangles  dont  la 
somme  t'  a  encore  pour  limite  S.  Cette  somme  s'écrit  d'ailleurs 

<^0     7'  =  /(^i)(.ri  —  a)-H.  .  .  ^  fi  xi+i)(xi^i  —  Xi)  ^  .  .  .-\-f(b){b  —  Xn.). 

Dans    le  cas   de  figure  actuel,  l'aire   S  est   évidemment  comprise 
entre  a-  et  t',  qui  en  sont  respectivement  des  valeurs  a|)prochées  |)ar  ' 
défaut  et  par  excès. 

On  peut  aussi,  plus  généralement,  former  le  rectangle  r,  en  menant 
une  parallèle  à  Ox  par  un  point  quelconque  |j./  de  l'arc  M/M/^,, 
ce  qui  conduit  à  la  somme 

(3)  Z=fi:-,){x,-a)^f{U){^2-oi^i)-^--- 

-^-f{li){xi^,-  Xi)  ^.  .  .~f{U)(b  -  x„), 

OÙ  ;o5  i)i  •  •  -1  \n  sont  des  nombres  quelconques  respectivement  com- 
pris dans  les  intervalles  («,  ^i),  (a:i,^o),  ...,  (xn,b).  On  démontre 
que,  quelle  que  soit   la  manière  de  choisir  les  ç,,  -  tend  toujours 

vers  la  même  limite   I    f{x)dx,  lorsque  n  augmente  indéfiniment 

dans  les  conditions  indiquées  plus  haut. 

m.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  a  •<  b  e\.f{x)  >  o  dans  l'inter- 
valle (rt,  b),  et  cela  afin  de  ne  rencontrer  aucune  difficulté  de  signes 
dans  l'évaluation  approchée  de  l'aire  S.  Mais,  nous  pouvons  mainte- 
nant lever  ces  restrictions.   Quel  que  soit  le  signe  de  fix)  dans 

(')  Comme  on  le  voit,  l'existence  de  cette  aire,  que  nous  avons  admise  au  début 
comme  notion  expérimentale  intuitive,  peut  s'établir  rigoureusement  en  s"appuyant 
uniquement  sur  la  notion  de  nombre  et  sur  celle  de  la  mesure  d'un  rectangle. 
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/  intervalle  [a,  b  )  et  quel  que  soit  le  signe  de  la  différence  h  —  a. 
la  somme  Z  définie  par  la  formule  (3)  a  une  limite  qui  est^ par 

définition,  l  intégrale  définie   l    f[x)dx.  On  conçoit  en  eiïet  que 

la  démonsiralion  analvlique  de  celle  proposition  puisse  se  faire  aussi 
aisément  dans  le  cas  général  que  dans  le  cas  particulier  examiné 
priiiiilivement. 

Remarque.  —  On  peut  remplacer  la  somme  S  par  la  suivante  : 

(4)  ^'=  [/':o)-^£o](.r,  — a)  +  [/(ii)  +  £,j(>-o— a-i)+... 

où  les  nombres  £„,  £,,  ...,  e„  tendent  tous  vers  zéro  en  même  temps 
que  les  intervalles  partiels.  En  ellet,  on  a 

^'  —  ^   =  Su(.ri  —  a)  -I-  £i(a^2—  ^l)  -!-•  •  •+  E/;(^  —  ^n)- 

Donc,  SI  £  est  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  de  £oi  •  •  ••,  -m 

\I.'—I.\^z[{j::i  —  a)^(x.2—Xi)-h...-+-(h  —  x„)]  =  z(f}  —  a). 

La  dilFérence  S' — S  tend  donc  vers  zéro;  par  suite,  !l'  a  même 
limite  que  S. 

Praticjuement,  on  voit  (\u' o/i  peut  remplacer  chaque  terme  de  la 
somme  ^  par  un  in  fi  ni  met}  t  petit  équivalent  (n"  l!20). 

1  io.  Formules.  —  Voici  maintenant  quelcjucs  fornudes  très  simples, 
qui  ri'^idtent  immédiatement  des  définitions  précédentes  : 

1°     (5)  /     J\x)dx^-   /    f{x)dx. 

En  ertet,  on  a  le  droit  de  supposer  que  les  sommes  S  et  ^' ,  qui 
donnent  naissance  à  ces  deux  intégrales,  sont  obtenues  par  le  même 
mode  de  fractionnement  de  l'inlervalle  [a,  b)  et  par  le  même  choix 
des  nond)rcs  ç,,  puis(|ue  la  limile  de  chacune  d'elles  est  indépen- 
dante de  ce  mode  de  fraclionnement  et  de  ce  choix.  Mais  alors,  il  est 
manifeste  qu'on  a  constamment  i^  =  —  S',  ce  qui  donne,  à  la  limite, 
la  formule  à  démontrer. 

2"     ^6)  f   J\x)dx=  1    f{x)dx^  j     f{x)dx. 

d  a  '^  a      .  d  ^, 
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En  efTet,  supposons  d'aljord  c  compris  entre  a  et  h.  Nous  avons 
le  droit  de  choisir  constamment  le  nombre  c  parmi  les  nombres  Xi 
relatifs  à  la  somme  X  qui  définil  la  première  intégrale.  Cette  somme 
peut  alors  se  partager  en  deux  sommes  partielles  'El  et  -",  l'une  rela- 
tive aux  intervalles  compris  entre  a  et  c,  l'autrç  relative  aux  inter- 
valles compris  entre  c  et  b.  On  a  S  =  S'+S";  d'où  la  formule  (6), 
en  passant  à  la  limite,  puisque  2C,  S',  S"  tendent  respectivement  vers 

j    f{x)dx,    l    f{x)dx,    /    f(x)dx. 
»  „  t.  „  .  ,. 

Si  maintenant  l'on  suppose  c  extérieur  à  l'inlerNalle  (a,  6),  a  sera 

nécessairement  compris  entre  b  et  c,  ou  bien  b  entre  a  et  c. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  écrire 

•'b  ^h  --^a 

OU  [  formule  (  V)  | 

ce  qui  est  bien  la  formule  (()).  Dans  le  second  cas,  on  procède  d'une 
manière  analogue.  De  (6),  on  déduit  immédiatement  la  généralisa- 
tion suivante  : 


(7) 


f"-r-f"---f'' 


(jomme  application,  on  peut  donner  une  interprétation  géomé- 
trique simple  de  l'intégrale  définie,  dans  le  cas  où  f{x)  prend  des 
signes  quelconques  entre  a  et  b.  Supposons  que  l'arc  AB  coupe  Ox 
en    un   certain    nombre    de  points   P,,   P^,    ...,    P/^,   d'abscisses   ^i, 

r'' 

x-i,  ...,  Xk-  Décomposons    /     f[x)dx  par  la  formule  (-).  Si  «  <<  ^, 

chaque  intégrale  partielle  ainsi  obtenue  représente  une  aire  précédée 
du  signe  -h  ou  du  signe  — ,  suivant  que  cette  aire  est  au-dessus  ou 
au-dessous  de  0:r.  Dès  lors,  si  nous  faisons  la  convention  de  regarder 
comme  positive  toute  aire  située  au-dessus  de  Ox  et  comme  négative 

toute  aire  située  au-dessous,  nous  vovons  que  l'intégrale   /    f(x)dx 
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mesure  Vaire  algébrique  comprise  entre  Tare  AB,  O^,  Aa  el  Bb. 
Si  rt^  b.  il  faut  faire  la  convention  de  signes  opposée. 

3°  f    [kf(x)-^B  g{x)]dx^K  f  f{x)dx+B  f   g{x)dx 

(  A  et  B  ==  const.). 
Conséquence  évidente  de  la  définition  de  l'intégrale. 

4"  Formule  DE  LA  MOYENNE.  —  Si  c  désigne  un  certain  nombre 
compris  entre  a  et  b,  on  a 

(8)  f  f{x)dx  =  {b-a)f{c). 

En  eflfet,  soient  m  et  M  les  limites  supérieure  et  inférieure 
de /(.r)  dans  l'intervalle  [a^b)^  (u"  59).  Si  a  <C  b,  on  a  évidem- 
ment 

S  >  /«  (  j"i  —  a)  -^  m  (  X.2  —  xi)  -h.  .  . 

-4-  m  {Xi^i  —  X,)  -h .  .  .-h  m(  fj  —  x„)  =  /??  (  6  —  a). 

De  même,  S  <  M(^  —  a). 
A  la  limite,  on  a  donc 

m(b  ~  a)  <  /     f{x)dx  <:M(b  —  a). 

f  f(x)dx 
Le  quotient  —^ étant  compris  entre  m  et  INI,  on  sait  que  sa 

valeur  est  atteinte  par  f{x)  pour  au  moins  une  valeur  c  de  l'inter- 
valle {a,  b)  (n^oO);  ce  qui  nous  prouve  la  formule  (8).  vSi  a'^b, 
il  n'y  a  qu'à  changer  le  sens  de  toutes  les  inégalités  ci-dessus. 

Nous  verrons,  au  numéro  suivant,  que  cette  formule,  comme  sous 
le  nom  de  formule  de  la  moyenne ^  est  identique,  au  fond,  à  la 
formule  des  accroissements  finis. 

146.  Valeur  moyenne  d'une  fonction.  —  A  la  notion  (rint(''grale 
définie  se  lattache,  de  la  façon  la  j)lus  naturelle,  celle  de  la  valeur 
moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle  donné. 

Soit  la  fonction  f{x),  finie  et  continue  dans  l'intervalle  («,  b). 
Divisons  celui-ci  en  n  —  i  parties  égales,  soit  a,  Xi^  x-i,  ••■,  x,i_2:b, 
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et  proposons-nous  de  calculer  la  limite,  pour  n  infini,  de  la  moyenne 
arithmétique 

_  J'(a)  -hfJTi  )  -^  .  .  .  -+-/(  T„ .  .,  )  — _/ï  b  ) 

S/i  — '■ • 

n 

A  cet  effet,  comparons-la  avec  la  somme 

^„=  f{(-i)(.Ti  —  a)  -^  f(a:i){.r.2  —  xi)  -h.  .  .^f{Xn-i){b  — .r„_2), 

dont  la  limite  est    /    f{x)  dx. 

C  •  P  7  />  —  /-/ 

bi  l  on  remarque  que  x ,  —  a^  x^  —  .r,  =  . .  .  =  /y  —  Xn-  ■>  =  ' 

^         '  "  n  —  I 

on  peut  écrire 

Si,  dans  cette  égalité,  on  fait  croître  n  indéfiniment,  on  voit  que 

r  f{^)cix 

la  limite  de  S,/  est  '-^^—r C'est  cette  limite  qu'on  appelle 

valeur  moyenne  de  la  fonction  f{x)  dans  V intervalle  [a,  b). 
On  peut  remarquer  que,  d'après  la  formule  de  la  moyenne  (n°  lio), 
elle  est  égale  à  la  valeur  que  prend  y(a")  pour  une  certaine  valeur 
de  X  comprise  entre  a  et  6,  ce  qui  est  du  reste  assez  intuitif. 

147.  Fonctions  primitives,  intégrales  indéfinies.  —  Le  procédé 
indiqué  au  n"  WlL  pour  calculer  l'aire  S  est  intéressant  en  ce  sens 
qu'il  nous  a  conduit  à  la  notion  purement  analytique  d'intégrale 
définie.  Mais  il  est  loin  d'être  pratique,  car  on  ne  peut,  en  général, 
trouver  directement  la  limite  de  la  somme  ï.  Nous  allons  indiquer 
une  autre  méthode,  qui  semble,  au  premier  abord,  un  peu  détournée 
et  artificielle,  mais  qui  nous  donnera  une  solution  plus  élégante  et  en 
général  plus  pratique. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'arc  AB  {fig-  ^-5),  d'abscisse  x. 
Menons  l'ordonnée  M. m.  11  est  évident  que  l'aire  N^ima  est  une 
fonction  de  x  bien  déterminée  dans  lintervalle  (a^  b),  soit  S(;r). 
A'ous  allons  calculer  sa  dérivée.  Donnons  à  x  l'accroissement 
Ix  =  mm'  ;  l'accroissement  AS  correspondant  est  l'aire  MM'/n'm, 
précédée  du  signe  -+-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  A.r  est  positif"  ou 
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négatif.  Or.  si  ii  et  y-,  sont  les  ordonnées  minimum  et  maximum 
des  points  de  Tare  MM',  cette  aire  est  visi])lement  comprise  entre 
j'J  A.r  I  et    i'2|-^>2:|.  Comme  AS  a  le  signe  commun  à  j'iAj;  el  j'o^JC, 


AS 


il  est  constamment  compris  entre  ces  deux  (luantilés;   donc  — ^  est 

1  i  '  \t 


compris  entre  j^i  et   l'o.   Si  A^  tend  maintenant  vers  zéro,  it  et  j'o 

AS 
tendent    tous  deux   vers   l'ordonnée   y  du  ])oint  M.  donc   aussi 

Finalement,    la    fonction  S(x)  a  pour  dérivée  y  =f[x). 

De  celte  j)roj)i-iété  fondamentale  résulte  immédiatement  le  procédé 
suivant  pour  calculer  S(^).  Supposons  que,  par  un  moyen  quel- 
conque (nous  en  indiquerons  au  Chapitre  suivant),  on  ait  découvert 
une  fonction  ¥(^x)  admettant  |>our  dérivée  f{oc)^  ou,  comme  on  dit, 
une  fonction  primitive  de  f{x).  Les  fonctions  S(a;)  et  F(x)  ayant 
même  dérivée  diflèrent  par  une  constante  (n"  ()i).  On  a  donc 


(9) 


S(:r)  =  ¥(x)^C. 


?^ous  n'avons  plus  (pi'à  calculer  C.  Pour  cela,  il  nous  suffit  de  icm- 
placer  .r,  dans  l'identité  (9),  par  une  valeur  telle  (pion  connaisse  la 
valeur  correspondante  de  S(a:).  (Jr,  cette  valeur  saute  aux  yeux; 
c'est  rc  =  rt,  car  le  point  M  vient  alors  en  A  et  l'aire  S(.r)  se  réduit 
à  zéro.  jNous  avons  donc 

o  =  F(rt)-4-G;  • 

d'où 

(10)  ?,(x)  =  ¥{x)—V{a). 

V.n  ])arliculier,  l'aire  S  du  trapèze  curviligne  \)M)a  est 

(11;  S  =  F(Z>j  — F(>/). 

148.   Nous  pouNfms  aisf'-ment  nous  passer  maintenant  de  la  Céomi'-- 
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trie  et  inlerpréter  ce  qui  précède  en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue 
p uremen t  analytique . 

Soil  une  intégrale  définie  1=  /  f(t)dt  ('),  dont  la  borne  infé- 
rieure est  fixe  et  la  borne  supérieure  variable.  Il  est  clair  que  c'est 
une  fonction  de  x,  puisque,  lorsqu'on  donne  les  deux  bornes  de  I  inté- 
grale, celle-ci  prend  une  valeur  parfaitement  déterminée.  Soit 
donc  I  =  C5(jr).  Clierclious  la  dérivée  z>'(x).  On  a  [formule  [iV)] 

-,  J-  -+-  Ax  „  A-  ^  a-  -t-  A.r 

^{x^\x)  —  '^{x)=l  f{t)dt—         f(t)dt=   i  f{t)dt, 

ou 

ç  (  ^  -f-  Ar  )  —  'j  ( .r  I  =  \Tf( .r  H-  6  Ar  )  (  o  <  0  <  i  ), 


d  après  la  formule  de  la  moyenne.  D'où 

o( X  -^  A.r )  —  œ ( JT ) 


\x 


f{x-\-  0  Ix). 


Si  Aj7  tend  vers  zéro,  le  second  membre  tend  versy'(.r),  puisque 
celle  dernière  fonction  esl  continue.  Donc  C2(.r)  a  pour  dé- 
rivée f{x). 

Si  maintenant  l'on  désigne  par  F(.r)  une  fonction  primiti\e  quel- 
conque de  fix-)  et  si  l'on  remarque  que  's(a)=  f  J  (^t  )  dt  ^=  o, 
on  peut  répéter  le  raisonnement  fait  plus  baut  et  écrire,  par  suite, 

(ri)  f   f(x)dx^  r(x)-F(a), 

(i3)  f  /{x)dx  =  Fib)-F{a). 

Celle  formule  a  une  imporla/iee  capitale  dans  le  calcul  inté- 
gral. Elle  nous  montre  que  le  calcul  d'une  intégrale  définie  est 
ramené  à  la  recherche  d' une  fonction  p/inutii'C  de   la  fonction 

//(fi  figure  sous  le  sig/ie   1  .  JNous  verrons  au  (^bapitre  suivant  com- 
ment on  peut  résoudre  ce  dernier  problème. 

(')   Nous   changeons  la   notation   adoptée   plus  liaul   poui'  la  variaMe  ni;uranl  sous 

le  signe  /,  afin  d'éviter  toute  confusion  entre  cette  variable,  dite  i'«/-(ai/e  rf'm/e^/-a- 

tion.  et  la  borne  supérieure  x  de  Tinlégrale,  car  ces  variables  jouent  des  rôles  entiè- 
rement différents. 


l88  CHAPITRE   XII. 

Remarques.  —  1.  Si  l'on  applique  au  premier  membre  cle(i3)  la 
formule  de  la  mojenne,  on  a 

¥{b)-¥{a)  =  (b-a)f{c)  =  {b-a)¥'{c); 

on  retrouve  la  formule  des  accroissements  finis. 

On  peut  vérifier  de  même,  au  moyen  de  (i3),  les  autres  formules 
du  n"  lio. 

II.  On  ne  peut  affirmer  l'exactitude  de  la  formule  (i3)  que  si  la  fonc- 
tion F(x)  est  bien  définie  et  continue  dans  tout  l'intervalle  (a,  b).  11  peut 
arriver  en  eflet  que  ¥ {x)  soit  discontinue  pour  une  valeur  intermédiaire  c, 
tout  en  étant  continue  et  adniettanty(.r)  pour  dérivée  dans  chacun  des  inter- 
valles {a^c)  et  (c,  b).  Si  S  désigne  la  discontinuité,  c'esl-à-dire  la  diiïé- 
rence  F(c  -f-  o)  —  F(c  —  o)  (n°  ."îS),  on  a 

/     f{x)dx=  I    f{x)dx'\-  I      f(x)dx 

=  F(c  — O)  —  F(a)  +  F(6)  —  F(c  +  o)  =  Y(b)  —  Yin)-ù. 

Celte  particularité  provient  de  ce  que,  pour  établir  la  formule  (i3),  on 
s'appuie  sur  le  théorème  II  du  n"  6i,  lequel  n'est  exact  qu'autant  que  la  fonc- 
tion qu'il  intéresse  satisfait,  dans  l'intervalle  (a.b),  aux  conditions  du 
théorème  des  accroissements  finis. 

Intégrales  indéfinies.  —  Les  considérations  qui  précèdent,  jointes 
au  théorème  d'existence  des  intégrales  définies,  nous  prouvent  que 
toute  fonetion  continue  f[x) peut  être  considérée  comme  la  dérii^ée 
d^  une  infinité  de  fonctions,  différant  entre  elles  par  des  constantes. 

On  convient  de  représenler  l'ensemble  de  toules  ces  primitives  par 

le  symbole     i  f[x)dx  [énoncez  :  somme  de  f(x)dx].,  qui  porte  le 

nom  d^intégrale  indéfinie.^  pour  rappeler  qu'il  représente  une  fonc- 
tion qui  n'est  définie  qu'à  une  constante  additive  près. 

149.  Calcul  approché  des  intégrales  définies.  —  Nous  venons  d'in- 
diquer un  moyen  élégant  de  calculer  l'intégrale  définie 

(i4)  1=  Ç  f{T)dx. 


/^<^ 


Mallieureuscment,  il  est   subordoiiiK-  à  la  recherche  d Hue  lonction 
jjriitulive  de  /(.z).  Or,  si  ce  dernier  problème  est,  dans  certains  cas, 
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très  facile  à  résoudre,  il  v  a  d'autres  cas  où  il  est  excessivement  com- 
pliqué ou  même  insoluble  par  l'emploi  des  seules  fonctions  élémen- 
taires (n"  74)  ;  et  cela  arrive  pour  des  fonctions  très  simples  placées 

sous   le   signe    /  •  11   est  donc  nécessaire  de  connaître  une    méthode 

permettant  de  calculer^  tout  au  moins  d' une  manière  approchée^ 
n^importe  quelle  intégrale  définie,  ce  qui  résoudrait  du  même 
coup  le  problème  de  la  recherclie  des  primitives  de  n'importe  quelle 
fonction,  puisqu'il  suffirait  alors  d'intégrer  celle-ci  entre  une  borne 
fixe  et  une  borne  variable  (n"  148). 

Il  existe  dilTérentes  méthodes  de  calcul  approché  des  intégrales 
définies.  Mentionnons  d'abord  les  procédés  mécaniques  cpii  reposent 
sur  l'emploi  de  certains  appareils  plus  ou  moins  ingénieux,  auxquels 
on  donne  les  noms  à^ intégrateurs,  intégraphes  ou  planimètres  {'  ), 
mais  que  nous  ne  pouvons  pas  décrire  ici.  Nous  nous  occuperons  seule- 
ment des  méthodes  purement  analytiques.  Elles  consistent  toutes  à 
interpréter  l'intégrale  au  moyen  d'une  aire,  comme  nous  l'avons  fait 
au  début  de  ce  Chapitre.  Par  des  décompositions  convenables,  on 
|)eut  toujours  se  ramènera  l'hypothèse  a  <<  b,J\x)  >>  o,  c'est-à-dire 
à  l'évaluation  de  laiie  W^ba  de  la  ligure  24. 

loO.    i"  Méthode  des  trapèzes.  —  Décom|)Osons  ab  en  /?  parties 

égales,   dont  nous    désignerons   la  valeur  commune   ijar  A  = 

Menons  par  les  j)oints  de  division  des  pai-allèles  à  Oy,  qui  rencon- 

Fi-.  -«(î. 


<:/ 

M 

H 

-1,..  M 

- 

B 

M..^ 

V 

a/ 

0 

Oy 

m 

"'*' 

A 

j^ 

Irent  l'arc  AB  aux  |)oints  M,,  M^.   .  .  .,  M/,    1  i  ftg.  26).    La   méthode 
consiste  à  remplacer  l'aire  S/  du  trapèze  curviligne  M/M/^, /»/_j., /;i/ 


(')  On  les  appelle  ainsi  (|u.infl  ils  penneltenL  de  niesiirer  direelenient  l'aire 
imitée  par  nne  courbe  plane  (luelconque,  question  (]iii  se  rattatlie  étroitement, 
omme  nous  l'avons  vu  et  le  verrons  encore,  au   calcul  itiléyral. 
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parcelle  du  trapèze   reclilii^iic   uhlenii    en    U'iuMnl   la   coide  M/M,_,.,, 

c'est-à-dire    par    -{)'i  +  yi+\),    t'n    appelant     ^■,   l'ordonnée    de   M/, 

soity(T/l.  On  oblienl  de  la  sorle,  pour   \aleiii'   approchée   de  1  inté- 
grale, 


(i5) 


lf(a)^  f(b)  1 

^       \  ~i r-  /(.ri)  ^  J  (T-i)  ^  .  .  .-^  /(  Xn-l  )  l 


La  figure  montre  que  Terreurs/  commise  sur  l'aire  S/  est  beaucoup 
j)lus  petite  que  si  l'on  avait  pris  pour  valeur  approchée  l'aire  du  rec- 
tangle /'/considéré  au  n"  1 1!2.  On  peut,  du  reste,  obtenir  aisément 
l'ordre  de  grandeur  de  cette  erreur. 

Soit  F(j:)  une  jii'iniili\e  de  f(x).  (3n  a 

(i6)  ei=  F(,r/-+-/0  — I'(-r/)—  ^[/{x,)  ^ /{^i-^  h)]. 

Si  l'on  développe  suixant  les  |)uissances  croissantes  de  //,  eu  appli- 
quant  la   foi'uuile  de   Tajlor  (n"  llo),    on  constate   que   le    premier 

terme  non  nul    est    — -  — ^ ^ — ;    de  sorte   que,  si  Ji   est  assez   petit, 

£/  est  de  l'ordre  de  /r',  et  l'erreur  totale  s  esl  de  l'ordre  de 

nh^  =  {h  —  a  )lr-. 

On  peut  ol)leiiii'  une  ('valiiat  ion  jiliis  picciso  de  î,,  grâce  à  l'aiiifice  siiixanl. 
qui  rappelle  celui  île  la  lorniuie  de  iMac-i>aui'in  (  n"  11  ii  et  que  nous  emprun- 
tons à  Leçons  !  n"  ',\'.\[  ). 

Posons,  en  nous    "uidant  sur    ce  (nii  vient  d'èlre  \u,  £/=  — X,    À  clanl  par 

1-2 

conséquent  déterniim-  pai-  ré(|ualion 

(17)  V{Xi-h  h)  —  ¥{Xi)  —  -fiXi)—  -f(Xi^  II) '-1  =  o. 

Considérons  la  fonction  obtenue  on  remplaçant  au  preinicr  membre  /i 
par  X  —  Xi;  soil 

o(x)  =  F(x)  -  \'(x/}  -  -——J-fixi)  -  '     _    •  '/(>•)  - -^—  l. 

•ielte  lonction  >■  aiinnle  idcnliqurmcnl  jHiur  x  =  .r,  et,  en  vertu  de  (17), 
pour  .r  =  ,r/-i-  A.   jtonc  '•a  di^riM-c 

'    y/     ■         'y/  X  —  X,  (.r  — .r/)2 
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s'annule  enlvc  Xi  el  Xi-—  h.  soit  pour  a"',-.  INIais  elle  s'annule  aussi  pour  a~  ==3",: 
donc 

s'annule  pour  une  certaine  \aleur  ;,•  comprise  entie  Xi  et   x',-  et,  a  fofliori. 
entre  Xj  et  ar, -i-  h.  On  a,  dés  lors, 

En  conséquence,  si   Ton   appelle  M  une  limite  supérieure  de   1/(^)1   dans 
l'intervalle  {a,  b),  on  a  certainement 

((8)  U|< n  = 


loi.  1"  Méthode  de  Simpson.  —  Toutes  les  méthodes  d'intégration 
approchée  reviennent  à  remplacer  l'arc  de  courbe  AB  par  une  antre 
ligne  qtii  s'en  rapproche  le  plus  possible  et  pour  laquelle  on  sache 
elVectuer  la  quadrature  ('j.  Suivant  la  manière  de  choisir  cette 
ligne,  on  obtient  telle  ou  telle  méthode.  Dans  la  méthode  des  tra- 
pèzes, on  a  pris  wnç.  ligne  polvgonale  inscrite.  Dans  celle  de  Simpson, 
que  nous  allons  décrire,  on  prend  une  ligne  constittiée  par  des  arcs 
de  parabole. 

En  conservant  les  notai  ions  précédentes,  faisons  jiasser  par  les 
trois  points  consécutifs  M/,  INl/^.!.  M/^o  une  |)arabole  daxe  paiallèle 
à  Oj'  et  d  équation 

(19)  j- =  ar^-H  p:r-^Y' 

où  a,  j,  "'  désionent  trois  constantes,  qu  on  déterminerait  en  écrivant 
que  léqualion  est  véi-iliée  pour  (.r/,j)'/),  (jr,^., .  r/+i  ),  (  x/^o,  j',^.^)- 
L'aire  correspondante  S^,  que  nous  allons  sidjslil  lier  à  I  aire  exacte  S/, 
a  pour  valeur 


/  — 

r 

'( 

a  X-  -\-'^ix 

+ 

l)dx 

%{^U 

^ 



X, 

?)- 

0 

^'h-i  — 

x'f 

)-\- 

Y  (  ^i-i-'l  ~ 

-  ^i 

0 

(^/+2- 

- 

^i 

Ù 

î  -t-  Ti+ 

,_Xi 

-T-  3. 

7)- 

0 

(^/+2 

-^X, 

0 

(')  On  désigne  ainsi  le  calcul  d'une  intégrale  définie  quelconque,  pour  rapi^eier  (|ne 
cela  équivaut  à  évaluer  une  aire  plane,  ou,  comme  on  dit,  à  faire  la  quadrature  de 
celte  aii'e. 
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Si  Ion  remarque  c[ue  x/_,.2 — Xi^^ilt,  que  .r/^,  =  — ^ — '-^^  et  si 
Ion  lit'iit  compte  de  (^19),  on  trouve,  après  un  calcul  élémentaire  ('), 

(20)  S;=:  -(j'/H-4jK/+.+JK,+2). 

En  faisant  successivement  i=  o,  2,  4i  6,  .  .  .,  2/>  — 2,  et  suppo- 
sant n  pair  et  égal  à  2/?,  on  obtient  pour  valeur  approchée  de  I 

La  figure  fait  deviner  que  Terreur  doit  être  plus  petite,  pour  une 
valeur  donnée  de  «,que  dans  la  métliode  des  trapèzes,  car  les  arcs  de 
parabole  semblent  plus  voisins  de  la  courbe  que  les  cordes  M,M/_,_,. 

Effectivement,  on  a 

Si    Ion    développe   suivant  les   puissances    croissantes    de    A,     on 

constate  que  le  premier  terme  non  nul   est f^''^(^Xi).  D'où  l'on 

conclut  que,  cliaque  erreur  partielle  étant  de  l'ordre  de  h'',  Verreur 
totale  est  de  L'ordre  de  h' . 

152.  3"  Méthode  du  développement  en  série.  —  Si  la  fonc- 
tiony(x)  est  développable  en  série  entière  et  (|ue  l'intervalle  («,  b) 
soit  intérieur  à  l'intervalle  de  convergence,  on  peut  intégrer  terme  à 
terme  (u"  102).  On  est  alors  ramené  à  un  calcul  de  série,  ce  qui  se 
fait  j)ar  la  méthode  du  n"  54. 

Ce  procédé,  loisqu'il  est  applicable,  est  souvent  avantageux, 
surtout  s'il  conciuil  à  une  série  ra|)idement  convergente.  Mais  on  ne 
peut  pas  l(iii|()urs  1  cniplover,  car  il  est  subordonné  au  (1(''\  fdoppenrent 
de/(a:)  en  série  entière. 

153,  Extensions  de  1  intégrale  définie.    —    Nous    avons    défini    le 
(')  liernplacer   x-^^^x-   par 

~  [  (  ^i+-i  +  •^1  )■  —  ■^(+2  —  -^^î  J  =   ~  (  *  ■^1+  1  — ■  •2^/+2  —  ^'i)y 

puis  axj  pary, —  ^ix, —  y.  et  ax;+i,  o-xj+i  par  les  quantités  analogues. 
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symbole    /    f(x)clx^  en  supposant  cpie  a  et  b  étaient  deux  nombres 

finis  et  que  la  fonction  f  {x)  était  finie  et  continue  clans  Tinter- 
valle  (rt,  b).  On  peut,  dans  certaines  conditions,  s'affranchir  de  ces 
restrictions  et  étendre  la  notion  d'intégrale  définie,  moyennant  des 
conventions  convenables. 

1.  L' intervalle  (V intégration  est  infini.  —  Proposons-nous  de 
définir  le  symbole  /  /  [x)dx^  en  supposanty(j:)  finie  et  continue 
tlans  tout  l'intervalle  (a,  H-x)  (').  Dans  ce  but,  considérons  l'inté- 
grale F(;)=  /  f{x)dx]  elle  a  une  signification  parfaitement 
déterminée,  quel  (pie  soit  ;  >  «.   Imaginons  que  c-  tende  vers  -[-ce. 

Si  F ( z)  a  une  limite  finie  J..   on  dit  (jue   V intégrale    f       f(x)dx 

^  Il 

a  un  sens,  ou  qu'elle  est  convergente  ;  sa  valeur  est  ),,  par  défini- 
tion. Si  F(;)   augmente   indéfiniment  ou  ne  tend  vers  aucune  limite 

déterminée,    V intégrale     /      f[x)dx    na  pas    de    sens,    elle    est 

'-■  ij 
divergente. 

Lorsqu'on  sait  e/lectuer  la  quadrature  j  f{x)dx,  on  peut  recon- 
naître directement  la  nature  de  l'intégrale  et  obtenir,  le  cas  écbéant, 
sa  valeur;  on  est  ramené  à  une  question  ordinaire  de  limite. 
Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  ou  lorsque  la  primitive  de  f{x)  se  pré- 
sente sous  une  forme  trop  compliquée,  on  est  obligé  d'étudier  la 
nature  de  r intégrale  par  des  procédés  spéciaux,  qui  offrent  la 
plus  grande  analogie  avec  les  procédés  en  usage  dans  l'étude  des 
séries  (-). 

Quoique  cette  théorie  soit  en  somme  très  élémentaire,  nous  ne  pouvons 
l'exposer  ici  eu  détail  et  nous  nous  bornerons  à  donner  quelques  brèves 
indications. 

Il  y  a  lieu,  tout  d'abord,  de  distinguer  deux  ras,  suivant  (jue  la  fonc- 
tion f{x)   garde    un  signe   constant    à    partir   d'une    valeur    sullisamnienl 

(')  On  ne  pourrait  le  faire  directement,  comme  au  n°  14'2,  car  on  ne  peut  pas 
partager  l'intervalle  {a,-i- y.)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  finis. 

(■-)  On  peut  d'ailleurs  rattacher  l'une  à  l'autre  les  deux  théories  et  déduire  de 
l'une  des  critères  de  convergence  pour  l'autre. 

JIaag.  —  Cours,  I.  i3 
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grande  de  w  ou.  au   contraire,  change    coii^laniment,  de    signe   quand  .r  croît 
indi'lininient  i  '  ).  Dans  la  première  hypothèse,  qui  est  hi  seule  que  nous  considé- 
rerons, on  établit  les  critères  de  convergence  en  ])rovvdanl  par  coniparaison. 
Et  pour  cela,  on  s'ap|)uie  sur  le  théorème  suivant  : 

TiiKORK.MK  (  ').  —  Soient /(x)  et  S'(cr)  deux  fonctions  finies,  continues  et 
positives  entre  a  et  -+-  x. 

1°  Si  l'on  a    f  {x)$_  kg{x)  et  que     1         g{x)dx  converge,    il   en    est   de 

*  ti 

même  de     I         f(x)dx. 

•>.»  Si   l'on  a  f(x)"^Ag(x)    et    que    j        g(j')dx    diverge,   il  en   est  de 

même  de    j       f{x)dx. 
'"  <i 

En   eiïet,    si    z    varie    entre    a    et    -f- x,    les    fonctions    ?"(-)=    /     f(.r)d.r 

'  ti 

et  G(;;)  =    /     g{x)dx  sont  croissantes,  car  leurs  dérivées  /( -:  )  et  giz)  sont 


positi\es.   Ceci  étant  : 
i"   <)n  a  évidemment  (3) 

F(^)£AG(j)<AG(-i-ocj. 

Comme  l' (2)  croît,  elle  tend  vers  une  limite  finie,  |)oui-  ^  = -1- oc. 

2"  On  a 

F(z)lAG(>); 

comme  G(^)  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  Fi^V 

En    prenant   g(x }  ^^  et    lemarquant     (]iie    lintégiale    correspondante. 

qu'on  peut  calculer  directement,  converge   si    m  ^- \   et    diverge    si   /n  L  i ,  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TiiKOHKMK.  —  Si  le  produit  .r"'f(x)  reste  inférieur  à  un  ixinihic  fixe  et 
que  m  soit  >  i ,  l'intégrale  est  convergente. 

Si  le  produit  x"\f{x)  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe  mm  nul  et 
que  m  soit  _\,  l' intégrale  est  divergente. 

On  peut  en  tirer  la  règle  pratique  suivante  : 

(')  De  niéuii!  ciu'oii  ilislinuue  les  séries  à  lei'mcs  |)osilifs  cl  les  séries  à  termes 
quelconques. 

(')   ^f-  théorème  I,  n"  'i..'. 

(')  On  peut,  en  ell'et,  [);irtager  l'intervalle  (a,  z)  de  la  même  manière  pour  K 
et  AG.  Il  est  alors  évident  que  hi  somme  1  (  n"  I'i'2)  sera  plus  grande  pour  AG  que 
pour  1"'.  I)onr.,  à  la  limite,  on  voit  bien  que  AG  sera  supérieure  à  !•'. 
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RÉiiMi  1>RVTI0VE.  —   Choisissa/i/    —  pour   infiniment  petit  principal ,  on 

cherche  Vordre  infinitésimal  de  la  fonction  f(x),  qui  doit  s'annuler 
pour  T  infini  sous  peine  de  dii'ergence.  Si  cet  ordre  est  >i,  Vintéi;rale 
a  un  sens;  s'il  est  ^i,  elle  n'en  a  pas. 

Bien  entendu,  il  peut  arriver  que  l'ordre  infinitésinnal  ne  soit  pas  déter- 
miné (n"120).  Dans  ce  cas,  ii  faut  essayer  l'application   directe   du  tliéorème. 

Le  symbole  /  /{x)dx  se  définit  comme  le  |)récé(lent  el  s'y 
ramène  d'ailleurs  par  le  changement  de  x  en  — x.  Enfin,  si  les  inté- 
grales /       et    /       sont  séparément  con\ergentes  et  ont  pour  valeurs 

respectives  A  et  B,  le  symbole    /       /(x)clx  représente,  par  défini- 
tion,  la  somme    /    f[x)dx  +  /      f[x)(lx  =  A  —  B. 

•^  —  ûo  'a 

154.  II.  La  fonction  sous  le  signe  j  devient  infinie.  —  Suppo- 
sons d'abord  que  f{x)  soit  finie  et  continue  dans  tout  Tinler- 
valle   (a,  Z>),  sauf  à   l'extrémité   b  de   cet  inter\alle,    pour  laquelle 

elle  devient  infinie   (').    L'intégrale    F(;)=  /   f{x)dx  a  un    sens 

parfaitement  déterminé  tant  que  :;  est  compris  entre  (7  et  b.  Imaginons 
(pie,  dans  ces  conditions,  :;  tende  \ers  b.  SiF  {z)a  une  limite  finie  k, 

on  dit  que  l' intégrale    j  f{x)  dx  a  un  sens,  ou  qu'elle  est  conver- 

getile  ;  sa  valeur  est  a,  par  définition.  Dans  le  cas  contraire,  V inté- 
grale Il  a  pas  de  sens,  elle  est  diveigente. 

On  peut  repéter  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  au  numéio  précédent,  avec  de 
légères  modifications  que  le  lecteur  apercevra  aisément. 

En  particulier,  on  a  la  régie  pratique  suivante,  oij  l'on  suppose,  pour  fixer 
les  idées,  a  <  b  : 

RÈGLE  l'HATiQLE.  —  On  posc  b  —  X  —  il  et.  regardant  h  comme  infi- 
niment petit  principal,   on    cherche  l'ordre  in /initésirnal  m  de  -r-, j-  • 

J  J  '  -  fit)  —  /i  ) 

L'intégrale  a  un  sens  si  «i  <i  ;  elle  n'en  a  pas  si  m     i. 

(')  Un  ne  peul,  dans  ce  cas,  délliiir  (lircclenieiil  riiitéi;ralc,  car  les  ilernicrs 
termes  de  la  somme  z  (n"  142)  se  présenteraient  à  la  limite  sous  la  lorme  o  x  »  el 
n'auraient  aucun  sens  déterminé. 
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r'' 

On  définit  de  la  même  façon  le  symbole  /     f[x)da:,  dans  le  cas 

«^  Il 
où  J\x)   devient    infinie  pour   x=:a,    comme    étant  la  limite  de 

r'' 

j     f{x)  (Ix,  lorsque  ;  tend  vers  a  par  valeurs  comprises  entre  a  et  b. 

Enfin,  supposons  (pie  f{x)  devienne  infinie  pour  une  certaine 
valeur  x,  comprise  entre  a  et  b.    On  étudie  séparément  les  deux 

intégrales  /      /(x)  dx  et  /     f{x)dx.  Si  elles  sont  toutes  deux  con- 

r'' 

vergenteset  ont  pour  valeurs  respectives  A  etB,  le  symbole  /     J\x)dx 

représente. pardéfinition,  la  somme  /      f{x)dx-\-  j    f{x)dx^^.-\'V^. 

De  même,  si  /(.r)  devient  infinie  à  la  fois  pour  ^  =:  «  et  a?  =  6,  on 
choisit  c  quelconque  entre  a  et  b  et  l'on  écrit 

/,  c  b 

f  f(x)dx=  f   f{a.-)d.v-+-  f    f{x)dx. 

l5o.  Intégrales  de  fonctions  imaginaires.  —  Ou  jieut  étendre, 
d'une  manière  élémentaire,  la  notion  d'intégrale  à  certaines  fonctions 
imaginaires,  comme  on  leur  a  étendu  déjà  la  notion  de  dérivée  (u°79). 
Si  J\x')  et  g{x^  désignent  deux  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  x^  on  ;i,  par  définition, 

(22)  /  \fKx)  -4-  ig{x)\  dx  =  I  /(x)dx-^i  j  g{x)dx. 

La  dérivée  de  cette  intégrale  est,  en  vertu  du  n"  79,  J\x)-\-  ig'(x), 

c'est-à-dire  la  cjuantilé  sous  le  signe  /  ,  comme  cela  a  lieu   j)Our  les 

intégrales  réelles.  Il  résulte,  en  particulier,  de  là  et  des  formules  éta- 
blies au  11"  109,  qu'on  a,  en  désignant  par  c  une  fonction  imaginaire 
de  X  et  par  z'  sa  dérivée, 

(23)        f  e^z' dx  =  I  e~  dz  —  e~ -h  consl.=  C' -h  \ -h  V>  i       (  A,  B  =  consl.)  ; 

(24;         I  cos z  dz  =  a'inz -h  conal.,  j  s\nzdzz=  —  cos- -h  const. 
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De  même,  en  s'appinaiit  sur  la  fin  du  i\°  79,  on  a 

y'                             -m-!-l 
z'"  dz  = r-  consl., 

en  supposant  m  entier,  positif  ou  négatif,  mais  ^ —  i. 

Quant  à  1  intégrale  /   —^,  elle  est  égale  à  Iog3,  si  l'on  a  défini  cette 

dernière  fonction  et  calculé  sa  dérivée  (exercice  proposé  n°  18  relatif 
au  Cliapitre  \  II).  Sinon,  on  peut  écrire 

,    „  r  dz  r  i  u  -^  iv'  )  dx 

J       z  J  u  -i-  ll> 

/(  u' ^  iv' )  (u "')    /     _   f  (  i(u' -r-  vv')  dx 
M 2 -H  f2  J  U-  ~r-  (■"- 

.    r  (  i'^' — i'u')dx       ,         ,—- .  i> 

-~  i   I    r ; =  loa:  ^ U- ^  i-- -^  i  ave  tan"  -  • 

On  retrouve  d  ailleurs  la  définition  de  log;  (exercice  précité). 
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15(3.  Nous  avons  \ii.  au  Chapitre  |)récétlpnt,  liiittrtl  qui  réside 
dans  la  recherche  des  primitives  d'une  louclion  donnée  /(.r).  C'est 
ce  problème,  c'est-à-dire  le  calcul  des  intégrales  indéfinies,  ou 
calcul  des  quadratures,  qui  va  faire  l'objet  du  présent  Chapitre. 

Tout  d'abord,  il  convient  de  poser  nettement  le  problème.  Quelle 
que  soit  la  fonction  /(j^),  nous  pouvons  toujours  calculer  ses  primi- 
tives avec  une  approximation  aussi  grande  que  nous  le  voulons, 
puisque   nous    savons    évaluer   de    cette   manière   l'intégrale    définie 

/     f(t)dt,   pour  n'importe  quelles  valeurs  de  Xq  et  x  (n"^  149  et 

suivants). 

Mais  ce  n'est  pas  ainsi  ijue  nous  entendons  résoudre  la  question. 

Supposant  que  la   fonction  f{x)  est   une   fonction    élémentaire 
(  n"  7i),   nous  nous  proposons   de  chercher  ii  quelles  conditions 

l'intégrale  indéfinie  j  f{x)  dx  est  aussi  une  fonction  élémentaire 

et  de  calculer  cette  dernière. 

Disons  tout  de  suite  que  le  problème,  envisagé  de  ce  point  de  \iie, 
est  fort  difficile  et  <pi  il  n  existe  |)as  de  méthode  générale  permetlant 
de  le  résoudre  dans  tous  les  cas.  Entre  autres  choses,  //  est  soutient 
fort  pénible  de  reconnaître  si  une  quadrature  peut  ou  ne  peut  pas 
se  ramener  aux  fonctions  élémentaires.  11  ne  faudrait  |)as  croire, 
en  efTet,  (pie  toute  fonelion  éh'mentairc  admet  unepnmilive  élémen- 
taire. Il  y  a  des  (juadralures  d'apparence  très  sinq^le,  telles  que 

/■>        I    — dx^        I  e*'''f/j",        /  sin(j;2)rf,r,      ..., 
(pu   ne    peuvent   être  calculées  par  les  fonctions   élémentaires;   elles 
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définissent  des  fonctions  transcendantes  nouvelles,  qu'on  doit  étudier 
à  part  et  dont  on  peut,  si  l'on  veut,  calculer  les  valeurs  numériques, 
pour  les  cons!i;i)er  dans  fies  tables  analogues  aux  tables  de  logarithmes 
ou  de  lignes  trigonométriques.  11  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  de  cet 
Ouvrage  d'aborder  ce  côté  de  la  question.  Nous  cillons  seulement 
passer  en  i-evue  les  diffère nls  types  de  fonctions  quon  sait  inté- 
grer par  les  fonctions  élémentaires,  en  indiquant  pour  chacun 
d'eux  la  méthode  à  suivre  pour  effectuer  la  quadrature. 

157.  Primitives  à  retenir  par  cœur.  —  Tout  d'abord,  il  est  néces- 
saire de  connaître  par  cœur  et  sans  aucune  hésitation  les  primitives 
d'un  nombre  restreint  de  fonctions  auxquelles  on  ramène  toutes  les 
autres.  Ces  fonctions  sont  tout  sim[)lernent  les  dérivées  des  fonctions 
élémentaires  les  plus  simples  qui  ont  été  calculées  aux  Chapitres  V 
et  NI.  En  voici  la  liste  : 

I  X'"  dx     = (m  y^  —  I ) ; 

/  m  —  \ 

'  dx 


('); 


dx 


(I)  j'i      j  s'\nxdx=^  —  cos.r,  /  cos x  dx  ^=^  ?,\n x ; 

r  dx  r  dx 

I  =;  lanir:r ,  /  -; =  —  cotx  ; 

/    cos-.î-  ./    sin-a; 


/■ 


dx 


I  -t-  x- 
dx 


arc  tanu^r  : 


=  arc  ?-\nx  :=  —  arc  cosa?. 


v/i 


Ce  sont  là  les  intégrales  qu'il  est  absolument  indispensable 
d'avoir  constamment  présentes  à  la  mémoire.  A  côté  de  cela,  il  j 
en  a  quelques  autres  qu'il  est  utile  également  de  connaître,  bien 
qu'elles  puissent  se  ramener  aux  précédentes.  Citons  les  principales, 

(')   Observons  en  cfTel  (|ue  I05  x  et  log  ( — x)  onl  tous  deux  pour  dérivée  — •   On 

prendra  donc,  [)our  r)riinilivc  de  —  ^  ln^  x  ou  lo"  (  —  x)  suivant  (lue  x    -o  ou  x<,o, 

X        '  ' 

c'est-à-dire,  en  s(jinme,  log  \x\. 


200  CHAPITRIi     XIII. 

dont  le  lecteur  vérifiera  rexactilude  en  preiianl  les  dérivées  : 
/  tang.r  dx  =  —  log  |  cosr  |,  /  col.r  dx  =  Ing  [  sinr  |  : 


(II) 


7   %\v\x 

J 


tan;; 


r  dx 

/ =  '^s 

,/     COST 


tnii! 


\/x-  -+-  a 


=  log  I  X  -(-  \/x-  -r-  a  I         (a  =  const.). 


Voyons  maintenant  quels  sont  les  procédés  généraux  qui  per- 
mettent de  ramener  certaines  catégories  d'intégrales  aux  intégrales 
fondamentales  (jiie  nous  venons  d'énumérer. 

lo8.    Méthode  du  changement  de  variable.  —  Soit  à  calculer 

(I)  y^F{x)=  f/{x)dx, 

c'est-à-dire  en  somme  une  fonction  dont  la  diOérentielle  soit 

(a)  ^r  =  f{-r)dx. 

Faisons  un  changement  de  variable  quelconque 

(3)  x^o(t). 

L'égalité  (2)  devient  (n°  139) 

(4)  df^/[^it)]^'(t)dt  =  o(j)d/, 

laquelle  é(|ui\aul  à 

(5)  y^Jg{t)dl. 

On  M)it  donc  que,  jjour  Iraiisfoiinci'  I  intégrale  (1)  par  le  cliange- 
nient  de  variable  (3),  il  suffit  de  remplacer,  dans  Vêlement  diffé- 
leniiel  f(x)dx^  X  par  o[l)  et  dx  par  la  différentielle  ^'(^)  dt  de 
celte  fonction.  Autrement  dit,  le  symbole  dx  (pii,  jus(ju'à  j)résenl, 

devait  être  regardé,  sous  le  signe  /  ,  (;omme  accolé  à  f{x)  et  ne  pos- 
sédant par  lui-même  aucune  signification,  peut  ctrc  inainicnant  re- 
gardé comme  une  différentielle.  I.^élênirnl  dij/érenticl  es/  le  pro- 
duit de  J'{x )  par  la  différenl telle  dx^  et  V on  est  en  droit  de  lui 
applifjucr  toutes  les  règles  de  caleul  des  dijférentielles  (Cliaj).  XI). 
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Ceci  ('tant  bien  compris,  voyons  comment  on  peut  en  déduiie  une 
méthode  d'inléi;ration. 

Imaginons  qu'on  ne  sache  pas  intégrer  (i),  mais  qu'on  sache  inté- 
grer (5)  et  soit  G{t)  la  fonction  obtenue.  La  fonction  F  (x)  cherchée 
est  alors  définie  par  l'identité 

(G)  F[ç;(0|  =  G(0, 

ou,  si  l'on  veut,  par  les  deux  équations 

(7)  x=^o(t),         y  =  G(t). 

Si  Ton  désire  avoir  l'expression  explicite  de  F(ic),  il  faut  intro- 
duire la  fonction  inverse  t  =  'l  {x)  définie  par  (3)  et  la  substituer 
dans  G(t).  Ceci  peut  d'ailleurs  donner  lieu  à  des  difficultés  pratiques 
considérables,  à  cause  de  la  résolution  de  l'équation  (3)  par  rapport 
à  t.  Dans  ce  cas,  il  vaut  mieux  garder  les  équations  (-),  qui  définissent 
tout  aussi  bien  la  fonction  cherchée  el  qui  peuvent  être  regardées 
comme  les  équations  paramétriques  (Tome  II)  de  la  courbe  représen- 
tative. On  peut  aussi  quelquefois  avoir  simplement  l'équation  impli- 
cite de  celle-ci  (Tome  il)  en  éliminant  t  entre  les  deux  équations  (-), 
sans  qu'il  soit  pour  cela  nécessaire  de  résoudre  l'équation  (3).  Dans 
ce  cas,  la  fonction  j' =  F (.r)  est  une  fonction  implicite  (  n"  135) 
définie  par  une  équation  de  la  forme 

(8)  /(x,y)  =  o. 

159.  Il  importe  d'examiner  comment  on  calculera,  par  cette  mé- 
thode du  changement  de  variable,  une  intégrale  définie 

I  =   I       f{x)dx. 

Tout  d'abord,  si  l'on  peut  obtenir  simplement  l'expression  explicite 
de  F(^),  il  n^j  aura  qui'à  appliquer  la  formule  (n°  148) 

(9)  I  =  Fr:r,)-F(.ro). 

Sinon,  on  calculera  une  cpielconque  ^o  des  valeurs  de  f  qui  donnent 
à  csf^)  la  valeur  Xq  et,  de  même,  une  valeur  ^,  telle  que  '-p(/,)  =  x^. 
On  aura  alors,  en  vertu  de  l'identité  ((3), 

(10)  I  =  G(/,)-G(<a). 
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Remarque.  —  On  jx'ut  être  tenté  Jéerire  tout  de  suile 


-r 


(11)  I  =    /       .^'{t)dt. 

Mais  ceci  nesL  permis  i.\n  à  la  condition  que  g{t-)  reste  finie  et 
continue  dans  l  intervalle  (t^,  t,).  Or,  il  peut  arriver  que  cela  ne 
soit  pas,  quand  bien  même  f{x)  serait  finie  et  continue  dans  linter- 
valie  {xq^i  Xi)i  car  il  peut  se  faire  que  lorsque  t  varie  de  ^o  ^  ^m 
X  varie  de  .2:0  à  X),  mais  pas  toujours  dans  le  même  sens  et  en  sortant 
de  [intervalle  (^01  -^i)  ^l  atteignant  une  \aleur  de  discontinuité 
de/(». 

160.  Vu  lieu  de  faire  le  cliani;enienl  de  variable  sous  la  forme  (^3), 
on  peut  aussi  se  donner  t  en  fonction  de  x,  soit 

(12)  t^^{x). 

Ceci  est  avantageux  toutes  les  Jois  qu'on  découK're  un  moyen  de 
mettre  l'élément  différentiel  f{x)  dx  sous  la  forme  g{t)  dt.,  la 
fonction  g  étant  plus  simjile  que  /. 

Si  l'on  sait  intégrer  /  g(t)dt,  on  aura,  sans  aucune  difficulté, 

F(x)  =  G['b{.T)]. 

\  oici  quelques  exemples  fréquents  où  l'on  procu-de  de  celle  ma- 
nière (  '  )  : 

I.  L'(''léin<'nl  diOV'icntiel  se  présente  sous  la  forme 

/( T )  dx  —  g{x-)x  dx . 
On  pose  alors  t  ^=  x- . 

II.  f{x)  dx  =  i'(sin  x)  cosx  dx[  f(x)  dx  =  ^(cos  x)  sinx  dx. 
On  pose,  sniviint  h.'  cas, 

^'\nx  =  /.  coix  =  t. 


{' )  Avant  de  commencer  le  calcul  d'une  quadraliire,  nous  conseillons  au  lecteur 
d'observer  toujours  altenlivemenl  son  éléMient  (iiiïércntiel ,  alin  de  voir  si  Ton  peut 
le  simplifier  comme  il  vient  d'rtre  e\[»liqné. 


Ou  pose 

tanga?  —  t. 

J  ^     '  g{x) 

On  pose 

t^  g{x)\ 
l'intéorale  devient 
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dx 


I 


dt       ,       ,     ,       ,       ,      -     X  1 
—  =  loi!'  U     =  loir    g(x)  . 


161.   Intégration  par  parties.  —  Soient  h  el  r  deux  fonctions  de  x. 
On  a  l'identité  (n"  liO) 

d { uv)  =  «  dv  -f-  p  ^y^/ , 
qui  ëqnivaut  à 

uv  =  /  u  dv  -\-  \  V  du 

ou 

(i3)  /  "  dv  =  ?a'  —  /  v  du. 

Cette  formule,  très  importante,  est  la  formule  d^ intégration  par 

parties.   Elle  montre  que,  si  l'on  sait  calculer  M' f/;/,  on  en   déduira 

/  u  dv.  De  là  résulte  donc  une  méthode  d'intégration  qu'on  applique 

de  la  manière  suivante.  On  essaie  de  décomposer  l'élément  difï'é- 
rentlel  en  nn  produit 

f(^x)dx  =  fi{x)f.2(x)dx, 

tel  qu'on  sache  effectuer  la  quadrature  ç  ^  j  f.^{x)  dx  et  ensuite  la 

quadratuie   /  r /',  (x)dx.  On  pose  alors  u  =  /\{x)  et  Ton  appli(|ue  la 

formule  (i)).  H  peut  se  faire  d'ailleurs  qu'on  ne  sache  pas  calculer 

immédiatement  /  vdit;  mais  si  cetle  intégrale  est  |)lus  simple  (|ue  la 

proposée,  on  aura  fait  néanmoins  un  progrès.  C'est  ainsi  (pi'il  arrive 
(pi'une  ou  plusieurs  nouvelles  intégrations  par  parties  conduisent  au 
résultat. 

Voici  des  exemples  classiques  qu'il  est  bon  de  connai'lre. 
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1.    /  e*"  P(.r  )  (ix,  P(a:>  étant  un  polynôme.  —  On  pose 

u  —  F  {x).         (■  =  e-^': 
on  esl  ramené  à 


/..pv).., 


c'esl-à-dire  à  une  intégrale  de  même  forme,  mais  où  le  jiolvnome  a 
un  degré  moindre  d'une  unité.  En  répétant  la  même  opération,  on 
arrivera,  de  proche  en  proche,  à 

1  \  e^  dx  =  X  e'         (A  =  const.). 

II.  /  s\nx  V(.r)  dx,     I  cosxP(.r)  <Ix.  —  On  suit  la  même  marche 

en  posant  «  =  I*(.r  i  et  r  =  cosjr  ou  sin.r.  Cet  exemple  se  ramène 
d'ailleurs  au  précédent  [)ar  lemploi  des  formules  d'Euler  (n"  100)(  '). 

III.  ]=  /  e^cosa: dx,  ^  ^=  /  e''  s^MiX  dœ. —  Posons,  [)ar  exemple  (-), 

u  =  cosx,         V  =  e-^; 
nous  avons 

J  =    /  ;<  (/i'  =  e^  cosir  —   i  V  du  =  e-''  cosa:  ~  J. 

De  même, 

J  =  e-*"  sin  .r  —  I. 

iJoù  loii  tire,  par  addition  cl  soustraction, 
{i4)  I  =  -  e-*'(co?a' -H  sina:),  i  —  -  e-^'{s\nx  ~  co?:x). 

Autrement  :  Servons-nous  de  la  foruuih'  (rJùdei(n"  l(H));  on  a    • 
I  -1-  /J  =  /  e-^icoix  -+■  i  i'\nx)  dx  =  /  (»^'+''''  dx. 

(')  On  esl  alors   ramené  à   des  expressions  telles  que  1  e"'\'{x)dx.    c'est-à-dire 

finaleirient  à  /  e-'dx  —  -  e'-'  —  —  {(■•''  (  n"  155). 
(  -)  On  pourrait  aussi  poser  u  =  e',  v  =  sin  x. 
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Or  (n"  loo) 

Donc 

I  -i-  i  J  =r  —  [coso:  -H  sin^  -4-  i{%\nx  —  cos^)]. 

En  égalant  les  parties  réelles  et  imaginaires,  on  retrouve  les  for- 
mules (i4)- 

W .  j f(x)\o^g(x)dx^  f(x)arcliingg(x)dx.  1  f(x) ave s'\n g (x) dx . 
—  Supposons  qu'on  sache  calculer  v  =  /  f(x)  dx.  Si  l'on  intègre  par 
parties,  on  se  ramènera  au  calcul  des  intégrales 

qui  seront,  en  général,  plus  avantageuses  que  les  proposées,  parce 
qu'on  aura  fait  disparaître  les  fonctions  log,  arc  tang,  arc  sin. 

En  particulier,  si  f{x)  est  une  fraction  rationnelle  dont  tous  les 
résidus  sont  nuls  (n"  213),  v  sera  aussi  une  fraction  rationnelle; 
de  sorte  que  si  g{x)  est,  en  même  temps,  une  fraction  rationnelle 
en  JC,  ou  du  Ivpe  (î'.a)  ou  (24)  (n°^  165  et  166),  on  saura  certaine- 
ment effectuer  les  deux  premières  quadratures.  Quant  à  la  troisième, 
elle  portera  sur  une  différentielle  algébrique  ;  mais  on  ne  pourra  l'inté- 
grer que  sous  certaines  conditions,  à  cause  du  radical  yi  —  g-(^x). 

162.  En  outre  des  deux  méthodes  d'intégration  par  changement 
de  variable  et  par  parties,  il  convient  de  mentionner  celle  qui  consiste 
à  décomposer  l'élément  dlfférenLiel  en  une  somme  d'éléments  plus 
simples^  pour  a[)j)li(juer  ensuite  la  formule  évidente 


j  (A  -^  A^  ■  ■  --^  fn)  dx  =  J  fi  (Lr  -  j  J\dx^...^j  fn 


dx. 


Le  lecteur  a  certainement  remarqué  (.\u  aucune  de  ces  trois  mé- 
thodes ne  donne  un  moyen  sûr  pour  effectuer  toute  quadrature. 
Elles  s'appliquent  dans  certains  cas  et  ne  donnent  rien  dans  d'autres. 
Il  faut  une  certaine  luibitude  du  calcul  intégral  pour  savoir  s'eu  servir 
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à  |)iopos.  Il  ne  \a  jiliis  en  èlre  de  même  dans  les  paragraphes  siii- 
vanls.  oti  nous  allons  indir/rrer  certains  types  de  qitadratures 
qui  se  calculent  suivant  des  nuïlhodes  précises  et  jamais  en 
défaut. 

163.  Intégration  des  fractions  rationnelles.  —  La  méthode  consiste 
à  décomposer  la  fraction  en  rlrmcnts  simples  (n°  214)  et  à  inté- 
grer terme  à  terme. 

On  se  ramène,  en  eflet,  à  des  intégrales  de  la  forme 

dx 


(i5)  j  x'"    X.       j 


'/»4    1 

m  -^  I 


I^a  première  est  égale  à  - — —  (n"   loT).   La    seconde    sécril,    en 
posant  x  —  a  ^  t, 


I 


/-'"  dt  =  =  — -,  SI  m  ^\, 

1  —  ni  {III  —  I  )  (  X  —  a  )'"-  ' 


OU 

dt 


f 


f  3g|  ^1  =  log|.r  — a|.  si  m  =  i. 


Comme  on  le  voit,  on  ohlient  des  termes  rationnels  el  des  teiunes 
logarithmiques.  Pour  que  ceux-ci  n'existent  pas,  c'est-à-dire  pour  que 
l'intégrale  soit  algébrique,  il  faut  et  il  su /lit  que  tous  les  résidus 
soient  nuls  (  '  ). 

164.  Si  l'on  veut  éviter  I  lulrodiielion  de  fouetions  imagi- 
naires (- ),  ce  qui  précède  n'a  de  sens  que  si  tous  les  pôles  sont 
réels.  Dans  le  cas  où  il  v  en  a  qui  sont  imaginaires,  on  applique  le 
mode  de  décomposition  rc-elle  du  n"  217.  Outre  les  termes  (i:'j),  on  a 
alors  à  intégrer  des  exj)ressions  de  la  forme 

(ib)  /    - — ■ dx, 

J    {x-^-\-  px  ^q)"' 

le  Irinome  x- ^  p  x -\- q  ajaiit  ses  racines  imaginaires. 

(  '  )  Nous  admettons  que  toute  expression  de  la  forme 

A  log  I  .r  —  rt  I  -+-  P.  lug  \x  —  b\-^  ...-}-L  log  I  .r  —  /  I 

ne  peut  iHre  nulle  idcnliqucment  que  si  les  coefficients  A,  B.  ....  I,  son!  tous  nuls, 
ce  qui  est  évident  si  l'on  remiiri|ue  qu'en  sup|iiis;int  par  exciii|)!c  A  --  o  elle  devien- 
drait  infinie   pour  x  —  a. 

{'■ }   On  peut  les  inti'oduii-e  movennani   les  conventions  f.iilcs  au  n"  155. 
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Coiuniençuus  par  la  siiii|)lilîer  de  forme.  Déconij)osoiis  le  trinôme 
x- -\-  p  X -\-  q  eu  une  soimue  <le  deux  carrés  : 


Puis,  posons 
rinléîirale  devient 


'j.  — j  .j 

■1 


\ 


X  —  7.  =  'pt; 


J      1 1  —  i- 1"'  J  (  I  —  f'-)'"         J  <  i  —  t-  y" 

Le  premier  ternie  du  second  membre  se  calcule  en  posant  t-=zu 

(n"    160,   I),   ce    qui    donne ou    — loo(i+/-), 

sui\ant  que  m  est  différent  de  i  ou  égal  à  i. 
Heste  à  calculer 


(17) 


On  emploie  ordinairement,  dans  ce  but,  l'arlijîce  suivant 
On  peut  écrire 


C18) 


dt. 


^"'  =    /     ~i TT-^  (^t  =  \,n-i—  /    — 

Puis,  en  intégrant  par  parties  et  sup|)osant  /;?  >>  i , 

f     ''^\      =Lft     -^^^"'     =1  futï l 1 

J     [\ —  (-)'"         ij      ,  i  —  r- \"'         2,'  li  i  —  m  )ii  ^  t-  )"'-^  j 


1  —  ///   M  I  ^-  /-/ 

dt 


f 'li 1 


I,„- 


Portons  dans  (i  8) 

hn  =  'm-i       • 


■J.  (i  —  fn){i-+-  t-  j"'-i         -2(1  —  m  ) 


u  (  I  —  /Il  ) 


■n m  —  I  j  (^i  —  /-  )"'-' 


ou 

(19) 


(im  —  2)[,„=  {■Ifll  —  j)I/„-i  -r- 


{l-^  f-  )'"-' 


■2o8 
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On  oblienl  une  formule  de  récurrence  (jui  pernieltra  de  calculer  I, 
eu  t'ouclion  de  Ii  (Note  1).  D'autre  part, 


=/t 


dt 


=  arc  lani;  /. 


Donc,  nous  pouvons  considérer  comme  connue  l'intégrale  I,„,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  m. 

Une  autre  méthode^  qui  est  peut-être  plus  rapide  et  plus  facile  à 

retenir,  et  à  laquelle  fait  sons:er  assez  naturellement  1  expression > 

consiste  à  poser  t  ^=  tang'^.  Doù 

(20)  l,n=     /   (C0S2©)'«  1—   =     /   (C0S'J/)2"'-2  û?9, 

J  cos^cp        J  "'  ^ 

intégrale  qui  se  calcule  suivant  la  méthode  du  11°  169.  Par  exemple, 
pour  m  =  2,  on  a  immédiatement 

t 


21)  1,=  /  cos'^od'i  =  -   /  (  i -+- cos 2 'S.) do  =  - 

-       J  .        .  2j  '         '  2 


ti  SU12C  I 

^  =  -    aie  lan"7-+- 


i-i-r-î 


165.  Intégrales  se  ramenant  aux  fractions  rationnelles.  —  On  peut 
ramener  au  cas  précédent  uu  très  grand  nombre  de  types  difïerents 
d'intégrales.  Citons  en  premier  lieu  le  suixanl.  (|ui  se  rencontre  quel- 
([uefois. 


dx. 


où  R  désigne  une  fraction  rationnelle  des  variables  qui  figurent  dans 
le  crochet,  et  a,  3,  .. .,  A  des  nombres  commensu râbles. 

Réduisons  toutes  les  fractions  7.,  !j,  .  . . ,  À  au  même  dénominateur  ///. 

On  a  alors,  par  exemple,  a  :^  —,  d'où 


b\^ 


I  ax 


Dès  lors,  posons 

(23) 

Nous  aurons 


ax 


ex  -\-  d 

a  X  ^  h  \  * 
ex  -^  d , 


=  t' 


=  t^  . 
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,                .          \/n          \    \in  ,  17.1 

puisque  le  quolienl-; —  = ;-  leiid  vers  i  quand  ds  tenu  vers  zéro. 

1  •  '  a/n  p    as  ' 

Supposons  maintenant  (/ne  l' on  connaisse  la  densité  p  en  chaque 
point  M  de  AB.  Celte  deusilé  sera  une  foncliou  de  l'arc  5  =  AM. 
Nous  allons  calculer  la  niasse  totale  de  A13.  Décomposons  AB  en 
petits  arcs  partiels  tels  (|ue  MM'.  Si  p  est  la  densité  en  M,  la  masse 
de  MM'  est,  au  second  ordre  près,  dm  =  p  ds.  En  faisant  la  somme  de 
toutes  les  quantités  analogues  et  cherchant  la  limite  de  cotie  somme 
lorsque  les  arcs  partiels  tendent  vers  zéro,  on  a 

(17)  m  =  I     p  ds, 

en  appelant  /  la  longueur  AB. 

Remarque.  —  //  est  souvent  plus  commode  de  ne  pas  garder  s 
comme  variable  d'intégration^  mais  de  calculer  p  et  ds  en  fonction 
d'un  paramètre  t  fixant  la  position  de  M  sur  AB  et  de  la  différen- 
tielle dt  de  ce  paramètre.  On  intègre  ensuite  entre  /,>  <"l  ^t- 

Pour  bien  marquer  cette  indétermination  qui  réside  dans  le  choix 
de  la  variable  d'intégration,  on  écrit  souvent  la  formule  (17)  sous  la 
forme 

(^  1 8  )  m  —   I      p  ds  =^  I      p  ds 


(énoncez  :  somme  le  long  de  AB  ou  somme  de  A  à  B  de  pc/^),  étant 
entendu  que  ces  symboles,  qu'on  appelle  des  intégrcdes  curvilignes, 
se  calculent  par  le  choix  convenable  d'un  paramètre  t  comme  il  vient 
d'être  expliqué. 

179.  2"  Masse  d'une  surface.  —  Une  surface  est  dite  homogène 
si  deux  portions  de  cette  surface  ont  même  masse  dès  cprelles  ont 
même  aire.  Le  quotient  de  cette  masse  par  cette  aire  est  la  densité 
superficielle  de  la  surface. 

Soient  maintenant  une  surface  S  non  homogène  et  M  un  de  ses 
points.  Découpons  un  petit  morceau  de  S  conq)renant  M  ;  soient  AA 

et  Am  son  aire  et  sa  masse.  Le  quotient  -^  est  la  densité  superfi- 
cielle moyenne  du   morceau  considéré.  Supposons  maintenant  (pie 
Haag.—  Cours,  I.  i-" 
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celui-ci  tende  vers  zéro  dans  toutes  ses  dimensions  ('  ),  de  manitTc 
à  se  réduire  finalement  au  point  M.  La  limite  p  de  — r-  est  appelée 
densité  superficielle  au  point  M. 

Si  AA  est  pris  pour  infiniment  petit  principal,  la  partie  j)rin(ipale 
de  \ni  est  dm  =  p  AA. 

Supposons  connue  la  densité  superficielle  en  chaque  point  ]M 
deS.  C'est  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  à  savoir 
les  paramètres  qui  fixent  la  position  de  M  sur  S  (t.  II).  Proposons- 
nous  de  calculer  la  masse  totale  de  S.  La  méthode  générale  est  la 
suivante  : 

Découpons  la  surface  en  petites  bandes,  en  y  traçant  une  suite 
de  lignes  très  voisines  les  unes  des  autres  {^fig.  ^j)  et  à  chacune  des- 

Fig.  3-. 


quelles  nous  faisons  correspondre  un  certain  j)aramètre  u,  de  telle 
manière  que  lorsque  u  croît  de  U(,  à  m,,  la  ligne  (u)  balaie  toute  la 
surface  d'une  façon  continue.  Evaluons  la  masse  de  la  petite  bande 
comprise  entre  les  lignes  consécutives  u  et  u-j-du,  ou  plutôt  la  parlie 
principale  dm  =i  f(u)  du  de  cette  masse.  La  masse  totale  cherchée 
est  la  limite  de  la  somme  de  toutes  les  parties  principales  analogues 
lorsque  les  bandes  tendent  vers  zéro,  c'est-à-dire  l'intégrale  définie 

Le  calcul  de  m  est  donc  ramené  à  une  quadrature  quand  on 
sait  évaluer  la  masse  dm  de  chaque  bande.  Occupons-nous  alors  de 
celte  dernière. 


(')  On  entend  pur  là,  d'une  manière  précise,  qu'il  doit  pouvoir  être  enfermé  dans 
une  splière  de  centre  M  et  dont  le  raj'on  tend  vers  zéro.  Il  ne  sufdl  pas  que  l'aire  AA. 
tende  vers  zéro,  ce  qui  pourrait  arriver  en  supposant  qu'elle  prenne  une  forme 
allongée,  mais  infiniment  mince,  de  façon  à  se  réduire  à  la  limite  à  un  petit  arc 
passant  par  M.  Dans  ce  cas,  la  limite  o  dépendrait  du  choix  de  ce  p(!lil  arc. 
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Comme  le  choix  des  lignes  (?/)  est  a?-bitraire,  il  faut  tâche/- 
d^e/i  profiter  pour  simplifier  le  plus  possible  le  calcul  de  dm. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  prendre  pour  lignes  (m)  les  lignes  le  lon<j; 
desfjuelles  la  densité  reste  constante.  La  densité  varie  alors  infini- 
ment peu  dans  chaque  l)ande  et  il  suffit,  pour  avoir  r/m,  de  multi- 
plier l'aire  d\.  de  cette  bande  par  la  densité  p  le  long- de  (m).  Si  donc 
on  peut  calculer,  d'une  manière  élémentaire^,  l'aire  f/A,  on  aura  de 
suite  l'élément  difFérentiel  dm. 

Mais  il  peut  arriver  qu'en  recherchant  cette  simplification,  qui 
consiste  à  rendre  chaque  bande  sensiblement  homogène,  on  com- 
plique considérablement  la  forme  de  celles-ci  et  par  suite  le  calcul 
de  d\.  Il  vaut  mieux,  dans  ce  cas,  rechercher  des  bandes  de  forme 
simple.  On  calcule  alors  dm  par  une  intégrale  définie,  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Découpons  la  bande  (m,  u  +  du)  en  petits  morceaux^  par  des 
lignes  transversales  dépendant  d'un  paramètre  variable  r  {fig-  3-). 
Le  petit  morceau  (;/,  //  -J-  r/;/ ;  r,  v  +  dv)  a  une  masse  dont  on  aura 
la  partie  principale  dm'  en  multipliant  la  densité  p  au  point  (w,  c)  par 
l'aire  du  petit  morceau,  ou  par  la  partie  principale  de  cette  aire  ('). 
Cette  partie  principale  f/m' sera  de  la  forme  ¥ {^u,  v)  dudv.  En  fai- 
sant la  somme  de  toutes  les  quantités  analogues  et  passant  à  la  limite, 
on  aura,  en  remarquant  que  u  et  du  restent  constants  tant  que  nous 
en  sommes  à  la  même  bande. 


(19)  dm 


=  dx  I       F ( u ,  V )  dv  =  f  (u )  du . 


Dans  cette  intégrale,  i^  est  la  variable  d'intégration,  c'est-à-diie 
(jn'on  doit  y  regarder  u  comme  une  constante.  Observons  aussi  qu'il 
peut  arriver  que  les  deux  bornes  Vq  et  p,  dé[)endent  de  la  bande 
choisie,  c'est-à-dire  de  u.  Dans  tous  les  cas,  dm  se  présentera  sous 
la  (orme  f{u)  du  et  le  calcul  s'achèvera  comme  il  a  été  exj)li(pié  plus 
haut . 

On  voit  (jue,  dans  le  cas  plus  général,  la  masse  d'une  surface 
s^ évalue  au  moyen  de  deux  fjuad ratures  (-). 

(  '  )  Car  le  pelil  morceau  considéré  est  injiniment  petit  dans  toutes  ses  dimensions. 

(-)  Le  lecteur  qui  poursuivra  ses  études  iuatliéniati(|ues  reconnaîtra,  dans  les 
considérations  que  nous  venons  de  développer,  la  méthode  générale  de  calcul  dee 
intégrales  doubles  ou  intégrales  de  surface. 
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Remarques.  —  Si  1  on  suppose  o  ===  i  sur  loule  la  surface,  la  niasse 
€st  égale  à  l'aire.  Les  considéialions  qui  précèdent  penneltent  donc 
de  calculer  l'aire  dune  surface  quelconque,  plane  ou  courbe,  ce 
qui  complète  les  indications  données  «ux  n"^  17i  à  17G. 

180.  3"  Masse  d^un  volume.  —  Un  volume  est  Jwnwgène  si  deux 
de  ses  portions  ont  même  masse  dès  qu'elles  ont  niêine  volume.  Le 
quotient  de  cette  masse  j:)ar  ce  volume  est  la  densité  du  volume. 

Soient  maintenant  un  volume  V',  non  homogène,  et  M  un  de  ses 
points.  Découpons  un  petit  morceau  comprenant  M,  de  masse  \m  et 

de  volume  AV.  Le  c[uotient  -—^  est  la  densité  moyenne  Aw  pelil  mor- 
ceau. Faisons  tendre  celui-ci  vers  zéro  dans  loutes  ses  dimensions  ('). 
La  limite  p  de  —^  est  la  densité  au  point  M  (-).  Si  AV  est  pris  pour 

infiniment  j)etit  principal,  la  |)arlie  principale  de  Lm  est  dm  =  p  A\  . 

Supposons  connue  la  densité  en  chaque  point  iM  de  V.  C'est 
une  fonction  de  trois  variables^  par  exemple  des  coordonnées  de  M 
(t.  II).  Proposons-nous  de  calculer  la  masse  totale. 

La  méthode  générale  est  en  tous  points  analogue  à  celle  qui 
nous  a  servi  pour  la  ruasse  d'' une  surface.  On  a  seulement,  comme 
on  va  le  voir,  trois  quadratures  au  lieu  de  deux. 

Découpons  le  l'olume  en  petites  tratiches  {Jig-  •^>8\  par  des  sur- 


Fig.  38. 


faces  ti'ès  voisines,  dépendant  d  un    paramèlrc  //   tel    i|uc,   lors(pi('  u 
croît  de   </„   à  f/, ,   la  surface  (m)  bahiic  loiit  le  \(»liim('.  Evaluons  la 


(')  Ily  a  licii  (le  f;iire  ici  une  leiiKirquc  ;iniiloguc  y  celle  de  la  juigc  2.!G  (nolei), 
que  le  licteur  formulera  aisément. 

(^)  On  clil  iiuelquerois  lu  densité  sjtaliale. 
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masse  de  la  petite  trancJie  (a,  a  +  du)^  ou  ]>liilôt  sa  partie  princi- 
pale f/m  =y"(«)  (i^<.  InlégranL  entre  u^  et  «,,  nous  avons  la  masse 
cliercliée 

{•f-O)  m  =   /       /(")  du. 

"0 

Tout  revient  donc  au  calcul  de  dm.  On  le  simplifie  le  plus  possible 
par  un  choix  coiwenable  des  surfaces  {u).  Par  exemple,  on  prend 
les  surfaces  z  ^=cojist.,  à  condition  de  ne  pas  trop  compliquer  la 
forme  des  petites  tranches.  Sinon,  on  procède,  comme  au  n"  179, 
à  des  décomj:»ositions  nouvelles  (').  On  découpe  la  petite  tranche 
en  petites  bandes  par  des  surfaces  (t^)  f[iii  la  balaient  toute  entière. 
On  calcule  la  masse  dni  de  la  petite  bande  (  w,  u  -h  du  ;  v.  v  -\-  dv) 
et  l'on  intègre  par  rapport  à  ^',  c'est-à-dire  en  laissant  u  et  du  con- 
stants. Quant  au  calcul  de  dm' .,  il  se  fait,  soit  directement,  soit  en 
découpant  la  petite  bande  en  petits  morceaux  par  des  surfaces  (u). 
La  masse  dm"  à  un  petitmorceau  s'obtient  en  multipliant  son  volume 
par  la  densité  au  point  [u.  v,  w)  (-).  On  linlègre  par  rapport  à  iv, 
ce  qui  donne  dm'  \  d  où  Ton  déduit  dm^  puis  /?^,  coiume  il  vient  d'êtic 
expliqué  (•'). 

Remarque.  —  En  supposant  o  =  i,  on  a  un  moyen  pour  calcule  r 
n'importe  quel  volume,  ce  qui  complète  les  indicalions^^données  au 
n"  177. 

181.  Centres  de  gravité.  —  Etant  donnés  n  pointsMi,  Mo,  ...,  M„, 
de  masses  /n^.  m^,  •  • .,  m,i,  leur  centre  de  gravité  G  est  donné  par  les 
formules 

(2  1)  ^  =    -^? '  ^    =        V  '  ^  =  —^ ' 

Z-nii  l/Hj  1/H; 

où  Xi,  y,-,  z-i  désignent  les  coordonnées  de  M<etX,  Y,  Z  les  coordon- 
nées de  G,  relativement  à  trois  axes  quelconcpies  Oxyz. 

('j  On  est  souvent  tenté  d'assimiler  la  petite  tranclie  à  une  surface  et  d'appliquer, 
pour  son  calcul,  ce  qui  a  été  dit  au  n"  179.  Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'on  ne  con- 
naît i)as  la  densité  superficielle  en  chaque  point,  qu'il  ne  faut  pas  confondre,  erreur 
grossière,  avec  la  tiensité  spatiale  p.  On  peut  faire  une  remai"<|ue  analogue  pour 
l'assimilation  d'une  bande  à  une  ligne. 

(-)  Carie  polit  morceau  est  infiniment  petit  dans  toutes  ses  dimensions. 

(■^)  C'est  là  Kl  riiùlliode  générale  de  calcul  di'S  intégrales  triples. 
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Soit  maintciutnf  un  diiUck  ccntinu  :  liyne,  surrace  ou  Nolmne. 
Il  s'agit  de  ilétiiiirel  de  calculer  son  centre  de  gravité,  par  rexlension 
des  formules  précédentes. 

Dans  ce  but,  nous  le  décomposons  en  n  morceaux  petits  dans 
toutes  leurs  dimensions.  Soient  ^i  l'un  d'eux,  nii  sa  masse  et  M/  un 
quelconque  de  ses  points.  Imaginons  toute  la  niasse  nii  concentrée 
au  point  M/  et  prenons,  au  moyen  des  formules  (:^i),  le  centre  de 
gravité  G'  des  n  points  ainsi  obtenus.  Par  défmilion,  le  centre  de 
graiité  G  du  milieu  continu  est  la  limite  de  G'  lorsque  le  nombre 
des  morceaux  augmente  indéfiainient,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro 
dans  toutes  ses  dimensions. 

Nous  aurons  les  coordonnées  X,  Y,  Z  de  G  en  cherchant  les  \aleurs 
limites  des  coordonnées  X',  \',  Z'  de  G'.  Tout  d'abord,  le  dénomi- 
nateur commun  Sm/  n'est  autre  que  la  masse  totale  du  milieu; 
on  le  calculera  d'après  les  numéros  précédents.  Cherchons  mainte- 
nant la  limite  de '^niiXi.  Soit  c/  hi  densité  (linéaire,  superficielle  ou 
spatiale)  au  point  M,.  Désignons  symboliquement  [)ar  u/  la  longueur, 
la  surface  ou  le  volume  du  morceau  jjl/,  suivant  qu'il  s  agit  d'un  milieu 
à  une,  deux  ou  trois  dimensions.  La  partie  principale  de  nii  est  o/o",-. 
Donc,  l.miXi  a  même  limile  que  Sp/x^.a-,  =  Sp)  t,,  en  posant  p^  =  p,x,. 
Or,  si  l'on  imagine  un  autre  milieu  super|)Osé  au  premier,  tel  qu'en 
chaque  point  M(^,  J^  z)  la  nouvelle  densité  p'  se  déduise  de  l'an- 
cienne p  par  la  formule  p'^  p:t,  on  voit  (pie  la  limite  de  "^niiXi  n'est 
autre  que  la  masse  de  ce  nouveau  milieu  ('  ).  On  arrive  ainsi  à  la 
règle  pratique  suivante  : 

Règle  pratique.  —  L'abscisse  du  centre  de  gravité  d'un  milieu 
continu  est  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  la  masse  totale 
du  milieu  et  le  numérateur  la  masse  qu  il  aurait  si  la  densité  en 
chaque  point  était  mnltipliéi'  par  l  abscisse  de  ce  point . 

On  a  deux  règles  analogues  pour  1  ordonnée  et  la  cote. 

Comme  on  le  voit,  la  recherche  des  centres  de  gravité  est  ramenée 
aux  considérations  développées  dans  les  numéros  précédents.  Néan- 
moins, elle  [)eut  être   simplifiée   (juehpielois   par  des   consuh'iations 

(')  On  est  obligé  d'adincUre  t|ue,  pour  ce  milieu  fictif,  lu  dcnsilc  peut  devenir 
iii'galive,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  x.  Mais,  cela  n'a  manifeslctiionL  aucune  espèce 
d'iinjKtrlance  au  point  de  vue  du  calcul,  qui  se  fait  toujours  de  la  nicriie  manière,  quel 
(juc  soil  le  siyrie  de  la  densité. 
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géoiiiélriques  élémentaires.  Par  exemple,  si  le  milieu  possède  un 
élément  de  symétrie  (plan,  axe  ou  centre)  et  cela  au  double  point  de 
vue  de  la  forme  et  de  la  densité  (*),  on  sait  que  le  centre  de  gravité 
se  trouve  nécessairement  sur  cet  élément.  De  toute  manière,  il  faut 
toujours  tâcher  de  choisir  les  axes  de  coordonnées  [rectangulaires 
ou  oblicjues)  de  façon  à  avoir  les  calculs  les  plus  simples  pos- 
sibles. 

On  peut  aussi  profiter  quelquefois  de  la  remarque  sui^ante  : 
Décomposons  le  milieu  M  en  n  milieux  partiels  M,,  Mo,  ...,  M». 
Si  mi  désigne  la  masse  de  Mj,  et  X/,  \/,  Z^  les  coordonnées  de  son 
centre   de  gravité,    les   coordonnées  du   centre   de    gravité    cherché 

sont 

miXiH-  moXo-H. .  .-f-  'n„X„ 


X 


m. 


Cela  résulte  de  manière  évidente  des  définitions  ci-dessous. 
Autrement  dit,  on  peut  remplacer  cliacjue  milieu  partiel  par  son 
centre  de  gravité,  en  y  concentrant  toute  sa  masse. 

182.  Moments  d'inertie.  —  Reprenons  le  système  des«  points  M,, 
M2,  . . .,  M,j  du  numéro  précédent.  On  appelle  moment  d'inertie  de 
ce  système  par  rapport  à  un  point,  à  une  droite  ou  à  un  plan,  la 
quantité  l^mir],  où  /■/  désigne  la  distance  de  M/  au  point,  à  la 
droite  ou  au  plan. 

Soit  maintenant  un  milieu  continu  :  ligne,  surface  ou  volume. 
Décomposons-le,  comme  tout  à  l'heure,  en  n  morceaux,  dans  chacun 
desquels  nous  choisissons  encore  un  point  M^-  pour  y  concentrer  toute 
la  masse  du  morceau.  Soit  1'  le  moment  d'inertie  des  n  points  ainsi 
obtenus.  Le  moment  d  inertie  du  milieu  continu  est,  par  déjini- 
nition,  la  limite  de  I',  lorsque  le  nombre  des  morceaux  croît  indéfi- 
niment, chacun  d'eux  tendant  vers  zéro  dans  toutes  ses  dimensions. 

En  raisonnant  comme  au   numéro  précédent,  on  obtient  la  règle 

(')  C'est-à-dire  qu'à  tout  point  M  tlu  milieu  doit  correspondre  un  point  M' symé- 
trique et  de  même  densité.  Dans  le  cas  d'un  plan  ou  d'un  axe  de  symétrie,  celle-ci 
peut  être  oblique,  c'est-à-dire  que  MM'  doit  avoir  seulement  une  direction  fixe  ou 
être  parallèle  à  un  plan  fixe  et  avoir  soa  milieu  dans  le  plan  ou  sur  l'axe.  La  pro- 
priété rappelée  dans  le  texte  devient  évidente  sur  les  formules  (  Ji),  si  l'on  prend 
l'élément  de  symétrie  pour  plan,  axe  ou  centre  de  coordonnées  et  si  l'on  groupe 
deux  ;i  deux  les  points  symétriques. 
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pralique  suivante,  (|iil  ramène  encore  le  calcul  des  momenls  d'inerlle 
au  calcul  des  masses  : 

Règlk  prati(^>li:.  —  Le  moment  cVinertie  cV un  milieu  contiiuiesL 
égal  à  la  masse  qu'il  aurait  si  la  densité  en  ehaque  point  M  était 
multipliée  par  r-,  carré  de  la  distance  de  M  à  Vêlement  par  rap- 
port auquel  on  prend  le  nioment  d  inertie. 

183.  Nous  pourrions  nous  en  tenir  là  quant  au  calcul  des  moments 
d'inertie.  Nous  allons  indiquer  néanmoins  quelques  théorèmes  géné- 
raux, qui  peruieltent  de  simplifier  beaucoup  ce  calcul  et  qui  ont, 
pour  celle  raison,  une  importance  capitale.  Nous  allons  les  établir 
pour  un  système  de  n  points  et  nous  admettrons,  comme  cas  limite, 
leur  extension  à  un  milieu  continu. 

Nous  avons  d'abord  toute  une  catégorie  de  théorèmes  qui  établissent 
des  relations  très  simples  entre  les  moments  d^inertie  d\in  même 
système  par  rapport  à  dès  points^  à  des  droites  et  à  des  plans. 
On  trouve  instantanément  tous  ces  théorèmes  de  la  manière  suivante. 
Soit  un  trièdre  trirectangle  0:rjK^.  Désignons  parJ,,;  Iq^.,  lo^,  lo^;  ljo=? 
^zox-,  ^xoy  les  moments  d'inertie  du  système  par  rapporta  O.  Ojc,  Oy, 
Oz^yOz.,  zOx^  xOy.  Ce  sont  ces  moments  rpie  nous  allons  com- 
parer les  uns  aux  autres.  Pour  cela,  prenons  un  point  M  quelconque 
du|système,  de  masse  m  et  de  coordonnées  x,  y,  z.  On  a 

(22)      Io=  2:w(.r2-i- j2+^2j;       \Q.^=Zm(y^-^  z'^)\       \yo.=  Zinx'^; 
d'où  l'on  déduit  les  formules  suivantes  : 

('•^4)  Io.c=  l;Ox+  ^yO.t'i 

(îâ)  lo=  -(Io,'+Ioy+  'oc); 

Si  on  les  tiadiiil  en  hingage  ordinaire,  on  obtient  les  tbéorèmes  (juc 
nous  avions  en  \iie.  Par  exemple,  la  loiiniile  (  'À?y)  donne: 

T)ikoiu:mi:.  —  Le  luonient  d'inertie  par  rapport  à  un  point  est 
égal  à  la  somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  plans 
rectangulaires  qurlfonqucs  passtint  par  ce  point . 
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Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'énoncer  les  autres  théorèmes 
analofiues.  Il  est  d'ailleurs  inutile  de  les  retenir  par  cœur,  car  il  sujffit 
de  penser  aux  formules  (22)  pour  les  retroin'ei'. 

C'est  à  cause  île  ces  théorèmes  que  se  montre  utile  l'introduction 
des  moments  d'inertie  par  ra])port  à  un  point  et  par  rapport  à  un  plan  ; 
elle  rentl,  en  effet,  de  grands  services  dans  le  calcul  des  moments 
d'inertie  par  rapport  à  une  droite,  qui  sont  les  seuls  dont  on  fasse 
usage  en  Mécanique  ('). 

184'.  Voici  maintenant  des  théorèmes  qui  font  intervenir  le  centre 
de  gravité  du  système. 

TnÉORicME.  —  Le  moment  d'inertie  d\in  système  par  rapport  à 
un  plan  P'  est  égal  au  moment  dHtiertie  par  rapport  au  plan 
parallèle  P  mené  par  le  centre  de  gravité  du  système,  plus  le  pro- 
duit de  la  masse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux 
plans. 

En  elTet,  prenons  le  plan  P  pour  plan  des  xy.  Si  h  est  la  cote 
de  P',  on  a 

Or, 

5:  m  Z'^  =   I.roy  =    I. 

Puis,  dans  ^mzh,  on  peut  mettre  h  en  facteur,  qui  est  le  même 
[)our  tous  les  [loints  du  système.  Le  coefficient  de /i  est  alors  '^mz, 
quantité  qui  est  égale,  d'après  les  formules  (21),  au  produit  de  la 
masse  M  par  la  cote  du  centre  de  gravité.  Comme  celui-ci  est,  par 
hypothèse,  dans  le  plan  des  xj-,  il  n'y  a  pas  de  terme  en  h.  Quant  à  la 
somme  '^m/i-,  on  peut  y  mettre  h-  en  facteur,  ce  qui  donne 

On  a  donc  bien,  finalement, 

(27)  r=  I  -l-  M//-.  C.Q.F.D. 


(1)  Donnons,  à  ce  propos,  la  définition  d a  rayon  de  giration.  Le  rayon  de  gira- 
lion  iTun  système  autour  d'une  droite  A  est  une  longueur  H  telle  que,  si  M  désigne 
la  masse  totale  du  système,  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  A  soitMU^.  Autrement 
dit,  c'est  la  distance  à  laquelle  on  peut  concentrer  toute  la  masse  du  système  sans 
clianser  son  moment  d'inertie. 
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On  a  deux  théorèmes  analogues  en  remplaçant  1*  et  P'  |)ar  deux 
droites  parajlèlcs  A  et  A',  dont  la  première  passe  par  G;  ou  bien  par 
deux  points  O  et  O',  dont  le  premier  est  en  G.  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  de  les  énoncer  et  de  les  démontrer,  soit  diiectement 
en  copiant  la  démonstration  ci-dessus,  soit  en  passant  |)ai'  Finter- 
médiaire  du  théorème  relatif  aux  plans  et  des  formules  (aS)  et  (:i4)- 

Ces  derniers  théorèmes  sont  d'une  grande  utilité,  en  ce  sens  qu'/Zs 
permettent^  lorsqu'on  connaît^  par  exemple^  le  moment  d' inertie 
par  rapport  à  une  droite  Aq,  de  calculer  de  suite  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  ti  importe  quelle  droite  A  parallèle  èi  Aq. 
Il  suffit,  en  efiet,  de  prendre  comme  intermédiaire  le  moment 
d'inerlie  par  rapport  à  la  droite  Aq  parallèle  à  Aq  et  menée  par  G. 
Si  c/o  et  d  sont  les  distances  respectives  de  A,;  à  A^  et  à  A,  on  a 

(28)  lA„=lAo-+-Mr/„S  Ia  =  Iac+M^S 
d'où 

(29)  Ia  =  JA„+M(rf^-rf2)_ 

\K6.  Conseils  pratiques  pour  le  calcul  des  moments  d'inertie.  — 
De  tout  ce  (|ui  précède,  nous  croyons  devoir  tirer  les  conseils  j)ra- 
tiqucs  suivants  : 

(^uand  on  veut  calculer  un  moment  d'inertie  I,  on  doit  d'abord  se 
rendre  \\\\  compte  rapide  du  degré  de  simplicité  que  présenterait  le 
calcul  direct  par  la  règle  donnée  au  n°  482.  Si  ce  calcul  paraît  trop 
compliqué,  on  tAclie  de  l'éviter  par  l'application  des  formules  (aS) 
à  (it6),  en  exprimant  1  au  moyen  d'un  ou  |)lusieurs  autres  moments 
calculables  directement.  Ou  bien  encore,  on  passe  par  l'intermé- 
diaire du  centre  de  gravité  (n"  184).  De  toute  façon,  on  n'aborde  le 
calcul  direct  qu  après  avoir  constaté  qu'on  ne  peut^  en  se  servant 
des  théorèmes  généraux,  le  remplacer  par  un  calcul  plus  simple. 

Au  reste,  le  lecteur  comprendra  encore  mieux  ces  observaliouj;  sur 
les  exemples  traités  dans  les  exercices. 


CHAPITRE  XV. 

ÉOUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


186.  Généralités.  —  On  appelle  équation  différentielle  cVordre  n 
toute  équation  élahlissanl  une  relation  entre  une  variable  indépen- 
dante X,  une  (onction  inconnue  >'  de  celte  variable  et  les  n  premières 
dérivées  de  cette  fonction.  Si  on  la  suppose  lésolue  par  rapport  -a y^"\ 
elle  prend  la  forme 

(>)  .)•""  =/(^,  V,  y,  y",  . .  .,7'"-"). 

On  appelle  intégrale  de  cette  équation  toute  fonction j)^  de  x  qui, 
substituée  dans  les  deux  membres,  les  rend  identiques,  c'est-à-dire 
égaux  quel  que  soit  x.  On  démontre  que,  sous  certaines  conditions 
de  continuité  de  la  fonclion  f  par  rapport  aux  variables  .r,  y^ 
j-' ,  . . . ,  j'(«^')^  l'i  existe  une  intégrale  et  une  seule  telle  que^  pour 
une  valeur  numérique  donnée  Xq  de  x,  y,  r',  . . .,  y^^~^'>  prennent 
des  valeurs  numériques  y q  y'^,  . . .,  J'o"  '^  arbitrairement  choisies. 
Cette  intégrale  constitue  évidemment  la  solution  la  plus  générale  de 
l'équation;  aussi,  on  l'appelle  intégrale  générale.  Elle  dépend^ 
comme  on  le  voit,  de  n  constantes  arbitraires  ('  ),  ro?  }'[)•,  •  •  •?  ji""*'- 

On  appelle  courbe  intégrale  toute  courbe  représentative  d'une 
intégrale  de  l'équation.  Il  existe,  d'après  ce  qui  précède,  une  infinité 
de  courbes  intégrales,  formant  une  famille  dépendant  de  n  para- 
mètres. Réciproquement^  si  l'on  se  donne  une  telle  famille  de 
courbes,  dont  ré(piation  générale  soit,  par  exemple, 

(2)  ^{31),  y,  Cl,  C.2,  .  ..,e„)  =  o, 

oîi  C|,    Co,   ...,   c„  désignent   n  constantes  arbitraires,   on    [)eul  les 
regarder  comme  les  courbes  intégrales  d'une  équation  dillérentielle 

(')  Il  ne  faut  pas  coriipler  x^■„  car  c'est  une  valeur  iiuniériquc  ([u'on  poiil  choisir 
une  fois  pour  toutes,  indépendamment  des  valeurs  adoptées  pour  7,,,. . .,  jk,,^"^*'.  On 
|)eut,  par  exemple,  prendre  x^=  o,  ou  x^^  —  i,  x^^=  3oo,  etc.  On  trouvera  une  ébauche 
de  dcinunstration,  pour  le  cas  de  /«  =1,  dans  Leçons,  n°  344. 
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crorcire  //,  iippelcc  cqualion  différentielle  de  la  famille^  f|iron 
forme  en  l'iiminant  les  constantes  entre  réquation  (2)  et  les  n  éqiia- 
hons  qu'on  en  iléduit  en  dérivant  n  fois  par  rapport  à  ^  et  regar- 
dant j'  connue  fonction  de  x. 

Intégrer  une  équation  diff'érentielle^  c'est  trouver  son  intégrale 
générale,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  famille  de  ses  courbes  inté- 
grales. Il  existe  des  méthodes  qui  permettent  d'obtenir,  avec  une 
approximation  illimitée,  toute  intégrale  définie  par  ses  conditions 
initiales  (').  Citons  seulement  la  n\êtliode  du  développement  en 
série.  (|ui  consiste  à  prendre  y  sous  la  forme  d'une  série  entière 
à  coefficients  indéterminés.,  à  substituer  dans  l'équation,  ordonner 
les  deux  membres  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  identifier 
les  deux  séries  entières  ainsi  ol)tenues.  En  égalant  les  coefficients 
d'une  puissance  quelconque  de  ^,  on  obtient  une  relation  de  récui- 
rence  entre  les  coefficients  inconnus  de  y,  d'où  l'on  peut  déduire  la 
valeur  de  ceux-ci  en  tenant  compte  des  conditions  initiales.  11  faut 
ensuite  chei-cher  l'intervalle  de  convergence  de  la  série  ainsi  cal- 
culée, et  c'est  seulement  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  à  cet  inter- 
valle qu'on  peut  affirmer  que  la  série  représente  la  solution  cliercliée. 

En  dehors  des  méthodes  d' approximation,  il  en  existe  d'autres 
qui  ^evmelienl  d' intégrer  certains  types  d' équations  en  exprimant 
leur  intégrale  générale  au  moyen  des  fondions  élémentaires  ou 
de  quadratures  portant  sur  de  telles  fonctions  (-).  C'est  ce  point 
de  vue  particulier  que  nous  allons  dorénavant  envisager. 

Les  types  classiques  d'équations  différentielles  intégrables  par 
quadratures  sont  actuellement  en  nombre  très  restreint.  11  existe 
des  équations  de  forme  très  simple  qui  ne  peuvent  s'intégrer  de  cette 
manière  et  définissent,  par  cela  mvme,  de<,  transcendantes  nouvelles. 
Leur  étude  constitue  un  Chapitre  fort  intéressant  de  l'Analyse,  qui  a 
déjà  fait  et  fait  encore  l'objet  des  recheidics  dun  assez  grand  nombre 
de  inathémaliciciis  (^).    Mais   nous  devons,   dans  cet  (ouvrage,    nous 

(')  Nous  appelons  ainsi  les  \a\eurs  y„,  y\,  . .  .,y^'^"~^^  aUrilniées  ;i  la  fonclion  el  à 
SCS  n  — I  premières  dérivées  pour  a;  =  a;„. 

C  )  On  dit  de  ces  types  d'équations  qu'on  |)cul  les  inlét^rer  par  i[U(i(li(iliucs,  011 
les  ramener  aux  quadratures. 

(^)  [-.e  lecteur  se  souvicnl  que  nous  avons  ilcjà  pn'scnté  des  considéralions  ana- 
logues à  propos  des  quadratures  (  n"  lôO),  (jui  d'ailleurs  peuvent  rire  regardées 
connue  les  intégrales  d'é(iuations  dillércntiellcs  particulières,  à  savoir  celles  de  la 
forme  y'  =  /(x ). 
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coiitenterde  considéialions  plus  élémenlaircs  et  nous  borner  à  passer 
en  revue  les  principaux  types  adéquations  qu'on  sait  actucUenienl 
intégrer  par  quadratures. 

I.  —  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

187.   Équations  du  premier  ordre.  —    Lcqualiou  la  plus  générale 
du  premier  ordre  est  de  la  forme 

(3)  f{x,y,y')  =  o 


(4)  ¥{x,y,cIx,dy)  =  o, 

F  étant  homogène  par  rapport  à  dx  et  dy. 

Bornons-nou5  d'abord  an  cas  oii  elle  est  résoluble  par  rapport 
à  y',  soit 

(5)  r'=f(^,y), 

ou  encore 

(6)  Pdx  =  (4dy, 

P  et  Q  désignant  deux  fonctions  de  x  et  y. 

Observons,  dès  maintenant,  que  les  formes  (4)  et  (6)  présentent 
V avantage  de  ne  pas  spécifier  quelle  est  la  variable  indépendante, 
pour  laquelle  on  peut  prendre  soiL.r,  soit  r',  soit  même,  comme  nous 
le  verrons  tout  à  l'heure,  une  autre  variable.  Or,  c'est  bien  là  un 
avantage,  car  il  peut  se  faire,  par  exemple,  que  l'équation  ne  rentre 
pas  dans  un  type  connu  quand  on  prend  x  pour  variable  indépen- 
dante, mais  apparaisse,  au  contraire,  comme  intégrable  quand  on  fait 
jouer  ce  rôle  à  y. 

188.  Équations  à  variables  séparées.  —  \j\\  premier  tvpe  tout 
à  fait  londamenlal  est  celui  des  équations  dites  à  variables  sépa- 
rées. Elles  sont  de  la  forme 

(7)  Xdx=Ydy, 

où  X  et  Y  désignent  deux  fonctions  ne  dépendant  respectivement 
(jue  de  X  et  de  y.  Une  telle  équation  s'intègre  à  vue.   En  effet,  les 
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deux  nicniltrcs   sonl   rcsprcLî\  emenl  les  didércnlielles  des  fouclions 

jlLdx  et     /  ^  dy.   Si   le   [>oint  M(^,  y)  décrit   une  couri^c   inté- 

giale  ('),  CCS  deux  difTérenliellcs  doivent  être  conslaminent  égales; 
donc,  les  fondions  correspondaiiles  doivent  dilTéier  |)ar  une  con- 
stante. L'éfjuation  de  toute  courbe  intégrale  peut  donc  s'écrire 


(8) 


f\dx=    f\  dy-^C, 


C  désignant  une  constante.  Réciproquement,  quelle  que  soit  cette 
constante,  l'équation  (8)  représente  une  courbe  intégrale,  car  elle 
entraîne  évidemment  l'équation  {'j)- 

La  famille  des  courbes  intégrales  est  donc  représentée  par 
V équation  (8),  oii  C  désigne  une  constante  arbitraire.  Si  l'on 
veut  avoir  y  en  fonction  de  x,  il  faut  résoudre  celte  équation  par 
rapport  à  y,  mais  cela  n'est  pas  toujours  pratiquement  possible.  Il 
peut  se  faire,  au  contraire,  qu'il  soit  plus  aisé  de  résoudre  par  rap- 
port k  x\  ou  bien  d'exprimer  x  et  j'  en  fonction  d'un  même  para- 
mètre t.  Suivant  le  cas,  on  procédera  de  telle  ou  telle  manière;  ou 
bien  on  gardera  tout  simplement  l'équation  (8),  qui  résout  parfaite- 
ment le  problème,  en  ce  sens  qu'elle  donne  toutes  les  courljes  inté- 
grales. 

Si  l'on  veut  une  solution  déterminée  par  des  conditions  ini- 
tiales (jCo5  JKo)?  on  écrit  que  l'équation  (8)  est  vérifiée  pour  x  =  .ro, 
y=y(^,  ce  qui  donne  la  valeur  correspondante  de  la  constante  d'in- 
tégration. 

Comment  reconnait-on  la  possibilité  de  séparer  les  variables 
dans  une  équation  donnée?  On  commence  par  mettre  celle-ci  sous 
la  forme  (6).  On  regarde  ensuite  s'il  est  possible  de  diviser  les  deux 
membres  par  un  même  facteur  amenant  P  à  ne  plus  dépendre  que 
de  X,  et  ()  ([ue  de  y.  Il  en  est  ainsi,  par  (!\etiq)lc^  chaque;  fois  «pie 

(  '  )   Il  fatil  liien  leiniirqucr  (luc,  (huis  celle  li y|)ollièse,  x  et  y  cl  par  suite     /  \  dx 

(il     /  ^  dy  sont  des  fonctions  (J'uii  tru"'nic  paramétre  t,  qni  li\(;  la   posilion    de  M  sur 

la  courbe.  Ce  param(ilre  peut  iHre  soit  x,  soit  y^  soit  une  foiiclion  (iiiclcomiuc 
de  a;  cly.  Mais,  son  inJiiterminatioii  n'influe  pas  sur  notre  raisoniicnienl,  grâce  à  la 
propri(';l(;  fonrlarncntalc  des  (linV'rcnlielIcs  (  n°  139). 
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l'éfjualion  se  présente  sous  la  forme 

(y)  \i\xdx  =  X.>Y.2dy, 

car  celle-ci  peut  s'écrire 

\.  Y,    -^ 

Toutes  les  fois  qu'une  des  variables  ne  figure  pas  explicitement 
dans  V équation^  on  peut  séparer  les  variables.  En  effet,  si  par 
exemple  x  manque,  en  résolvant  par  rapport  à  dx,  on  a  nécessai- 
rement une  équation  de  la  forme 

(10  )  dx=f{y)dy, 

qui  s'intègre  par  une  quadrature 

x=  ff{y)dy^C     (1). 

189.  Changement  de  variables.  —  Maintenant  que  nous  savons 
intégrer  un  type  d'équation,  il  faut  tâcher  d'en  déduire  d'autres.  La 
méthode  employée  dans  ce  but  est  celle  du  changement  de  variables. 
Reprenons  l'équation  (6).  Aux  variables  x  et  y,  substituons  des 
variables  u  et  r  définies  par 

(il)  x  =  o(u,v)^         y^'l(u,v)^ 

z>  et  'l  étant  deux  fonctions  quelconques.  Nous  aurons  instantané- 
ment l'équation  qui  doit  lier  u  et  t»,  ou  équation  transformée,  en 
remplaçant,  dans  (6),  x,  y  par  es  [u,  ç),  'l  (u,  v)  et  dx,  dy  par  les 

différentielles  totales  —  du  H — -  dv,  —  du  -]-  -^  dv. 

du  dç  du  d V 

Si  l'on  sait  intégrer  cette  équation  transformée,  voici  comment 
on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée.  On  exprimera  v 
en  fonction  de  «,  ou  bien  u  en  fonction  de  t',  ou,  plus  généralement, 
//  et  ('  en  fonction    d'un   paramètre  ^,   en  se  servant  de  l'intégrale 


(')  Toutes  les  courbes  intégrales  se  déduisent  visiblerrieiit  de  Tune  d'elles  par 
translation  parallèle  à  Qx.  Réciproquement,  une  telle  famille  de  courbes  a  une 
équation  difTérentielle  ne  renfermant  pas  x.  L'intégration  d'une  équation  diiïéren- 
tiellc  où  nian(|ue  une  variable  équivaut,  en  somme,  à  la  reclierche  d'une  fonction 
connaissant  sa  dérivée,  c'est-à-dire  au  problème  résolu  au  Cliapitro  XIII. 
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générale  de  1  ('■(|ii;ilion  lianl'orniée.  J.cs  expressions  oblenues  ren- 
fernieronl  d'ailleurs  une  constante  dinlTyralion  C.  l'^n  les  portant 
dans  (il),  on  obtiendra  les  équations  païamétriqnes  (t.  11)  des 
courbes  intégrales  de  (()  ). 

190.  Équations  homogènes  en  x  et.r.  —  Un  Ijpe  d'équalion  qu'on 
peut  ramener  iniiuédiiitcnicnl,  de  cette  manière,  à  la  séparation  des 
variables  est  celui  des  équations  lioniogènes  en  x  et  y.  Résolue  par 
rapport  a  -^,  une  telle  ecpiation  se  présente  sous  la  loiine 

Il  semble  naturel  d'essajer  de  substituer  à  la  varialde  y  la 
variable  -=  M,  dont  dépend  seulement  le  second  membre.  L'équa- 
tion devient 

u  dx  -1-  X  du  =  fi  II  )  dx 
ou 

du  dx 

fi  u  )  —  u  X 

équation  à  variables  séj)ar(''es,  <pii  s'intègre  par  une  quadrature  : 

\o'^x  =   I  -T- — — 1-  loirC  =  Io<r  ci(«)  -h  loirC  =  losTC  o(u)\ 

J   f{U  ) u  o../  o  ni.        ,x/j 

(C  =  coiist.); 
d'où 

(|3)  x  =  Co(u),         y  =  Cuo(u). 

Telles  sont  les  équations  paramélriques  des  courbes  intégrales. 
On  remar(|ue  (jue  ces  dernières  demeurent  bomothétiques  à  elles- 
mêmes  par  rapport  à  Tongine,  (piaiid  d  varie  (^). 

(')  (>eci  est  fucilc  it  piévoir  géornélriqueincnt,  car  les  courbes  ciiercliéos  sont 
délinicspar  la  condition  f|uc  la  direclion  de  la  langenle  en  M  est  donnée  en  fonclion 
de  la  difcclion  O.M.  Ur,  il  est  manifeste  que,  si  une  courbe  C,,  répond  à  celte 
condition,  toutes  les  courbes  liomotliétiques  par  rapport  à  Oy  y  répondent  également, 
])uisque  les  points  homologues  sont  sur  le  même  rayon  vecteur  et  ont,  d'autre  pari, 
des  tangentes  paralli'-les.  (ii'tle  simple  jciiiar(iue  |)ouvait  nous  faire  prévoir  à  coup 
sur  la  réussite  de  notre  cliungcmcul  de  variable,  puisqu'on  |>ouvait  en  conclure  (|uc 
la  relation  entre  x  et  u  devait  cire  de  la  foi  me  x  —  C  '^  {u),  laquelle,  par  élimination 
delà  constante  C,  nous  rondiiit  à  une  ('qualion  à  variables  séparées.  Observons 
encore  que  le  cliangcmrut  de  variabb's  (juo  nous  avons  opéré  ('•(|iiivaut  à  passer  en 
coordonnées  polaires  (l.  II). 


ÉgiATIOXS   UIFFÉREMIELLKS.  24  « 

191.  Équation  linéaire  —  Un  autre  type  intégrahle  par  quadra- 
ture est  celui  de  [équation  linéaire.  On  appelle  ainsi  une  équation 
qui  est  du  premier  degré  par  rapport  à  V une  des  variables  et  à 
sa  différentielle;  soit,  par  exemple,  par  rapport  à  y  et  dy.  Elle 
peut  s'écrire,  dans  ce  cas, 

(.4)  —^ay^h, 

où  a  et  b  sont  deux  lonclious  de  x. 

Il  existe  dilTérentes  méthodes  pour  l'intégrer.  Celle  qui  nous 
semble  la  plus  pratique  est  la  méthode  dite  de  variation  de  la 
constante^  qui  s'applique  d'ailleurs  aussi  aux  équations  linéaires 
d'ordre  supérieur  (n"  196).  Elle  comprend  deux  opérations  : 

1°  Intégrons  l'équation  sans  second  membre,  c'est-à-dire 

/  -V  '^ly  dy  , 

^     '  dx         ^  y 

Les  variables  sont  séparées;  l'intégrale  générale  est 

(i6)  7  =  Ce^        =Gcp(x;. 

a"  A  la  variable  y  substituons  la  vatnable  C,  définie  parla  for- 
mule (i6).  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'on  fait  varier  la 
constante.  Nous  avons 


dy 
dx 


Portons  dans  (  i4)  • 


oi  X  ) — -'  —  rt  G  cif^)  -+-  rt  G  o(x)  =  b, 
dx 

ou 

rfC  b  ,        f"''r 

dx        o{x) 
L'équation  transformée  s'intègre  à  vue  et  donne 

G=   f~^dx-hk  =  'i^(x)-\-k         (/.  ==cunst.). 

Portant  dans  (  i6),  nous  avons  l'intégrale  générale  de  (  i4)  : 

(17)  y  =  o{x)^h{x)  ^ko(x)  =  (){x)^lc^{x). 

IIaag.  —  Cours,  l.  ï'î 
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Reviarques.  —  1.  Le  changement  de  variable  sur  lequel  repose  la 
méthode  peut,  au  premier  abord,  sembler  artificiel.  En  réalité,  on 
reconnaît  qu'il  est  assez  naturel  si  Ton  remarque  qu'il  doit  nécessai- 
rement simplifier  le  premier  membre  de  (14)5  puisque  celui-ci  doit 

s'annuler  quand  C  est  une  constante,  c'est-à-dire  pour  —  =  0;  ce 

qui  ne  peut  arriver  que  si  le  terme  en  G  disparaît  identiquement. 
On  pouvait  donc  prévoir,  sans  aucun  calcul^  que  V équation 

transformée  serait  de  la  forme  -j^:=¥  [x). 

II.  L'intégrale  générale  (17)  renferme  la  constante  arbi- 
traire k  au  premier  degré.  Le  lecteur  démontrera  aisément  la 
réciproque. 

m.  Dans  la  pratique,  il  est  inutile  de  faire  tous  les  calculs  du 
changement  de  variable  (16).  On  sait,  une  fois  pour  toutes,  que  le 
terme   en  C   disparait.    On   ne  s^occupe   donc   que   du    terme   en 

dC       ,,        ,     .     , 

-j—  et  1  on  écrit  de  suite 

ax 

IV.  Il  arrive  quelquefois  qu'o/?  aperçoit  de  suite  une  intégrale 
particulière  y^  de  l'équation  (i4)-  Dans  ce  cas,  on  a  l'intégrale 
générale  en  ajoutant  à  y,  Tintégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre  (n"  190);  il  est  inutile  de  faire  varier  la  constante. 

\9^.   Équation  de  Bernoulli.  —  Elle  est  de  la  forme 

(18)  y-f  ay-^by''=o, 

a  et  b  désignant  deux  fonctions  de  x.   Elle  se  ramène  de  suite  à 
l'équation  linéaire,  en  divisant  par  y", 


y  a  yn 


-1-6=0. 


y 


Si  l'on  observe  (|uc  =^  est,  à  un  l'acteur  iiiiiiiéri(|uc  près,  la  dérivée 
de    Ti   on   voit  qu'il    suffit   de    faire    le    clianiicment    de    variable 

y/l-l    '  1  O 

-  =  z  i)Our  obtenir  une  é(|uation  linéaire  en  z. 

yll      11  1 
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193.  Équations  non  résolubles  par  rapport  à  -j--  —  Reprenons  réqualioii 

(In  piemier  ordre  sous  la  forme  générale  (3)  et  supposons  qu'on  ne  puisse 
pratiquement  la  résoudre  par  rapport  à  y'  {^).  Gomme  on  ne  sait  intégrer 
directement  une  telle  équation,  il  s'agit  de  tourner  cette  difficulté.  On  v 
arrive  aisément  dans  chacun  des  cas  où  V équation  représente  une  courbe 
anicursale  (t.  Il)  lorsqu'on  y  ref^arde  comme  coordonnées  courantes 
soit  X  et  y,  soit  x  et  y' ,  soit  y  et  y'. 

Premier  cas.  —  Relation  unicursale  par  rapport  à  x,  y.  —  Exprinions  a; 
et^  en  fonction  d'un  paramètre  t.  Gomme  l'équation  renferme^',  les  expres- 
sions obtenues  dépendront  à  la  fois  de  t  et  de  y' .  Si  l'on  pose  y'  =  u,  on 
aura 

(19)  ^^f{t,u),         y  =  ff(t,u). 
D'autre  part, 

(20)  dy  =  u  dx. 

Eliminons  ar  el  y  entre  (19)  et  (  ■lo),  ce  qui  se  fait  en  dillérenliant  (  U)), 
nous  avons  l'équation  transformée 

(21)  u(  ^dt  — —du]  =  -^dt-^ —du. 
'  \(Jt  Ou       )        dt  Ou 

Si  l'on  sait  liulégrer,  on  continuera  comme  il  a  été  exjjliqué  au  n"  189. 

Deuxième  cas.  —  Relation  unicursale  par  t  apport  à  x  et  y'.  —  On   aura 

(22)  x=f(t,y).  y'-=g{t,y). 
L'équation  transformée  en  y  et  t  s'écrit  immédiatement 

(23)  ff(t    y)  =  ^  =  ^ 

-^dt^  ^^  dy 

Ot  dy    •^ 

Troisième  cas.  — Relation  unicursale  par  rapport  à  y  et  y' .  —  Se  déduit 
du  précédent  par  l'échange  de  x  et  de  j'. 

II.  -  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE. 
194.  Équations  du  second  ordre.  —  -Soil  l'équalion 

(')  Même  si  elle  n'est  que  du  second  degré  tn  y\  il  vaut  mieux  souvent  ne  pas 
faire  la  résolution,  qui  introduit  des  radicaux  et  conduit  à  des  calculs  compliqués 
et  peu  éléjj;ants. 
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Commenrt^iis  par  observer  que  les  deux  \ariables  x  etjK  n'y  jouent 
pas  le  même  rôle  et  qu'on  ne  peut  pas  l'écrire  sous  forme  symétrique, 
comme  l'équation  du  premier  ordre,  par  l'introduction  des  diflféren- 
lielles  (').  //  est  ici  absolument  nécessaire  de  spécifier  quelle  est 
la  variable  indépendante.  En  particulier,  si  l'on  veut  faire  un  chan- 
gement de  variables,  il  faudra  choisir  la  nouvelle  variable  indépen- 
dante avant  de  faire  la  transformation,  pour  laquelle  on  s'appuiera 
sur  les  règles  de  calcul  des  dérivées. 

195.  Équations  se  ramenant  au  premier  ordre.  — ■  Certaines  équa- 
tions du  second  ordre  peuvent,  |)ar  un  changement  de  variables,  se 
ramener  au  premier.  Citons  seulement  deux  types  qu'on  peut  carac- 
tériser en  disant  (ji^vC une  des  variables  x  et  y  n'y  figure  pas  expli- 
citement. 

I.  y  manque.  —  Soit  l'équalion 

Posons  y'  =  z,  l'équation  devient 

qui   est    du    |)remier    ordre.     Ayant    c    en   fonction    de  .z',    on    aura 
y=  f  zdx. 

II.  X  manque.  —  Soit 

(■^6)  y"  =  fiy^y')- 

Posons  encore  y'  =  z;  mais  prenons  y  pour  nouvelle  variable 
indépendante.  On  a 

„  _  dy'  _  dz  _  dz   dy  _  dz     ,  _  dz 
dx        dx        dy  dx  ~  dv  dy  "  ' 

d'où 

dy 


(')  On  pourrait  introduire  des  difTérenlicIlcs  secondes.  Mais  ce  n'est  généralement 
d'aucun  avantage,  parce  que  le  calcul  de  ces  diiïércnLielles  ne  présente  nullement  la 
simplicité  du  calcul  des  difTérentielles  premières. 
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équalloii  du  premier  ordre.  Ayant  z  en  fonction  de  y,  soit  z  =  z>  (y), 


on  aura  -j- =  9  0')  5  d'où  x  =  f  -  -^ 


Remarque.  —  Si  y'  ne  figure  dans  l'équation  que  par  son  carré,  il 
y  aura  avantage  à  poser  j^'2z=  «=  j;2 .  ç^r  le  premier  membre  de 
,       ,  I   du 

196.  Équations  linéaires.  —  Une  classe  fort  importante  d'équa- 
tions du  second  ordre  (')  est  celle  des  équations  linéaires 

(28)  y"^py'^qy  =  ^, 

où  />,  q^  A  sont  des  fonctions  données  de  x.  L'érjuation  est  dite 
homogène  ou  sans  second  membre  lorsque  A  est  nul.  On  peut 
ramener  le  cas  général  à  ce  cas  particulier,  grâce  au  tliéorème 
suivant  : 

THÉORi;:ME.  —  On  a  Vintégrale  générale  de  V équation  com- 
plète en  ajoutant  ci  une  intégrale  particulière  r intégrale  géné- 
rale de  Véquation  sans  second  membre. 

En  effet,  soit  y^  une  intégrale  particulière  de  (28).  Faisons  le 
changement  de  variable  j"  =J')  +  ■^-  L'équation  devient,  en  tenant 
compte  de  ce  que  y,  vérifie  ('^-8), 

{29)  z"^pz-\-qz  =  o\ 

d'où  résulte  manifestement  la  propriété  annoncée. 

Ajoutons  qu'il  existe  une  méthode.,  dite  de  variation  des  con- 
stantes^ qui  permet  d'obtenir  par  quadratures  l'intégrale  particu- 
lière jKi,  lorsque  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  1  équation  sans 
second  membre;  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  l'exposer. 

Remarque.  —  Si  A  =  A,  +  Ao  +  . . . . -f- A^,,  et  si  l'on  connaît 
une  intégrale  particulière  yi  pour  chacune  des  équations  obtenues 
en  réduisant  A  à  A/,  on  a  évidemment  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  complète  en  ajoutant  les  intégrales jk<- 

On   peut,  d'après  ce  ([ui   précède,    se  borner  à  étudier  l'équation 


(  '  )  La   théorie  des  équations    linéaires    se  fait  aussi   pour  des  équations  d'ordre 
quelconque.  .Nous  l'avons  faite  au  n"  191  pour  le  premier  ordre. 
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sans  second  membre 

(3o)  y"^py^qy=.o. 

Nous  nous  contenterons,  dans  le  cas  où  p  et  q  sont  quelconques, 
de  faire  remarquer  que,  si  y,  est  une  solution,  Oyi  en  est  une  autre, 
quelle  que  soit  la  constante  C.  De  même,  si  j',  et  >'o  sont  deux  solu- 
tions, ii  -\-y-2  en  est  une  autre;  par  suite  aussi  la  fonction 

(3i)  jK  =  Gi^r-,-i-G2jK2, 

quelles  cjue  soient  les  constantes  C)  et  C^.  Comme  nous  axons 
deux  constantes  arbitraires,  on  peut  prévoir  ([ue  la  formule  (.^t) 
donne  l' intégrale  générale. 

Effectivement,  cela  résulte  du  théorème  fondamental  admis  au  début 
du  Chapitre,  car  on  peut  déterminer  les  constantes  Gj  et  C,  de  manière 
à  faire  prendre  à  jk  et  y'  des  valeurs  arbitrairement  choisies,  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  à  condition  toutefois  que  le  déterminant  Ki  j'!,  — Jïy'x  'ie 

soit  pas  identiquement  nul,  c'est-à-dire  que  le  rapport  —  ne  soit  pas 
constant. 

197.  Équation  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  constants.  — 

Nous  allons  étudier  eu  détail  le  cas  particulier  1res  inq)()rlant  où  les 
coefficients  /;  et  cj  sont  constants.  Considérons,  en  premier  lieu, 
I  équation  sans  second  membre. 

On  peut  remaïquer  tout  d'abord  qu'elle  ne  renferme  pas  explicitement  x 
et  ])eut  être  par  suite  abaissée  au  premier  ordre  (n°  193,  II).  Nous  laisserons 
au  lecteur  le  soin  de  voir  ce  que  donne  cette  méthode,  mais  simplement  à 
titre  d'exercice,  car  les  calculs  sont  longs  et  peu  élégants  (').  Il  est  beaucouj) 
plus  rapide  de  procéder  de  la  manière  suivante  : 

Cherchons  des  solutions  de  la  forme  )-=e'',  /'  étant  une  con- 
stante. On  voit  de  suite  qu'il  doit  en  exister,  car  en  subsliltiant 
dans  (3o),  e'*  se  met  en  facteur.  J'^ffectivement,  on  trouve  (pic  <?'"•* 
vérifie  (3o)  sous  la  seule  condition 

(Sa)  i---\-  pr  ^  q  =  0. 


(')  L'é(jiiiilion  ;ili;iisséc  ;iu  premier  ordre  est  homogène  cl  s'intègre  par  la  inèlliotii 
du  n"  lîlU.  l^cs  calculs  [icuvent  être,  sans  difficulté,  poussés  jusipraii  bout. 
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Celle  équalion  du  second  degré  en  /'  est  appelée  V équation  carac- 
téristique. 

Soient  /•,  et  r.>  ses  deux  racines.  Les  fonctions  e''-^'  et  e'--^  sont 
deux  intégrales  particulières,  donc  aussi 

(33)  ^K  =  Cl  e'-.-^'H- C,  e'-2-^         (G,,  G,  =  const.), 

qui  est  même  l'intégrale  générale,  si  r,  y^  r-^  (n"  196). 

Si  1  on  ne  veut  pas  s'appujer  sur  le  théorème  fondamental  admis 
au  n"  186,  on  peut  employer  l'artifice  suivant,  qui  nous  conduira 
directement  à  l'intégrale  générale,  même  dans  le  cas  où  /•)  =  /•2. 
Faisons  le  changement  de  variable. 

(3i)  y  =  e^•^^z. 

Nous  sommes  certains  à  l'avance  que  l'équation  transformée 
admettra  la  solution  c=  i  et,  par  suite,  ne  renfermera  pas  explicite- 
ment z  (elle  doit  être  visiblement  linéaire).  Donc,  elle  s'abaissera 
au  premier  ordre,  n"  195,  1).  Efifectivement,  le  calcul,  qui  ne  pré- 
sente aucune  difficulté,  donne  le  résultat  suivant  : 

c'\^[{z"  -^  i?-iz'^  r\z)-\-p{z'^  Viz)-^  q  z]  =  o, 

ou,  en  divisant  par  e'i*  et  tenant  compte  de  (32), 
(35)  z" -\- z'{-2i\-\- p)  =  Q. 

Premier  cas.  —  L'équation  caractéristique  a  ses  racines  dis- 
tinctes. —  Alors  2/-,  -\- p  n'est  pas  nul,  car  o.  r -\- p  est  la  dérivée 
du  premier  membre  de  (32)  et  ne  peut  s'annuler  pour  /•=  /',  que  si 
r,  est  racine  double  (n"  226). 

L'équation  (3."))  s'écrit,  dans  ce  cas, 

— r  =  — (2/-iH-/>)  <a?a7, 

z 

d'où 

logz'=  logC  — (a /■,  +  />  ):r, 

z'  =  G  e-(2'-,+/')^, 
z  =  G   re-(2r,-+-p)x  dx  =  Ci-h  G,  e-'^''.-^/''-^, 

Q 

en  remplaçant  la  constante  C  par  Co  =  --^ — - —  et  désignant  par  C| 
une  nouvelle  constante  arbitraire.  Portant  dans  (34),  nous  retrouvons 
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la  formule  (33)  pour  lintégrale  générale  de  l"éf|ualion  (3o),  car  le 
second  terme  île  z  devient  C^*?^"''^^'^'  =  C^  e'"-',  en  vertu  de  la  rela- 
tion bien  connue  (  n"  2!20)  :  /',  H-  ;'o  =  — p. 

Deuxième  CAS.  —  L'équation  caracléristique  a  une  racine  double. 
—  On  a  2  /•,  -t-/?  :^  o  ;  l'équation  (35)  se  réduit  à  ;"  =  o  et  donne 
:;  =  C|  .r  4-  Ca  ;  d'où 

(36)  ^  =  e'vr(G,^+C2). 

Telle  est,  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale. 

Cas  des  racines  imaginaires.  —  Si  Ion  suppose />  et  q  réels,  ces 
deux  racines  sont  imaginaires  conjuguées  (n°  249),  soit 

/■i=a-+-[Ji.  ;-2  =  a — '^i  (a,  ,3  réels). 

Portons  dans  (33) 

j^  =  C]  e*^+'?-^-+-  G,  fa-ï--'P-r=  ^«^(Ci  e'?-^'-i-  C2  e-'P-^), 

ou,  en  se  servant  de  la  formule  d'Euler  (n"  109)  et  cliangeant  les 
constantes  C(  et  Co, 

(37)  j  =  e«-^(A  cosfia? -(- Bsin,3a;)         (A,  B  =  consl.), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

C38)  7  =  Ré'5'^cos(Pa;M- cp)         (  H,  Ci  =  consl.  ). 

Finalement,  nous  avons,  sous  forme  entièrement  réelle  et  dans 
tous  les  cas  possibles.,  V intégrale  générale  de  V équation  (3o). 

198.  Equations  avec  second  membre.  —  Nous  allons  maintenant 
examiner  léquation  coniplèle  (a<^),  en  supposant  toujours  p  et  q 
constants.  Tout  revient  (n"  196)  à  en  chercher  une  intégrale  parti- 
culière. Ceci  est  très  facile  pour  certaines  formes  particulières  de  A, 
que  nous  allons  passer  en  revue  ('). 

I.  A  est  un  polynôme.  —  On  cherche  une  intégrale  particulière 
qui  soit  aussi  un  polynôme.  Si  m  est  le  degré  de  A.  on  prend  pour  y 

(')  Dans  le  cas  général,  on  peut  toujours  se  ramener  aux  quadratures,  comme  on 
le  voit  en  faisant  le  changement  de  variable  (  o'(  ),  qui  conduit  à  une  équation  linéaire 
du  premier  ordre. 
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un  polynôme  de  degré  m  à  coefficienls  indéterminés  ;  on  le  substitue 
dans  (28)  et  l'on  identilie  les  deux  inenibres,  qui  sont  deux  |)olv- 
nomes  de  degré  m.  Les  ni  -h  i  équations  d'identification  déterminent 
les  m  H- I  coefficienls  de  )'.  Toutefois,  il  faut  augmenter  le  degré 
de  y  d'une  unité,  si  ^  ^  o,  et  de  deux  unités,  si  p  =  ^  =  o.  Dans  ce 
dernier  cas,  il  est  d'ailleurs  plus  simple  d'intégrer  deux  fois  de  suite 
le  polynôme  du  second  membre. 

II.  A=:e«^P(j7)  ;  «^const.,  V  z=z  polynôme  en  x.  —  On  cherche 
une  intégrale  de  même  forme,  soit  r  =  e^'^z,  z  étant  un  polynôme. 

L'équation  transformée  en  ;  est,  daprés  un  calcul  déjà  fait 
(n"  197), 

(39)  e«^[2''-f-^'(2a-+-/?)-^-(a2  +  /?a-4-r/)]  =  e«^P(2'), 
ou 

(40)  z' -^  z'{ia  -^ p)  -(-  z(a'-~- pa  -^  q)  =  V(x), 

équation  du  type  précédent,  qui  montre  qii'o/i  doit  prendre  pour  z 
un  polynôme  de  degré  m,  ni  +  i  ou  m  +  2,  sui^rint  que  a  n'est  pas 
racine,  est  racine  simple  ou  est  racine  double  de  l'équation 
caractéristique. 

Pratiquement,  on  peut,  pour  obtenir  l'intégrale  cherchée,  procé- 
der de  deux  manières  : 

Première  méthode.  —  O/i  substicue  directement  l'exjjression 
y  =  grt.t  -  dans  l'équation  proposée,  en  prenant  pour  :;  un  polynôme 
à  coefficients  indéterminés  et  de  degré  convenable. 

Deuxième  méthode.  —  On  commence  par  former  V équation 
transformée  en  z,  ce  qui  peut  se  faire  instantanément  si  l'on 
remarque,  d'une  pari,  que  le  coefficient  de  z'  est  le  même  que  celui 
àe y"  et,  d'autre  part,  que  les  racines  de  la  nouvelle  équation  carac- 
téristique doivent  être,  a  priori,  /•,  —  a  et  ro—a,  de  sorte  que  le 
coefficient  de  z'  est  nécessairement  — (/-,  —  a  ^  l'i  —  «),  et  celui 
de  z  :  (/•,  —  a)  (/-o —  a)  ('  ). 

(')  On  pourrait  aussi,  bien  entendu,  retenir  par  cœur  la  formule  (4")-  ^'ais,  le 
procédé  ci-dessus  est  au  moins  aussi  rapide,  du  moins  quand  on  a  déjà  intégré 
l'équation  sans  second  membre,  comme  cela  arrive  presque  toujours.  En  outre,  il 
fait  appel  au  raisonnement  plutôt  qu'à  la  mémoire,  et,  comme  tel,  s'oublie  moins 
aisément. 
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Ayant  Véquation  en  z,  on  ^■  substitue  un  polynôme,  sauf  si 
/•,:=/•.,=  rt,  auquel  cas  on  intrgre  directement  deux  fois  de  suite 

(q/--I)' 

Cette  seeoncJe  méthode  donne  des  ealculs  plus  simples  que  la 

premiètw  car  il  est  plus  rapide  de  former  les  dérivées  première  et 

seconde  d  un  polynôme  que  d'une  expression  de  la  forme  e'^-^z. 

III.  A  ^  P  cosa.r -h  Q  sina^;  P  et  Q  désignant  des  polynômes. 
—  Ce  cas  se  ramène  au  précédent,  car,  en  vertu  des  formules  d'Euler 
(n°  109),  A  est  de  la  forme  e'°'-*P,  +  e-'^^Q,.  Tl  doit  donc  exister  une 
intégrale  particulière  de  la  forme 

(4i)  e'^'^Pa-i- e-''*'^Q2, 

OU  encore 

(4'>-)  P3  cosa.T -I- Qs  sina.r, 

P^,  (y^i  l's,  Q3  désignant  des  polynômes  de  degrés  v)  ou  m  -f-  i ,  sui- 
vant (jue  dz  /a  ne  sont  pas  ou  sont  les  racines  de  l'équalion  caracté- 
ristique (').  (On  appelle  m  le  plus  fort  degré  de  P  et  Q.) 

Pratiquement.,  on  peut,  comme  plus  haut  (II),  soit  substituer 
directement  V expression  (42)  avec  des  coefficients  indéterminés,  ce 
qu'on  devra  toujours  faire  si  l'on  veut  éviter  d'introduire  des  imagi- 
naires; soit  chercher  séparément  les  polynômes  Po  ^t  Qo,  en  faisant 
successivement  les  transformations 

y  =  e''^-^z,  y  —  e-'^^z. 

IV.  A  ::=  ê*^  (p  cos^i^ -i- Q  sin  [j^).  —  Gc  cas  se  ramène  encore 
à  II,  car  A  est  de  la  forme  e'^+'f*^'  P,  +  e^='~'f"'  Q, .  Il  existe  une  inté- 
grale de  la  forme 


(44)  <?='-^(  1*3  cosaa- -I- Q3  sinaa?), 


(')  On   suppose  p  et  7  réels.   I{emiin[uons  que  si  p  7^  o,  ±  ta  ne   peuvent   ùtrc 
racines. 
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les  degrés  de  Po,  Qi,  P3,  Qs  étant  m  ou  m  -j-  i ,  suivant  que  a  ±  i'^ 
ne  sont  pas  ou  sont  les  racines  de  l'équation  caractéristique. 
Pratiquement,  on  peut  : 

i"  Substituer  directement  (44)- 

2°  Faire  le  changement  de  variable  y  =^  e'^^' z  [cf.  Il),  et  substi- 
tuer ensuite  z  :=  PsCOsa:r  +  Qssina^r. 

3°   Chercher  séparément  Po  et  Qo,  comme  dans  (III). 

Les  deux  premiers  procédés  évitent  les  imaginaires;  le  second  est 
d'ailleurs  plus  rapide  que  le  premier. 


CHAPITRE  XYJ. 

POLYNOMES. 


I.  -  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES. 

199.  Nous  avons  déjà  dit  qiiek|ues  mots  (n"  75)  des  polynômes  à 
coefficients  et  à  variables  réels.  Nous  allons,  dans  ce  Clinpitre, 
nous  placer  à  un  point  de  vue  plus  général  et  considérer  des 
polynômes  à  coefficients  et  à  variables  complexes.,  c'est-à-dire  de 
la  forme 

(0  f{z)  =  A„5'«+  A,  5"'-'  +  ...+ A/,  ^"'-/' -+-... -4-  A„,, 

les  coefficients  A,,  élant  des  nombres  couiple^xes  quelconques  et  la 
variable  z  étant  une  variable  complexe  ^  =  .r  -{- yi. 

Si  l'on  dévelojqie  les  calculs  indiqués  par  le  second  membre,  ce 
dernier  se  met  évidemment  sous  la  forme 

(2)  f{z)=f(x  +yi)  =  Pix,  y)  +  iq{x,  y), 

P  et  Q  désignant  deux  polynômes  à  coefficients  réels  des  variables 
réelles  x  eiy  (  '  ). 

On  appelle  ?'rt/c//;'  numérique  dey(r)  le  nombre  complexe  A  +  B/ 
obtenu  en  y  remplaçant  x  el  y  par  des  nombres  réels  donnés  a  et  [ii. 
On  a  évidemment    \=P(a,  ,3),   B  =  Q(a,  ^).    Si  A  et  B  sont  tous 


(')  Ces   polynômes   ne   sont   pas   quelconques.   Ils  sont  liés  Fiin  à   FaulTc  par  les 
relations 

dQ  _  _  r)P  ,)()  _  ()P 

dx  (}y  Oy        (>x 

comme  on  le  voit  en  calculant  -^  et  -^■ 

<)x        ,)y 

On  en  tire 

()'P       ()'P  (Pq       (PQ 

()x'        <ly-  fjx-         dy' 
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deux  nuls,  la  valeur  numérique  est  nulle;  on  dit  que  a+  [j«  est  un 
zéro  ou  une  racine  du  polynôme,  et  l'on  écrit 

(3)  /(a -4- ^0  =  0. 

Nous  reviendrons  plus  lard  sur  ce  cas  particulier  (Cliap.  XVIIl). 
(^onlentons-uous  ici  d'énoncer  le  théorème  fondamental  suivant, 
sur  lequel  re|)Ose  toute  la  théorie  des  équations  algébriques,  et  qui 
est  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  dWlenibert  : 

Théorè:me  de  d'Alembeut.  —  Tout  polynôme  qui  ne  se  réduit  pas 
èi  une  constante  possède  au  moins  une  racine. 

11  existe  différentes  démonstrations,  dites  élémentaires,  de  ce 
théorème.  Mais,  pour  être  entièrement  rigoureuses,  elles  doivent 
être  très  longues  (').  Comme,  en  second  lieu,  il  existe  des  démons- 
trations très  simples,  mais  basées  sur  des  théories  qui  ne  rentrent  pas 
dans  le  cadre  de  cet  Ouvrage,  nous  prions  le  lecteur  d'admettre  le 
théorème. 

200.  Nous  allons  avoir  à  considérer,  dans  la  suite,  les  modules 
(n°  28)  de /(:;),  de  ses  coefficients  et  de  la  variable.  Nous  poserons, 
pour  simplifier  Té-crilure  et  le  langage, 

\ki,\  =  a,„  1-1  =  ?. 

Le  module  du  terme  ApZP  est  alors  apzP  (n"  33)  et  l'on  a  (n"  31) 


(4)  |/(^)|i«o?"'+«,o 


m  —  [ 


Théor£;me  I.  —  Etant  donné  un  nombre  positif  z  aussi  petit 
qu''on  veut,  on  peut  déterminer  f\  tel  que  0  <<  7^  entraîne 

(•>)  \f{z)-\,n\<t. 

En  efï'et,  on  a 

((■))  \f(^)  —  ^>n  I  i  «op'"  -4-  (t\  ?'"-•  ^-.  .  •+  a,n-\  0. 

Or,  le  second  membre  est  un  polynôme  de  la  variable  réelle  p  et  à 
coefficients  réels.  C'est  donc  une  fonction  continue  (n"  7o)  et,  comme 
il  s'annule   pour  0  =  0,   il  reste  <<  £  dès  que  p  reste  inférieur  à  un 

(')  Cf.  Leçons,  t.  I,  p.  ■.>75-376. 
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certain  nombre  r,  (n"  08);  luoyennanl  (juoi  l'inégalité  (5)  esl,  a  for- 
tiori^ \érifiée. 

Corollaire.  —  Un  polynôme  est  une  fonction  continue  de  sa 
iKiriable. 

Celte  propriété,  déjà  démontrée  pour  les  polynômes  réels  (n*^  75), 
signifie,  dans  le  cas  actuel,  qu^étant  donné  z  on  peut  déterminer  r^ 
tel  que  \h\<.  r^  entraîne 


(7) 


I/O0+ Aj— /(=o)|  <£• 


Or,  cela  résulte  du   théorème   précédent,   appliqué  au   polynôme 
en  h  :  f(^Z(^-\-  h)  —  f{'-o)i  q"'  i^'a  P^s  de  terme  constant. 

Théorème    11.    —     Un   polynôme    croit    indéfiniment    a^ec    sa 
variable. 

C'est-à-dire  (jue  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  P,  aussi  grand 
qu'on  veut,  on  peut  toujours  trouver  M  tel  que  p  >>  M  entraîne 

(8)  |/(..)1>P. 

En  elTet,  on  peut  écrire 

f{z)  =  z'"    Ao  + Ai-i  -}-...+ A,„Qj  " 


=  z'"  cp 


En   verlu   du    lliéorème   I,   on  peut  trouver  ■/]  Ici  que 
p  >»  — j  entraîne,  par  exemple, 


<  fn  •>" 


i)-^» 


«0 
2 


Or,  on  a  (n"  31) 


donc,  a  fortiori,  si  z  >>  -, 

'1 


An 


Ao 


<  — » 


ïU 


«0. 


f^)\  =  ?' 


?[-. 


an 


1 

—  > 
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L'inégalité  (8)  sera  donc  vérifiée  si  l'on  a,  outre  p 

2    ' 
OU 


et 


Il  suffit  donc  de  prendre  pour  M  le  plus  grand  des  deux  nombres  - 

Tp 


Corollaire.  —  Si  un  polynôme  a  un  module  borné  supérieure- 
ment, il  se  réduit  à  son  terme  constant. 

Car,  s'il  renfermait  g,  son  module  pourrait  dépasser  n'importe 
quelle  valeur. 

En  particulier,  s'il  est  nul  quel  que  soit  z,  ou  bien  tend  vers  zéro 
pour  z  infini,  le  terme  constant  est  lui-même  nul;  le  polynôme 
n^ existe  pas. 

On  dit  que  deux  polynômes  f  (z)  et  g'{z)  sont  identiques  quand 
ils  prennent  la  même  valeur  numérique  quel  que  soit  z.  Leur 
diflerence,  qui  est  aussi  un  polynôme,  étant  identiquement  nulle,  on 
voit  que  les  deux  polynômes  sont  nécessairement  composés  des 
mêmes  termes  affectés  des  mêmes  coefficients.  Autrement  dit,  les 
deux  polynômes  sont  identiques  au  ])oint  de  vue  formel;  ils  ne  font 
qu'un  seul  et  même  polynôme.  On  écrit  alors 

200  bis.  Polynômes  à  plusieurs  variables.  —  Au  n"  136,  nous 
avons  défini  les  jiolynomes  à  plusieurs  variables,  en  nous  limitant  au 
point  de  vue  réel.  Mais,  on  peut  aussi  imaginer  que  les  coefficienls  et 
les  variables  indépendantes  soient  des  nombres  et  des  variables 
complexes.  On  peut  étendre  à  ces  polynômes  les  théorèmes  du  numéro 
précédent.  Nous  démontrerons  seulement  le  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  qu\in  polynôme  à  plusieurs  variables  soit 
nul  quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  attribuées  à  ces 
variables.,  il  faut  et  suffit  que  tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

En  effet,  soit  d'abord  un  polynôme  à  deux  variables  x  et  y.  Admet- 


256  CHAPITRE    XVI. 

tons  qu'il  jx)ssède  le  terme  XxPyi.  Comme  il  est  nul  quel  que  soit  x 
(pour  toute  valeur  donnée  à  y),  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  .r  sont  nuls  séparément  (n"  200).  En  particulier,  le  coeffi- 
cient de  xP  doit  être  nul,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée 
ky.  Or,  ce  coefficienl  est  un  polynôme  en  y\  donc,  tous  ses  termes 
doivent  être  nuls  à  leur  tour.  jMais,  Ay^  est  un  de  ces  termes,  il  faut 
donc  que  A  soit  nul. 

En  répétant  le  même  raisonnement,  on  étendrait  la  démonstration 
de  proche  en  proche  à  un  polynôme  à  3,  4,  à,  .  • .  variables. 

CouoLLAiiiE.  —  Pour  que  deux  polynômes  à  plusieurs  variables 
aient  la  même  valeur  quelles  que  soient  les  variables^  il  faut  et  il 
suffit  qu'ils  soient  composés  des  mêmes  termes  avec  les  mêmes 
coefficients. 


II.   -  DIVISION  DES  POLYNOMES. 

Nous  supposons  connues,  de  la  part  du  lecteur,  les  règles  de 
l'addition  et  de  la  multiplication  des  polynômes  réels,  règles  qui 
s'appliquent  aussi  aux  polynômes  imaginaires,  parce  que  les  pro- 
priétés du  calcul  des  nombres  complexes  sont  les  mêmes  que  celles 
du  calcul  des  nombres  réels  (n"  30). 

201.  Division  suivant  les  puissances  décroissantes.  —  Soient  deux 
polynômes  A  et  15  de  degrés. respectifs  m  dp  (m^p).  On  se  propose 
de  trouver  deux  polynômes  Q  et  R,  le  second  étant  de  degré  plus 
petit  que  p,  tels  qu'on  ait  identiquement 

(9)  A^B.Q-4-R; 

A,  B,  Q,  R  seront  a|)pelés  respectivement  dividende.,  diviseur., 
quotient  et  reste. 

Ordonnons  A  et  15  suivant  les  puissances  décroissantes  de  z  et 
imaginons  Q  ordonné  de  la  même  manière.  Le  terme  de  plus  haut 
degré  de  l'Q  -+-  R  est  t'îvidemment  obtetiu  eu  niultqjliant  les  picmiers 
termes  de  H  et  de  (^,  puisque  R  doit  être  d'un  degré  inférieur  à  celui 
de  B  et,  a  fortiori.^  de  BQ.  Comme  il  doit  être  égal  au  premier  terme 
de  A,  on  voit  (\\\'on  a  le  premier  terme  du  quotiml  en  divisant  le 
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Comme,  datilre  part,  l'équaliou  (20)  permet  de  lirer^en  fonction 
rationnelle  de  t  cl  par  suite  aussi  f/.r,  on  voit  cjiie,  par  ce  change- 
ment de  variahU'.  rintégrale  (22)  se  transforme  bien  en  une  intégrale 
de  fraction  rationnelle. 

166.  Voici  maintenant  un  autre  type  extrêmement  général  et 
d'une  importance  capitale.  Il  est  représenté  par  l'intégrale 


('M) 


z  =  I  R( x^  y)  dx, 


OÙ  Fy  désigne  une  fraction  rationnelle  des  variables  x  et  y.,  celles-ci 
étant  liées  par  une  équation  algébrique 

(25)  f(x,y)  =  o, 

représentant.^  en  coordonnées  cartésiennes.,  une  courbe   unicur- 
sale  (t.  II). 

Cette  équation  définit  y  et  par  suite  R(t,jk)  comme  fonction 
implicite  de  x.  Mais,  d'après  la  définition  même  des  courbes  unicur- 
sales,  on  peut  exprimer  x  et  y  en  fonctions  rationnelles  d'un  même 
paramètre  t,  de  telle  manière  que  l'équation  (26)  soit  satisfaite  iden- 
tiquement. En  portant  dans  ^,  on  se  ramène  visiblement  à  une  inté- 
grale de  fraction  rationnelle  en  t. 

167.  Intégrales  portant  sur  un  radical  du  second  degré.  —  Un  type 
qui  rentre  dans  le  précédent  est 

(2G)  /  R(:r,  ^ax'^-\-  bx  -h  c)  dr. 


Si  l'on  pose  en  eff'et  y  =  sj ax- -\-  bx  H-  c,  la  relation  entre  x  et  y 
représente  une  conique,  qui  est  une  courbe  unicursale  (t.  II).  Cetle 
simple  remarque  conduit  aux  procédés  d'intégration  suivants  : 

Premier  cas.  —  Le  radiccd  a  ses  racines  réelles.  —  Soient  a  et  ^ 
ces  racines,  de  sorte  que 


y  =  ^aîx  —  '■J.)ix  —  ^). 


On  pose  X — -j.z^t^ix  —  ^i)  ou  —  t-{x  —  ^),  suivant  que  a   est 
Haag.  —  Cours,  I.  '4 
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positif  OU  négatif  (').  On  en  lire  x  en  fonction  rationnelle  de  ^, 
ainsi  que  j',  car  y  ^  t{x  —  ,3)\/«  ou  t  [x  —  ^)y/ — «,  suivant  le  cas. 
Portant  dans  (26),  on  obtient  une  intégrale  de  diOerentiellc  ration- 
nelle. 

Deuxiïîme  cas.  —  Le  radical  a  ses  racines  iinaginaii'es  (-).  — 
Le  coefficient  a  est  nécessairement  j)osilif,  pour  la  réalité  de  y. 
On  peut  alors  poser  y^x\/a-\-t  (^).  En  élevant  au  carré,  on 
obtient  une  équation  du  premier  degré  en  x\  de  sorte  cpi'on  peut 
calculer  x  el,  y  en  fonctions  ralioimelles  de  l. 

168.  Réduction  de  ces  inlégrales.  —  Nous  allons  indicjuer  mainte- 
nant un  autre  moyen  pour  calculer  les  inlégrales  du  type  (aG),  qui 
esL  souvent  plus  rapide  que  les  précédents,  surlout  dans  le  deuxième 
cas.  11  consiste  à  réduire^  par  des  calculs  purement  algé- 
briques ('■),  V intégrale  proposée  à  l'une  des  formes  canoniques 

r  f'dt  r   I'"  (Il 

Il  est  évident   que    la  fonction  \\    se   présentera    toujours  sous   la 

forme 

P-4-Qr 


R  = 


l'i  +  <.>ij' 


(')  Ceci  rcvicril  à  couper  la  eoiiique  par  une  ilroile  variable  pivotant  autour  du 
|ioinl  (|i,  o),(|ui  est  sur  \:\  conique;  conforméuient  à  la  méthode  générale  pour 
exprimer  les  CDortloiuiées  d'un  point  quclcorujue  d'une  conique  en  fonctions  ration- 
nelles  d'un    p;cr;iMiètre.    On    |)eut  ans^i    faire    rentrer    Tinl ('^^rale  dans   le   type   (aa), 

•  =  y/rt  (a;  —  |j)  i/'- -■,   ou    h'xQw  y  =  \]  —  a{x  —  ^)  i/r, >  sui- 


en   écrivant 

vant  le  signe  de  a 

C^)  II  est  inutile  de  distinguer  ce  deuxième  cas,  si  Ton  ne  craint  pas  d'introduire 
des  imaginaires  dans  le  calcul. 

(')  Ceci  revient  à  couper  la  conique,  qui  est  une  iiyperijoie,  |)ar  une  j)arall('!e  à  la 
direction  asymptoliqne  y  =  x  v  «■ 

(^)  Cette  méthode  de  réduction  a  l'avantage  de  s'étendre  aux  cas  où  le  radical 
porte  sur  un  polwiome  de  degré  m^i.Les  intégrales  correspondantes  ne  peuvent 
pas  en  général  se  calculer  jiar  les  fondions  élémentaires.  Lors(jue  ni  —  3  on  'ijOn 
les  appelle  intégrales  elli/itiijites.  T^eur  étude  constilne  une  l)rai)che  impurlanlc 
de  l'Analyse  et  a  donné  naissance  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  I^llcs  se 
ramènent,  de  façon  évidente,  aux  intégrales  du  texte  toutes  les  fois  que  le  polynôme 
du  radical  a  une  racine  multiple  ;  auquel  cas  on  dit  (|uc  V  intégrale  dégénère. 
Lorsque  m.  >  ^,  on  a  les  intégrales  hyperellipliques. 
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P,  Q,  Pi,  Qi  désignant  des  polynômes  en  x\  on  peut,  eu  effet,  rem- 
placer^-- par  ax-  -V-hx  -\-c^  tant  qu'il  subsiste  dans  W  des  j)uissances 
de  X'  supérieures  à  la  première. 
On  j)eut  écrire  ensuite 

où   1^1,   Ko,  R3   désignent  des  fractions  rationnelles  en  x.  La  seule 

dd'liculté  consiste  maintenant  dans  l'intégration  de   /     ^    '  • 

Décomposons  R3  en  éléments  simples;  il  est  manifeste  que  nous 
nous  ramènerons  aux  deux  types  simples  : 

,  „ ,  r       X'"  dx  r  dx 

(2<Sj  /  ,  /    

J    \/ ax-  —  bx  —  c       J    {X — % )"^  \J a x"^ -\- h X -^  c 

Le    second  revient  au   premier  par  le  changement   de   variable 
X  —  a=  -5  qui  conduit  en  effet  à  l'intégrale  (') 

t"i-^dt 


J 


\J ai/j-t  ^  \y--\-  bti/xt  ^  i)  ~i-  ci- 


Hesle  donc  à  calculer  des  intégrales  de  la  forme 


(29)  f 


X'"-  dx 


y/rtJ7--h  bx  -^  c 


Décomposons  le  trinôme  en  carrés.  Suivant  que  a  est  >o  ou  <io, 
nous  pouvons,  par  un  changement  de  variable  de  la  forme  .r  =  a^4-^ 
(n"  IGi),  le  réduire  à  t- -\- h  ou  i  —  t-  (en  négligeant  un  facteur 
constant).  Moyennant  quoi,  Vintégrale  (2g)  se  ramène  à  une 
somme  d'intégrales  de  la  forme  (2-). 

11  ne  nous  reste  plus  qu'à  voir  comment  se  calculeront  ces  der- 
nières ('-). 

D'abord,  si  m  est  impair^  on  pose  t--\-  h  =  u-  ou  i  —  ^-=  u-^  et 
l'on  est  ramené  à  intégrer  un  polynôme. 

Si  m  est  pair,  on  emploie  ordinairement  l'artifice  suivant  (^).  Soil 


(  '  )  Il  l'auL  preudre  le  signe  -r-  ou  le  sij^ae  — ,  suivunt  que  t  est  ■<  o  ou  >- o. 
(-)  On  pourrait  d'ailleurs  les  calculer  une  fois  pour  toutes,  puisqu'elles  sont  indé- 
pendantes des  coeflicients  de  la  fonction  \\{x,yjax- -~  bx -t- c). 
(')  Cf.  n-  IG'i. 
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par  exein|)le  ;i  calculer  L„.  Intégrons  par  poiiies 


\2n  =    I  r-"-  , 

=  I  /2"-'  d\/t^-i-  h  =  t^-''  -'^s/t--^  h  — (-2/1  —  D   /  r-"   '^^r^-T-  Il  dt 
Or, 

D'où  la  formule  de  récurrence 


(So)  ^/i  lo,,  -H  (-.i/i  —  l'l/tl.2„_2=   /-"-'   \//2  -^  /i , 


qui  permellra  de  calculer  L«  en  fonction  de  1,,^  logi  t  +  y/^-4-  A  ). 

On  calculerait  de  même  .T^/,  en  fonction  de  Jo=  arcsin/. 

Dans  ce  dernier  cas.  auquel  on  peut  d  ailleurs  ramener  le  premier, 
si  l'on  ne  lient  |)as  à  éviler  les  imaginaires  (  '  ),  on  peut  aussi  poser 

l  =  sin-j.  ce  qui  conduit  à   /  sin'"cp  r/cs  (n"  169)  (-). 

I(j9.   Fractions  rationnelles  en  sin.ret  cos.r.  —  Soil  à  intégrer 

D 

(3i)  /  Rfsina:,  cosa^)  <:/a?, 

R  désignant  une  fraction  rationnelle  en  sina:  et  cos:c. 

La  mélliode  s^inhcile  consiste  à  poser  tang  —  ^  t .  (>omme  on  sait 

e\|)nmrr  ralionuellnnent  sin^  et  cosa?  en  fonction  de  /  el  que,  d  autre 

,             idl  .  ,  .  ,  . ,  .       ,  /•         • 

part,  dx  =  ->  on  voit  (|u  on  n  aura  plus  (ju  a  intégrer  une  iraclion 

-rationnelle  en  /. 

Dans  certains  cas,  on  |)eut  simplifier  les  calculs.  C'est  ainsi  que,  si 
la  fonction  H  admet  pour  période  tt,  il  est  plus  avantageux  de 

(')On  peu!  aussi.  pi)ur  le  calcul  (\c  l„^,  po^er  l  =  ^'hshv  ou  t  =  \' — A  cli  s,  suivant 

le  slirnede  A;  ou  bien  encoi-c  (  ~  Jh  laiin-^  ou  t= ' 

O)  ()n  pouriail  luèmo  faire  ce  changemcnl  de  variable  direrlement  sur 


\Mx,  \lax'-\-  bx  -\-  c). 

en  supposant  le  radical  ramené  préalablement  à  la  fornu;  canoni<|ue.  On  serait  alors 
conduit  à  une  intégrale  du  type  étudié  au  n"  169. 


CALCUL    DES   QUADRATURKS.  '13 

poser  \.A\\^^x  ^=t.  On  pourrait  jMoiiver  que,  daiis  celte  hypothèse, 
Il  est  une  fonction  rationnelle  de  lany\r;  mais  le  leelfur  le  vérifiera 
.-ans  difficulté  sur  chaque  exemple  particulier. 

Polynômes  en  sin^  et  cosx.  —  Vrrélons-nous  aussi  sur  le  cas  où 
R  est  seulement  un  polynôme  en  sin:c  et  cos^.  La  méthode  générale 
s'applique  toujours;  mais  la  suivante  est  plus  rapide. 

On  met  Pi  sous  la/orme  d' une  fonction  linéaire  des  cosinus  et 
sinus  des  arcs  .r,  ix^  3j?,  ...  (n"  109).  L'intéi^ralion  terme  à  terme 
est  alors  évidente,  car 


r  .         sin/??.r  r  . 

I  cos  ni  X  dx  =  ,  /   SI  n  /??  x  ax  = 

,  /  m  .' 


Dans  certains  cas,  on  peut  encore  simplifier  considérahlement 
les  calculs  et  éviter  la  transformation  précédente,  qui  est  souvent 
pénible.  Tout  polynôme  en  sinx  et  cos.r  est,  en  eflet,  une  somme  de 
termes  de  la  forme  XcosPx  shv/x.  Soit  donc  à  calculer 


(3.)  / 


cos/'x  sin'/x  dx. 


les  nombres/;  et  q  étant  entiers  et  |)Ositifs.  Si  l'un  au  moins  d'entre 
eux  est  impair,  on  peut  se  ramener  immédiatement  à  l'inté- 
gration d\in  polynôme.  En  efie-t,  soit  par  exem|)le  p^^in-\-\. 
On  écrit 

cos-""*"'  X  <^m'i  x  dx  =  (  cos-x)"  sin'/.r  cosa?  dx  =  (  i  —  sin-r  i"  •■'xn'i  x  diûnx). 

Il  suffit  donc  de  poser  ûnx  ^=  t. 

Ceci  s'étend  même  au  cas  où  p  el  q  seraient  susceptibles  d'être 
négatifs;  mais  on  est  alors  conduit  à  une  fraction  lationnelle  en  t  el 
non  pas  à  un  polynôme,  ce  qui  |)eut  compliquer  beaucoup. 

Si  /j  et  q  sont  pairs,  la  simplification  n  existe  pas. 

170.  Fractions  rationnelles  en  e'.  —  Citons  enfin  linlégration 
d'une  fraction  rationnelle  en  e^,  qui  s'etreclue  en  posant  e^'^  /.  Si 

l'on  remarque  que  dx  =  — ,  on  voit  qu'on  sera  encore  conduit  à  une 

fraction  rationnelle  en  t.  Au  reste,  ce  lype  est  au  fond  idenlicpie  au 
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précédenl.  en  vcrlu  des  formules  d'Euler  (n"  109);  à  eondltion.  bien 
entendu,  ^('admellre  l'emploi  des  imaginaires. 

Observons,  pour  terminer,  (|a  on  saura  intégrer  aussi  une  fraction 
rationnelle  en  e^^.,  ou  en  sina^r  et  cosaj",  a  étant  une  constante  cpiel- 
conque,  entière,  fractionnaire  ou  incommensurable.  Il  sufiit,  en  elfel, 
de  poser  ■y.x  ^=- 1  pour  se  ramener  aux  cas  précédents. 


CHAPITRE  XIV. 

APPLICVTIONS  L)i:S  QUVDHVTURES. 


171.  La  notion  d'intégrale  définie  s'introduit  directement  dais 
une  foule  de  questions  de  Géométrie,  de  Mécanique  et  de  Physique. 
D'une  manière  générale,  il  en  est  ainsi  toutes  les  fois  qu'on  se  pro- 
pose de  mesurer  une  grandeur  dont  aucune  partie  ne  peut  être  super- 
posée à  la  grandeur  de  même  nature  prise  pour  unité  (  longueur  d'une 
ligne  courbe,  aire  limitée  par  une  ligne  courbe,  volume  limité  par 
une  surface  courbe,  etc.).  Il  arrive  même  C[ue  la  grandeur  à  évaluer 
ne  peut  être  définie  d'une  manière  précise  que  par  le  moyen  d'une 
ou  plusieurs  intégrales  (masses,  centres  de  gravité,  moments  d'inertie, 
travail,  etc.).  INous  allons,  dans  ce  Chapitre,  passer  en  revue  les  prin- 
cipales applications  tirées  de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique. 

17!2.  Longueur  d'une  ligne  courbe.  —  Soit  à  évaluer  la  longueur 
de  l'aie  de   courbe  AB,  défini  par  les  éc[uations  paramétriques  (t.  II) 

(I)  x  =  f{t),       y  =  g{t),       z^h{t), 

supposées  telles  que  le  point  M  (j7,  j',  :;)  de  paramètre  t  décrive 
l'arc  AB,  de  A  vers  B  et  toujours  dans  le  même  sens,  lorsque  t  croît, 
d'une  manière  continue^  de  a  à  ^3. 

On  ne  peut  superposer  aucune  portion  de  AB  à  l'unité  de  longueur 
qui  est  un  segment  de  droite.  11  faut  donc  procéder  indirectement. 
Partageons  l'arc  AB  en  ii  arcs  partiels  par  les  points  M, ,  Mo,  . . .,  M,j_i , 
de    paramètres   t^^   to,    ...,    ^«_i.    Par   définition,    la   lons;f/('ar   l   de 

Varc  AB  est  la  limite  de  la  longueur  \  de  la  ligne  polygo- 
nale VM,  Mo  . . .  M«_,  B  lorsque  n  augmente  indéfiniment^  chaque 
arc  partiel  tendant  vers  zéro. 

Cette  délinition  concorde  bien  avec  la  notion  vulgaire  que  tout  le 
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monde  possède  de  celte  longueur  (^').  Il  s'agit  mainleaant  de  la  tra- 
duire analA"li(|nenient. 
Evaluons  A.  On  a  (t.  Il) 

IM,-M,-H-,  =  \/{a-i+i  —  Ti  f  +  (  jK,-Hi  —  yi  y  -+-  (  :-i+i  —  -/)'• 

Or,  si  Ion  regarde  (//_i.(  —  /,)  =  A//  comme  un  iiifinijnenl  petit 
principal,  la  différence  ^,_^,  —  ;r,=  Ajc/  a  pour  partie  principale  la 
différentielle  djCi=  /' (li)lti  (n°  \'ÀH).  Donc,  la  parlie  principale  de 
iM,JM/^i  est  F(/j)  A//,  en  posant,  pour  abréger, 

Il  suit  de  là  (n*^  14-i,  remarque)  que  A  a  même  limite  que  la  somme 

2  =  F(a)(/,-a)  +  F(f,)(^2-^)  +  ...-HF(^,_,)(^-/„_,). 
Donc 
(3)  l^         Y(t)dt. 


Élément  linéaire.  —  La  portion  d'arc  A^-  comprise  entre  les  points 
M  et  I\l'  de  paramètres  /  et  <  +  (//  a  pour  partie  princi|»ale,  si  clt  est  in- 
finiment petit  principal,  la  différentielle  de  la  fonction  .v  =  /  F{t)d(^ 
c'est-à-dire 

(4)  ds  =  ¥{t)dt  =v/a7'^-r  jk'--i-  z"^  dt  —  ^dx"^-^  dy^ -\-  (h'^. 

C'est  ce  qu'on  appelle  l'élément  linéaire  de  lacourbe.  C'est  Félé- 
ment  différentiel  de  l'intégrale  (3). 

D'après  le  raisonnement  fait  plus  haut  à  propos  du  calcul  de  la 
corde  M/M/^,,  ds  est  aussi  la  parlie  principale  de  la  corde  MM'. 
Ceci  nous  prouve,  en  passant,  que,  sur  une  courhe  quelconque,  tout 
arc  infiniment  petit  est  un  infiniment  petit  équi<>'((lcnt  à  sa  corde. 
C'est  ce  qu'on  exprime  aussi  en  disant  que  le  rapport  de  la  corde  à 
l'arc  tend  vers  i,  lorsque  l'arc  tend  vers  zéro. 

M'A.  Règle  pratique  pour  la  rectification  des  courbes.  —  Dans  la 
pratique,    pour  rectifier  une  courbe^  c'est-à-dire   |)our  calculer  sa 

(  ';  Cf.  Leçons,  n"  '20. 


APPLICATIONS    Di:S    QUADRATL  RES.  2  17 

longueur,  on  commence  par  calculer  son  élément  linéaire.  Pour 
cela  on  prend  deux  points  voisins  M  et  M'  et  l'on  calcule  la  corde  MM', 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  (Kielques  consi- 
dérations géométriques  pennetlent  souvent  de  faire  très  rapidement 
ce  calcul.  CVst  ainsi  qu'on  letrouve  de  suite  la  formule 

(  5  )  cls-^  dx"-  -i-  dy''-  -r-  dz- , 

en  remarquant  que  les  projections  de  MM'  sur  les  axes  sont,  au  second 
ordre  près,  les  dififérentielles  dx.,  dy,  dz.  De  même,  si  la  courbe  est 


plane  et  déterminée  en  coordonnées  polaires  {i.  II),  on  construit  le 
triangle  rectangle  MPM'  (fig.  27)  et  l'on  écrit 

ds-^^  .mai'  =.  MP'  ^- PM^'. 

Or,  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  0  coupe  OM'  en  un  point  O  dont 
la  distance  à  P  est  du  second  ordre  (').  Donc^  on  peut  prendre 

P.M'  =  dp         et         MP  =  arcMQ  =  p  rAo, 
d'où 

(  G  )  ds-  =  r/p2  -+-  p2  C?0j2  . 

Soit  encore  une  ligne  tracée  su/-  une  surface  de  révolution.  Menons 
les  méridiens  et  parallèles  qui  passent  |iar  M  et  M';  nous  obtenons 
la    figure    MPM'Q,    qui    est    sensiblement    un    rectangle  {fig-  28). 

Donc  MM''  =  Mp'  +  VSÎ'\  Or,  soient  t/t  l'arc  MP,  r/cp  l'angle  des 
plans  méridiens  passant  par  M  et  M'  et  r  le  rayon  de  [)arallèle  MQ. 
On  a,  au  second  ordre  près, 

M  P  =  d-j.         PM  '  =  M  Q  =  /■  d':.  ; 
(')  Si  ;  =  MOM',  on  a  PQ  =  OQ  -  ÛP  =  p  -  0  cos  e  =  p(i-  coss)  =  i  (^-  -...j- 


2l8 

d'où 

(7) 
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ds^-=  r/cr2-i_;-2^o2_ 


l*av  exemple^  si  la  sur/ace  est  une  sphère  de  rayon  R  et  si  cp,  0  sont 
la  longitude  cl  la  colatitnde  de  M  (t.  II),  on  a 


d'où 

(8) 


^/j=K<:/0,         /•=RsinO; 

ds-  =  R2  (  d(r-  -h  sin'-i  0  do^-  ). 
Fig.  28. 


Une  fois  qu'on  est  en  possession  de  /.'élément  linéaire^  on  faii 
choix  d'une  variable  indépendante  t  dont  la  variation  entre  deux 
limites  a  et  [3  donne  naissance  à  l'arc  AB,  comme  il  a  été  expliqué 
plus  haut.  On  fait  ce  choix  de  façon  que  Vêlement  linéaire  ds, 
calculé  en  fonction  de  t  et  de  dt,  se  présente  sous  la  forme  la  plus 
simple.  Puis,  lorsque  ce  dernier  calcul  est  ellectué  avec  toutes  les 
réductions  et  simplifications  jjossibles,  on  intègre  ds  entre  les 
limites  a  r/  j. 


I7i.    Aires.  —  .Mres  planes.   —    Soil  d'aliord   à  (■valuci-  Taire  A 
comprise  à  l'intérieur  d'une  couil)e  plane  fernH'c  qiieleon(pie  {fi  g-  29). 


Fi  g.  09. 
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Lii  première  uh-e  (pu  \ient  ii  res|)rit  est  de  décom poser  celle  aire 
en   une  somme  ou   une  di [jérence  de  trapèzes  curvilignes   ana- 
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lognes  à  ceux  du  n"  14^.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  figure  29, 
on  mène  les  tangentes  parallèles  à  Oy,  et  l'aire  A  est  la  différence  des 
trapèzes  curvilignes  A.M,B6rtA  et  AMoB/^aA.  Si  y  z=  f^(^x)  et 
y  =  f.2{^)  sont  les  équations  des  deux  arcs  AAI,B  et  AMoB,  on  a 
donc 

A=    r    f,{x)dx-f    Mx)dx=f    {Mx)-Mx)\dx, 


OU 


A=    r     \l2l\Ii^.r. 


De  même,  pour  la  figure  3o,  on  a 

X  =  —  aXoc?,ba  -{-  bB^Gcb  —  cGyD  de  -h  dDBEd  —  EeF/E  -^/FoG^^J 
—  é-Gr^  II hg  -+-  A HI A  —  lAaI. 

On   calculera   chacun  des  termes   de  cette  somme  en  prenant  les 
précautions  de  signes  indiquées  au  n°  [4^Â. 


On  obtient  des  résultats  beaucoup  plus  élégants  en  ne  s'astreigtiant 
pas  à  prendre  x  pour  variable  d'intégration.  Supposons  que  A  soil  limitée 
par  une  courbe  fermée  C,  telle  qu'on  puisse  exprimer  les  coordonnées  x  et  y 
de  son  point  courant  M  en  fonction  d'un  paramètre  t,  dont  la  variation 
continue  de  ^0  à  ty  fasse  décrire  à  M  toute  la  courbe  une  seule  fois  et  dans  un 
sens  quelconque  que  nous  appelons  sens  positif.  Nous  allons  donner  à  l'aire  A 
un  signe  défini  par  la  convention  suivante  :  Menons  en  M  la  demi-tangente 
positive  MX,  dirigée  suivant  le  sens  de  parcours  ci-dessus.  Faisons-la  tourner 

de  H — ^  (t.  II  ),  de  manière  à  obtenir  la  demi-normale  positive  MY.   Si  MY  est 
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dirigée  vers  l'aire  X,  celle-ci  sera  positive;  si/wn.  elle  sera  négative  (^'). 
Je  dis  qu'avec  celte  convenlioii,  on  a 


(a 


A=-(%.rf.  =  -/"(,.^) 


dt. 


Nous  nous  bornerons  à  le  véririer  sui-  un  cas  de  figure,  la  vérification  étant 
la  même  dans  tous  les  cas.  Sur  la  ligure  3i,  on  a 

f    ydx  =  AIoAfj/^^,I\lo— Ai\l'B6r/AM-BMo/rto6R  =—  |  A  1. 

•-  /„ 

D'autre  part,  A  étant  positif,  on  a  bien  l'égalité  (9). 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  peut  se  répéter  en  échangeant  les  rôles 
des  axes  Ox  et  Oy.  Comme  l'échange  de  ces  axes  change  le  sens  positif  de 
rotation  du  plan  (t.  II),  il  faut,  en  même  temps  qu'on  permute  x  et  r  dans 
la  formule  (9),  changer  le  signe  du  second  membre,  ce  qui  donne  la  formule, 
d'ailleurs  facile  à  vérifier  directement, 


(10) 


ly^-^-fm 


dt. 


Kn  ajoutant  (9)  et  (10),  il  vient 
(II) 


A=i^     (xdy-ydx)  =  lj^      (^^_^^-),//. 


175.  Celle  (Jcinière  formule  pciil  s'<)l)lenir  direclenient  de  la  ma- 
nière sui\anle  :  Soient  une  eouiheC  quelconque  e!  un  point  ]\I  mobile 
sur  celte  c<jurlje.  Le  rayon  vecteur  OM  balaie  une  ceitaine  aire 


(')  Dans  le  cas  où  la  courbe  est  convexe,  on  peut  aussi  prendre  un  point  fixe  P 
intérieur  à  A.  Si  la  demi-droite  PM  tourne  dans  le  sens  positif  (t.  II)  quand 
M  décrit  C  dans  le  sens  positif,  l'aire  est  positive;  dans  le  cas  contraire,  elle  est 
négative. 
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que  nous  comptons  comme  positive  sHt  tourne  dans  le  sens  positif 
et  comme  négative  dans  le  cas  contraire  (').  Supposons  que  M  dé- 
pende d'un  paramètre  t^  celui-ci  variant  de  ^o  <>  h  lorsque  M  décrit 
l'arc  jMoM|.  Je  dis  que  l'aire  OMqM,  O  est  donnée,  en  grandeur  et  en 
signe,  parla  formule  (ii)-  En  effet,  on  |)eut  la  considérer  comme  la 


limite  de  l'aire  du  secteur  polygonal  obtenu  en  inscrivant  dans 
l'arc  MoM,  une  ligne  polygonale  dont  le  nombre  des  côtés  augmente 
indéfiniment,  chaque  côté  tendant  vers  zéro.  Ce  secteur  étant  une 
somme  de  petits  triangles  tels  que  OMM'  {Jlg-  02),  on  se  ramène,  en 
raisonnani,  comme  au  n°  172,  à  une  intégrale  définie  dont  l'élément 
diilérentiel  est  l'aire  OMM'  ou  un  infiniment  petit  équivalent.  Or, 
si  (a*,  y),  [x  -\-  Aa?,  y  -f-  Ay)  sont  les  coordonnées  des  points  M  et  M', 
cette  aire  esl,  en  grandeur  et  en  signe  (l.  II), 


o  o 

X  y 

X  H-  \x    y  -+-  !\y 


X  A/  —  y  \x 


La  partie  principale  est 

l(xdy-ydx)=  '^J^x'-^  -y^^dt, 

si  <  et  ^  +  dt  sont  les  paramètres  de  M  et  INI'.  On  a  donc  bien 

Si   l'on  suppose   maintenant  la  ligne    C   fermée    et    parcourue    tout 
entière  dans  un  certain  sens  quand  /  croît  de  t^  à  ^1,  la  formule  (12) 


(')  Cette  convention  équivaut    à   la    première,    si  le    sens    de   paiconrs  du  contour 
OMoMi*)  est  tel  qu'il  roïncide,  sur  l'aie  M^M,,  avec  le  sens  du  niouvenient  de  M. 
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donne  Taire  inlérieiire  à  celle  ligne  avec  le  signe  convenu  plus  liaul. 
En  efïel,  en  menant  de  O  les  tangentes  à  G,  on  a  {Jig.  '^3). 

-    /      (a7^j  — jK^^)  =  OMoPBO  — OBP'AO-+-()AAIoO  =  A. 

Fig.  33. 

V 


Nous  laissons  au  lecteur  le  soiu  crexaniiner  d'auti^es  cas  de  liaiire, 
avec  les  diverses  hypothèses  sur  le  sens  |)osilirde  ])arcours  de  C 
En  coordonnées  polaires^  on  a,  comme  on  le  vérilie  par  un  calcul 

élémentaire, 

X  dy  —  y  d.v  =  p-  c?to  ; 

donc 


i3) 


Au  reste,  cette  formule  est  aisée  à  vérifier  directement,  car  Célénienl 
d'aire  OMM'  {fig.  32)  est  égal,  au  second  ordre  près,  à  Taire  du 
secteur  circulaire  OMF*,  lequel  vaut,  en  grandeur  et  eu  signe,  -o-  f/(o. 

176.   yiire  dune   surface   de  révolution.  —   Soit  la   surface  de 
révolution  engeudr(''e  par  la  couihe  C  eu  toui'nant  autour  de  la  droite  A 

l'i:^.  34. 


siii('-e  dans  son  plan  {fig-  •')\).  Nous  noii^  pinposous  de  calculer  Taire 
engendrée   pai-  Tare   M„M,.    luiagmons  loii|()urs   (pi'ou   iiiscnxc   un»- 
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ligne  polygonale  clans  l'arc   MqM,.  Chaque  côté  MM'  engendre  un 

tronc  de  cône.  La  somme  des  aires  de  tous  ces  troncs  de  cône  tend 

vers  l'aire  A  cherchée  lorsque  le  nondjre  des  côtés  tels  que  MM' croît 

indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéi'O.  On  est  encore  conduit 

à    une   intégrale    définie    dont    l'élément    différentiel    est    l'élément 

délire  rfA  engendrée  par   la  corde  MM',  ou  un  infiniment   petit 

équivalent.  Or,  soient  /■  le  rayon  du  parallèle  qui  passe  par  M  et  ds 

l'arc  MM'.  On  a 

dK  =  2  t:  /■  ds. 

On  calcule) a  cet  élément  cV aire  en  fonction.  d\in  paramètre  ^, 
qu'on  choisira  pour  avoir  un  résultat  aussi  simple  que  possible;  puis 
on  intégrera  entre  Mq  et  M),  c'est-à-dire  que  si  t^  et  ?,  sont  les 
paramètres  de  ces  deux  points,  on  aura 


(i4) 


-/"(-'■:!)- 


177.   Volumes.  —   Soit  à  calculer  le  volume  \   intérieur  à  la  sur- 
face S  {fig-  35).  Choisissons  un  axe  Os  et  découpons  V  en  petites 


Fis. 


— \^^*d 


tranches  par  des  plans  perpendiculaires  à  Oz,  dont  les  cotes  iront  en 
croissant  de  z^  k  s,.  Calculons  le  volume  de  la  petite  tranche  dY 
comprise  entre  les  plans  de  cotes  z  el  z  -\-  dz,  on  un  infiniment  petit 
«'■(piivalent.  Le  plan  (5)  coupe  le  volume  suivant  une  aire  plane,  que 
nous  savons  évaluer  (n°  174),  et  qui  est  évidemment  une  fonction 
déterminée  de  s,  soit  A(s).  Nous  pouvons,  au  second  ordre  près, 
remplacer  d\  par  le  volume  d'un  cylindre  de  ijase  A  et  de  hau- 
teur f/c,  c'est-à-dire  prendre 

d\^k{z)dz. 
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En  inlégianl  cet  élément  de  voluinc  entre  z^,  et  5,,  nous  aurons  le 
volume  cherché 

(i5)  \=J^  'A(z)dz. 

Remarques.  —  I.  Dans  chaque  exemj)le,  il  faut  profiter  de  V in- 
détermination du  choix  de  Oz  pour  simplifier  le  plus  possible  le 
calcul  de  la  fonction  A(:;).  Par  exemple,  si  V  est  limité  par  une  sur- 
face de  révolution  et  deux  de  ses  parallèles,  on  prendra  O;  suivant 
l'axe  de  révolntion.  L'aire  A  (s)  sera  alors  celle  du  parallèle  de  cote  :;, 
c'est-à-dire  "/■-,  en  appelant  r  le  rayon  de  ce  dernier,  qu'on  aura  en 
fonction  de  c  grâce  à  l'équalion  de  la  méridienne  dans  son  plan. 

11.  Il  est  souvent  plus  avantageux  de  ne  pas  garder  z  comme 
variable  d^ intégration.,  mais  de  calculer  au  contraire  A  et  :;  en 
fonction  d'un  même  paramètre  t  fixant  le  plan  sécant.  On  intègre 
ensuite  dV  entre  tQ  et  ts. 

178.   Masses.  —  Nous  admettons  la  notion  expérimentale  de  masse. 

i"  Masse  d'une  ligne.  -. —  Une  ligne  est  dite  homogène  si  deux 
arcs  de  même  longueur  ont  la  même  masse,  quels  que  soient  ces  arcs. 
Le  quotient  constant  de  la  masse  d'un  tel  arc  par  sa  longueur  s'appelle 
la  densité  linéaire  de  la  ligne.  La  masse  d' une  ligne  homogène  s^ob- 
tient  donc  en  multipliant  sa  longueur  par  sa  densité  linéaire. 

Soit   maintenant   une   ligne  non  homogène  AB  {fig'   36).   Nous 

Fis.  36. 


allons  définii-  la  densité  linéaire  en  uti  point  M  de  cette  ligne.  Pre- 
nons un  arc  M' M"  comprenant  ]\L  Soit  As  sa  longueur  et  \m  sa  masse. 
Le  quotient  -—  est  la  densité  linéaire  moyenne  de  l'are  INI'M",  La 
limite  de  ce  ({uoticnl  lors(jue  M'  et  M"  tendent  simullanémcnl  vers  M 
est  la  densité  linéaire  au  point  M. 

Soit  p  cette  densité.   Si  l'on  considère  \\n  arc    infiniment    petit  ds 
comprenant  M,  la  masse  \ni  de  cet  arc  a  pour  partie  |)iincq)ale 

( \^)  dm  =  p  ds, 
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premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur.  On 
obtient  ainsi  un  certain  monôme  q^,  de  degré  m  — p. 

Retranehojis  du  dividende  le  pjroduit  du  diviseur  par  ce 
premier  terme;  nous  obtenons  le  premier  reste  partiel.,  qui  est  un 
polynôme  R,  de  degré  au  plus  égal  km  —  i ,  car  les  termes  de  degré  m 
de  A  et  de  B^i  se  détruisent,  d'après  la  façon  même  dont  a  été 
calculé  </,.  Retranchons  en  même  temps  B^y,  du  second  membre 
de  (9);  si  nous  désignons  par  Qj  la  différence  Q  —  ^1,  c'est-à-dire  la 
partie  inconnue  du  quotient,  nous  avons 

(10)  R,=  BQ,+  R. 

Celte  identité  est  de  même  forme  que  (9).  On  en  conclut  c[ue  le 
premier  terme  q^  de  Q(,  ou  second  terme  du  quotient,  est  obtenu  en 
divisant  le  premier  terme  du  premier  reste  partiel  par  le  premier 
terme  du  diviseur. 

Retranchons  du  premier  reste  partiel  le  produit  du  diviseur 
par  ce  second  terme;  nous  obtenons  le  deuxième  reste  partiel.,  qui 
est  un  polynôme  Ro  dont  le  degré  est  inférieur  au  degré  de  R^,,  pour 
la  môme  raison  que  plus  haut.  Si  l'on  pose 

Q,=  Qi_ry,=  Q-(<7,-+-ry,), 
on  a 

(11)  R.=  BQ,-+-R; 

d'oii  l'on  déduit  que  le  troisième  terme  du  quotient  s^ obtient  en 
divisant  le  premier  terme  du  deuxième  reste  partiel  par  le 
premier  terme  du  diviseur. 

En  continuant  ainsi.,  on  obtient  de  proche  en  j^roche  une  suite 
de  restes  partiels  dont  chacun  donne  un  terme  du  quotient.  D'une 
façon  générale,  on  a  le  (A" -h  i)''''"'^  terme  du  quotient  en  divisant  le 
premier  terme  du  A^^'"^  reste  partiel  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur., comme  cela  résulte  de  l'identité 

(12)  R/,=  BQ/,+  R, 

où  l'on  a  posé 

03)  Q/.=  Q  — (f/i+'ya  +  .-.+  'Z/.O- 

Comme  les  degrés  des  restes  j)artiels  vont  en  décroissant,  il  arrive 
H.vAG.  —  Cours,  I.  17 
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un  moment  où  Von  ne  peut  pou/suivre  l'opération,  parce  que  le 
reste  partiel  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  B.  Ce  reste  partiel 
est  alors  le  reste  de  la  division,  et  Vensemhle  des  termes  obtenus 
au  quotient  constitue  ce  quotient  tout  entier. 

En  effet,  si  /?  est  le  rang  du  reste  partiel  en  (jiiestion,  on  a,  d'après 
(12)  et(i3), 

(i4)  R„=BQ„-^R  (ng/n  — /> -4- 1), 

avec 

(i5)  Q/j=  Q  — (^1-+- ^2-+-.---^y«)- 

Or,  (i4  )  s'écrit 

Si  Q/i  n'était  pas  identiquement  nul,  le  premier  membre  aurait  un 
degré  au  moins  égal  à/>.  Or,  le  second  membre  a  un  degré  plus  petit 
que/>,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  R  et  de  R,^.  L'identité  (i<))  n'est  donc 
possible  que  si  Q,^^o  et,   |)ar  suite,  R,,  e^  R  et,  en  vertu   de  (i5), 

0  =  ^)  +  </i+-  ••■+-  qn- 

c.  i).  F.  n. 

En  résumé;  nous  avons  montré  que,  quels  que  soient  les  poly- 
nômes A  et  B,  pourvu  cpie  m  soit  au  moins  égal  à />,  on  peut  toujours 
trouver  les  j)oljnomes  ()  et  R  vérifiant  l'identité  (9),  qu'on  appelle 
V  identité  de  la  division  suivant  les  puissances  décroissantes.  Nous 
avons  obtenu  du  même  coup  une  régie  permettant  de  les  calculer  (') 
sans  aucune  ambiguïté,  ce  qui  nous  prouve  que  le  problème  posé 
n^admet  qu'une  seule  solution^  ou,  comme  on  dit  encore,  (jue 
ridentité  de  la  division  n'est  possible  que  d' une  seule  manière. 
Ceci  peut  d'ailleurs  s'établir  directement  en  raisoniiaul  comme  il 
suit. 

Sup[)OS()ns  qu'on  ail,  outre  (  q), 

(\-)  A—  HQ'+H', 


(')  Nous  croyons  inutile  d'énoncer  de  nouveau  celle  règle,  qui  tiendrait  beaucoup 
de  place  et  qui  est,  du  reste,  constituée  en  entier  par  les  passages  en  italique  du 
texte  ci-dessus.  La  meilleure  façon  de  l'apprendre  est  d'ailleurs  de  l'appliquer  plu- 
sieurs fois  à  (les  exemples  numériques.  Quant  à  la  disposition  pratique  des  calculs, 
nous  rindi(iuons  dans  les  exercices  résolus  corn'S])(jiulaiil  à  ce  (lliapilic. 
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II'  étant,  comme  R,  de  degré  </>•  On  aurait  aussi 
nS)  B(Q-Q')=  R'— R; 

ce  qui  est  impossible,  car  le  premier  membre  a  un  degré  au  moins 
égal  à  yf>,   tandis  que  le  second  a  un  degré  plus  petit  que/>. 

Lorsque  le  reste  est  identiquement  nul,  on  dit  que  la  division  se 
fait  exactement,  ou  encore  que  A  est  divisible  par  B,  ou  enfin  que 
H  divise  A  ou  est  un  diviseur  de  A. 

Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  avons  vu  qu'il  était  impossible  de 
poursuivre  l'opération,  parce  qu'on  ne  pouvait  plus  diviser  le  premier 
terme  de  R  par  le  premier  terme  de  B.  En  vérité,  ceci  est  exact  si  l'on 
assujettit  le  quotient  Q  à  être  un  véritable  polynôme;  mais  on  peut 
admettre  aussi  l'extension  suivante  : 

On  peut  toujours  continuer  la  division  si  l'on  convient  d' intro- 
duire au  quotient  des  termes  à  exposants  négatifs.  En  procédant 
toujours  suivant  la  même  règle,  il  est  alors  possible  de  pousser  la 
division  aussi  loin  qu'on  le  désire.  On  peut  également  effectuer 
celle-ci  dans  le  cas  où  A  a  un  degré  inférieur  à  celui  de  B,  le  quotient 
ne  contenant  alors  que  des  termes  à  exposants  négatifs.  Mais  nous 
n'insistons  pas  davantage  sur  cette  extension,  parce  qu'elle   est  au 

fond  équivalente,  grâce  au  changement  de  ;  en  ->  à  la  division  suivant 

les  puissances  croissantes,  que  nous  allons  maintenant  exposer. 

202.  Division  suivant  les  puissances  croissantes.  —  Etant  donnés 
deux  polynômes  cjuelconques  A  et  B,  dont  le  second  possède  un 
terme  constant,  et  un  nombre  naturel  \  également  quelconque, 
on  se  propose  de  trouver  un  polynôme  Q  de  degré  au  plus  égal 
à  K  et  un  polynôme  R  donnant  lieu  à  V identité 

(19  j  A=  BQ-t- c>+>B. 

A  cet  eflet,  nous  allons  procéder  comme  au  numéro  précédent, 
mais  en  ordonnant  tous  nos  polynômes  suivant  les  puissances 
croissantes  de  z. 

Tout  d'abord,  si  A  commence  par  un  terme  de  degré  au  moins  égal 
à  A  4-  1 ,  on  a  nécessairement 

Q  =  o.  A  =  ;>•+'  I{, 
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sans  quoi  on  pourrait  écrire 

BQ  =  A  —  ^>+i  H, 

identité  impossible,  car  le  second  membre  renferme  z'-'^*  en  facteur, 
tandis  qu'il  ne  saurait  en  être  de  même  du  premier,  puisque  B  pos- 
sède un  terme  constant  et  que  Q  est  au  plus  de  degré  A. 

Supposons  maintenant  que  le  premier  terme  de  A  soit  de  degré 
<;  A  +  I .  Il  doit  être  égal  au  premier  terme  de  BQ.  D'où  l'on 
conclut  que  le  premier  terme  <7,  de  Q  est  égal  au  premier  terme  de  A 
divisé  par  le  premier  terme  6„  de  B.  Retranchant  B^,  des  deux 
membres  de  (ly),  il  vient 

(20)  Ri=  BQ,-i-^>^+iR. 

Le  premier  terme  de  Q,,  ou  second  terme  q.2  de  Q,  s'obtient  donc 
en  divisant  par  ^0  le  premier  terme  du  premier  reste  partiel  K,, 
lequel  terme  est  certainement  de  degré  supérieur  à  celui  de  ^,,  car 
le  terme  l>Q(/^  disparaît  dans  la  différence  R,  =  A  —  B^,.  En  retran- 
chant B^a  des  deux  membres  de  (20),  on  fera  apparaître  un  deuxième 
reste  partiel,  et  ainsi  de  suite. 

Les  restes  partiels  successifs  ont  des  premiers  termes  dont  les 
degrés  vont  en  croissant,  du  moins  tant  qu'on  n'obtient  pas  de  reste 
nul.  En  laissant  de  côté  cette  dernière  hypothèse,  il  arrive  donc  un 
moment  où  l'on  obtient  un  reste  R„  commençant  par  un  terme  de 
degré  au  moins  égal  à  À  +  i ,  le  reste  précédent  B«_i  ne  commençant 
que  par  un  terme  de  degré  au  plus  égal  à  A.  Comme  on  a,  en  appelant 
Q«  la  partie  mancjuanle  du  quotient, 

(21)  R„=BQ„-^>.+'R, 

on  en  conclut,  d'après  le  cas  particulier  examiné  au  début,  que  (^>,j 
est  nul  et  R„  égal  à  s'+'  R. 

En  résumé,  pour  trouver  les  polynômes  ()  et  R  (pii  satisfont  à  (19), 
on  divise  A  par  B  en  suivant  exactement  la  même  règle  qu'au 
numéro  précédent,  avec  cette  seule  différence  que  les  polynômes 
sont  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  qu'on 
arrête  l'opération  dès  qu' on  obtient  un  reste  partiel  coninwnçant 
par  un  terme  de  degré  au  moins  égal  à  A  4-  1 .  Ce  reste  partiel  est 
le  reste  -c'+'R.  de  la  division  et  V ensemble  des  termes  obtenus  au 
quotient  constitue  le  quotient  Q  tout  entier. 
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Comme  on  a  obtenu  une  règle  parfaitement  déterminée  pour  le 
calcul  des  polynômes  Q  et  R,  on  peut  affirmer  que  l' identité  (19) 
n'est  possible  que  d\ine  seule  manière^  pour  une  valeur  donnée 
de).;  ce  qu'on  peut  aussi  prouver  par  un  raisonnement  analogue  à 
celui  de  la  page  209  et  que  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  faire. 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  l'on  obtient,  à  un  moment 
donné,  un  reste  identiquement  nul.  Dans  cette  hypothèse,  si  Q' 
désigne  l'ensemble  des  termes  obtenus  au  quotient,  on  a 

(22)  A  =  BQ'. 

Donc,  A  est  divisible  par  B,  au  sens  du  numéro  précédent.  Réci- 
proquement, si  A  est  divisible  par  B,  la  division  suivant  les  puissances 
croissantes  se  termine  nécessairement.  D'une  façon  précise,  si  m  etyo 
sont  les  degrés  de  A  et  B,  l'identité  (19)  n'est  possible^  pourÀ^/n — />, 
que  si  R  =  o,  Q  =  Q'.  Cela  résulte,  en  effet,  de  ce  que  cette  identité 
n'admet  cpi'une  solution,  qui  est  précisément  fournie  par  (22). 

Comme  on  le  voit,  la  division  suivant  les  puissances  croissantes 
permet,  aussi  bien  que  la  division  suivant  les  puissances  décrois- 
santes, de  reconnaître  quand  deux  polynômes  sont  divisibles  l'un  par 
l'autre.  Pour  que  A  soit  divisible  par  B,  il  faut  et  il  suffit  que^  dès 
qu'on  obtient  un  reste  partiel  devant  renfermer  ^"'~^+'  en  fac- 
teur,  ce  reste  partiel  soit  identiquement  nul.  Si  A  n'est  pas  divi- 
sible pa/-  B,  la  division  peut  se  pou/suivre  indéfiniment  et  donner 
lieu  à  l'identité  (19)  pour  des  valeurs  de  A  aussi  grandes  qu'on  le  veut. 
En  particulier,  il  en  est  toujours  ainsi  si  m  <ip. 

203.  Division  par  x  —  a,  1  —  ax.  —  On  obtient  des  résultats  par- 
ticulièrement simples  et  d'un  usage  assez  fréquent,  en  étudiant  la 
division  d'un  polynôme  par  un  binôme  du  premier  degré.  Suivant 
qu'on  veut  effectuer  celle-ci  suivant  les  puissances  décroissantes  ou 
croissantes  de  j;  ('),  on  la  ramène  à  la  division  par  x  —  a  ou  par 
I  —  ax.  Bien  n'est,  en  effet,  plus  aisé.  Soit  à  àWner  f[x)  par 
y.x  +  3.  On  écrit,  suivant  le  cas, 

fjx)     _    \_  f{  X  )  /(.r)     _  i_  fi  X) 


-(-âj  '-[-ri 


(')  Nous  appellerons  ainsi  dorénavant  la  variable  indépendante.  Mais, il  reste  bien 
entendu  qu'on  peut  la  supposer  imaginaire. 
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et  l'on  pose 

a= ou  a= — y-' 

a  p 

Division  par  x  —  a.  —  Ecrivons  l'idenlilé  de  la  division  suivant 
/es puissances  décroissantes  sous  la  forme  suivante  : 

(23)  f{x)  =  Aoa;'«-i- Aia"«-i-f-.  .  .-h  A,jX"'-i'-\- ,  ..-;- A,„ 

=  (x  —  a)(Boa7'"-'-i-  B,a7'«-2-f-..  , 

OÙ  les  A  sont  les  coefficients  connus  ('  )  de /"(a:),  les  B  les  coefficients 
inconnus  du  quotient  et  R  le  reste,  lequel  est  une  constante  puisque 
de  degré  inférieur  au  degré  du  diviseur  x  —  a. 

Egalons  les  coefficients  de  x"'^~p  dans  les  deux  membres 

(24)  A/,=  Bp— aB,,_i,         Bp:=  ApH- rtBp_i; 
relation  de  récurrence  qui  se  traduit  par  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Chaciue  coefficient  du  cjuotient  est  obtenu  en  multi- 
pliant par  a  le  coefficient  précédent  et  en  y  ajoutant  le  coefficient 
du  dividende  qui  a  même  rang  que  le  coefficient  cherché. 

Si  l'on  ajoute  à  cela  que  le  premier  coefficient  Bq  du  quotient  est 
égal  au  premier  coeffcient  Aq  du  dividende,  comme  on  le  constate 
en  considérant  les  termes  en  5:"%  on  voit  qu'on  pourra  calculer  très 
simplement,  de  proche  en  proche,  tous  les  coefficients  du  (juotient, 
et  cela  sans  être  obligé  de  poser  la  division.,  comme  on  doit  le  faire 
pour  deux  j)olvnomes  quelconques. 

La  relation  {'■i.\)  est  encore  valable  pour  p  =  m,  mais  à  condition 
que  B„i  soit  remplacé  par  R.  Donc  le  reste  est  aussi  déduit,  par  la 
règle  précédente,  du  dernier  coeffcient  du  quotient. 

Théokèmk.  —  Le  reste  de  la  division  de  f{x)  par  x  —  a  est  f{a). 

Il  suffit,  pour  s'en  rendre  couq)te,  de  faire  .r  :=«  dans  Tidenlité  (28). 

Ce   ihéorème,  joint  à   la   règle   précédente,   donne   un   moyen  de 

calculer  fia)  qui  est  beaucoup  plus  pratique  que  celui  (pii  consiste- 


(')  Si  lin  terme  manque  dans /(a;),  on  le  suppose  écrit  néanmoins,  mais  avec  un 
coefficient  nul. 
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liiit  à  subsliluer  directement  a  dans  /"(^),  surtout  si  l'exposant  m  a 
une  valeur  un  peu  considérable  et  si  a  ne  se  réduit  pas  à  ±  i . 

'204.  Division  par  i  —  àx.  —  Nous  divisons,  cette  fois,  suivant  les 
puissances  croissantes  et  nous  avons  l'identité 

(25)  fix)  =  Ao+  Ai^r-h. .  .  +-  \pxi'^. .  .—  A„,jr'« 

=  (i  — aa7)(Bo-l-Bia;-^...— B/,_,a-/'-i-r-BpX/'-f-...-hB>,:p>i-l-a->>-^iR. 

En  égalant  les  coefficients  de  xf%  nous  retombons  sur  la  relation  (24)- 
Donc,  les  coefficients  successifs  du  quotient  sont  obtenus  par  (a 
même  règle  que  précédemment. 

Cette  règle  convient  si  grand  que  soit  ).,  à  condition  de  regarder 
comme  nuls  les  coefficients  des  puissances  de  .r  supérieures  à  la  m'^™", 
dans  y*(.r)  ;  ceci  lorsque  k^rti  ('.).  Elle  convient  aussi  pour  le 
calcul  de  R,  si  l'on  pose  R  =  B),^,  :  mais  si  \  <^  m  —  i ,  il  faut  rem- 
placer A>,^,  dans  la  formule  Bx^i  =  <:7Bx+ A),^,,  par  le  coefficient  de 
x^+*  dans  l'ensemble  des  termes  dey(^)  dont  le  degré  est  au  moins 
égal  à  À  +  1 ,  c'est-à-dire  par  A).,.,  -f-  A).^o:i"  -i-  ...  -r  A,„a""'"'  '  :  de 
sorte  que,  dans  ce  cas,  B  est  un  polynôme  de  degré  m  —  ),  —  1. 
Dans  les  autres  cas,  c'est  une  constante.  , 


Théorème.  —  Si  i.^m  —  i ,  on  a  :  f  (  —  ]  =  -^ 


Cela  résulte  visiblement  de  1  identité  (20  )  et  de  ce  que  W  est  une 
constante. 

On  tire  de  là  un  moyen  praticjue  pour  calculer  /{-)',    on  se 

ramène,  par  la  formule  ci-dessus,  au  calcul  de  R  pour  r^m  —  1, 
Ce  procédé  doit  être  joint  à  celui  qui  a  été  indiqué  au  numéro  précé- 
dent pour  le  calcul  de /"(«).  On  enq^loie  l'un  ou  l'autre  suivant  qu'il 
semble  plus  simple  de  multiplier  les  coefficients  successifs  par  et  ou 
par  -•  Nous  retrouverons  ces  considérations  au  Cliapitre  XXI. 

'205.  Décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  linéaires.  —  Pour 
qu  un  polynôme  soit  divisible  par  x  —  a,  il  faut  et  su  (fit  que  f{a) 
soit   nul  (n°  203).    Or,    le   théorème   de   d'Alembert  (  n"   199)    nous 

(')  On  voit,  d'après  cela,  (]ue  les  coei'ficienls  successifs  du  quotient  suiil  en  pro- 
gression géométrique  de  raison  a,  à  partir  du  coefficient  de  x"\ 
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apprend  cpie  tout  polynôme  admet  au  moins  une  racine  «,,  réelle  on 
imaginaire,  ol,  par  suite,  se  trouve  certainement  divisible  par  un 
facteur  linéaire  de  la  forme  x  —  a^.  Soit  alors 

f{x)  =  {x  —  ai)fi{x). 

Si  f{x)  est  de  degré  /;?,  /,  [x)  est  de  degré  m  —  i  et  doit  être,  à  son 
tonr.  divisible  par  un  facteur  linéaire  x  —  a-,  ;  soit 

Mx)~{x-a.)f.{x). 

Le  polynôme  f-i{x)  est  divisible  par  x  —  «:i  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  m  diviseurs,  auquel  cas  le  dernier  quotient 
sera  une  constante  C, 

fm-\{x)  =  (x  —  a,n)C. 

En  multipliant  membre  à  membre  toutes  les  identités  obtenues, 
on  a 

(•26)  f(a:)~C(x  —  ai){x  —  a.2)...ix  —  o.,n)- 

Donc  : 

Théouème.  —  Tout  polynôme  de  degré  m  est  décomposable  en 
un  produit  de  n\  facteurs  linéaires. 

Certains  de  ces  facteurs  peuvent  d'ailleurs  être  égaux.  Si  l'on  veut 
mettre  en  évidence  les  facteurs  distincts,  on  écrit 

{•>-,)  f{x)  ES  Q.{x  -aYix  -  hp...{x  -  //■, 

les  nomin-es  «,  ^,  .,.,  /  étant  tous  didérents  et  les  exposants  a, 
j^j,  . . .,  y  étant  des  nombres  naturels  de  somme  m. 

Si  Ton  lemarque  quey(.z)  ne  ))eut  s'annuler  (pic  si  liin  des  fac- 
teurs du  second  membre  s'annule,  on  voit  que  les  zéros  de  f  [x)  sont 
a,  //,  . . . ,  /.  Les  exposants  a,  jj,  . . . ,  )>  sont  appelés  leurs  ordres  de 
multiplicité  respectifs.  Suivant  que  a  =  1 ,  2,  3,  . . . ,  //,  la  racine  a 
est  dite  simple^  double^  triple,  . . . ,  z*"'''^. 

Si  l'on  compte  cliaque  racine  un  nombre  de  fois  égal  à  son  ordre 
de  muliij)licité,  on  peut  dire  {\^\\  un  polynôme  de  degré  m  possède 
ni  racines. 

Tmkorjc.mk  L  —  Si  un  polynôme  du  m"'""'  degré  s'annule  pour 
plus  de  m  valeurs  distinctes,  il  est  identiquement  nul. 
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Eli  efTel,  si_/"(^)  s'annule  pour  les  valeurs  dislinctcs  «,,  ao-,  ••••,  cim-, 
on  a  ridenlité  (aG),  où  G  est  une  constante  iriconnue.  Si  l'on  suppose 
en  outre  (\ue  f(^x)  s'annule  pour  une  nouvelle  valeur  cim+y-i  comme 
aucun  des  facteurs  («,,24.1  —  «,),  ...,  («w+i  —  «,„)  n'est  nul,  il  faut 
que  la  constante  G  le  soit.  Mais  alors  /"(.r)  hee  o. 

TuitouÈME  II.  —  Pour  que  deux  polynômes  aient  les  mêmes 
racines  avec  les  mêmes  ordres  de  multiplicité^  il  faut  et  suffit 
qu'ils  aient  leurs  coejjîcienls proportionnels. 

En  effet,  û  f{x)  et  g{x)  admettent  tous  deux  les  racines  a,  b,  ...^  l 
aux  ordres  de  multiplicité  a,  [B,  ...,  À,  ils  donnent  lieu  chacun  à  une 
identité  telle  que  (27),  la  constante  G  pouvant  seule  varier  d'un 
polynôme  à  l'autre.  Dès  lors,  on  a  une  identité  de  la  forme 

les  coefficients  de /"sont  égaux  à  ceux  de  g-  multipliés  par  Â. 
La  réciproque  est  évidente. 

III.  -  DIVISIBILITÉ. 

200.  Plus  grand,  commun  diviseur.  —  Etant  donnés  deux  poly- 
nômes A  et  B,  proposons-nous  de  trouver  tous  leurs  diviseurs  com- 
muns. 

On  peut,  à  cet  effet,  imaginer  <^/eM.2:  procédés  différents^  entière- 
ment analogues  aux  deux  méthodes  qu'on  emploie  en  Arithmétique 
pour  la  détermination  des  diviseurs  communs  à  deux  nombres 
entiers. 

Le  premier  repose  sur  le  théorème  suivant  : 

Théoiu:me.  —  Pour  qu'un  polynôme  B  divise  un  polynôme  A,  il 
faut  et  suffit  que  A  contienne  tous  les  facteurs  linéaires  de  B  avec 
des  exposants  au  moins  égaux  à  ceux  qu'ils  ont  dans  B. 

Gela  résulte  manifestement  de  l'identité  A  ^  BQ. 

On  peut  déduire  de  là  toute  une  théorie  du  p.  g.  c.d.  et  du  p.p.m.c. 
de  deux  ou  plusieurs  j>olynomes,  en  raisonnant  comme  en  Arithmé- 
ticpie  lorsqu'on  s'appuie  sur  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs 
premiers.  Mais  cette  méthode,  très  simple  en  théorie,  ollre  Tinconvé- 
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nient  dexiger  la  dt'composilion  des  |)uljnomes  en  fadeurs  linéaires, 
ce  qui  est  un  problème  très  difficile  (Chap.  X^  lll  et  suiv.).  Elle 
peut  être  avantageuse  pour  établir  des  théorèmes  généraux;  mais,  au 
point  de  vue  de  la  recherche  pratique  des  p.  g.  c.  d.  ou  p.  p.  m.  c, 
elle  ne  vaut  absolument  rien.  Aussi,  n'en  dirons-nous  pas  davantage 
à  son  sujet. 

A  oici  maintenant  la  seconde  méthode,  qu'on  appelle  quelquefois 
méthode  de  la  division. 

Divisons  \  pa/-  H  suivant  /es  puissances  décroissantes,  soit 

(•28)  A  =  BQ,-t-PM- 

H  est  évident  que  tout  diviseur  commun  à  A  et  à  B  divise  R,   et  que 
tout  diviseur  commun  à  {^  et  à  R(  divise  A.    Les  diviseurs  cherchés 
sont  donc  les  diviseurs  communs  à  B  et  à  R|. 
Opérons  sur  H  ei  R|  comme  sur  A  et  B  : 

(29)  B  =  R,Q,-i-R2, 

puis  sur  R,  et  Ro  comme  sur  B  et  R),  et  ainsi  de  suite.  Nous  obte- 
nons de  la  sorte  une  suite  de  restes  tels  que  les  diviseurs  cherchés 
sont  aussi  les  diviseurs  communs  à  deux  restes  consécutifs  cjuel- 
conques.  Or,  les  degrés  de  ces  restes  vont  en  décroissant  ;  on  finit 
donc  par  avoir  un  reste  constant  ou  nul.  Dans  le  premier  cas,  il  n'y 
a  pas  de  diviseurs  communs  ;  les  polvnomes  A  et  B  sont  premiers 
entre  eux.  Dans  le  second  cas,  si  R„  est  le  reste  nul.  on  a 

(30)  H,,^2=R«-iQ,.- 

Les  diviseurs  cherchés  étant  les  diviseurs  communs  à  R„_2  et  à 
R//_i,  ce  sont  manifestement  tous  les  diviseurs  de  R«._).  de  dernier 
polynôme  est,  par  suite,  le  diviseur  commun  de  |)lus  fort  degré  ;  on 
l'appelle  le  plus  i^raiid  commun  diviseur  ou  j).  g.  c.  d.  des  deux 
|)olvnoraes  proposés. 

Comme  on  le  voit,  sa  détermination  repose  sur  une  suite  de 
divisions,  dont  la  dernière  doit  se  faire  exactement,  son  diviseur 
étant  alors  le  p.  g .  c.  d.  cherché.  Il  ne  nous  semble  pas  utile  de 
résumer  en  une  règle  les  opi'-rations  (pii  viennent  d'être  décrites, 
d'autant  jjlus  qu'on  ne  ferait  (]u'('noncer  la  règle  connue  de  Tx^rilh- 
métupic.  (^)Mar)l  ;i  la  di^nosilion  ])rali(pie  des  calculs,  elle  est  iiidKpK'c 
par  un  exemple  dans  les  exeicices  relatifs  à  ce  (Chapitre. 
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207.  Les  propriétés  du  p.g.  c.cl.  sont  les  mêmes  et  s'établissent 
de  la  même  manière  en  Algèbre  qu'en  Arithmétique.  Si  l'on  prend 
comme  point  de  départ  la  méthode  de  la  division  qui  vient  d'être 
exposée,  elles  reposent  toutes  sur  le  théorème  suivant  : 

■^I'héorème  I.  —  Si  l'on  inalliplie  le  dividende  et  le  diviseur 
d'une  division  par  un  même  polynôme^  le  quotient  ne  change  pas 
et  le  reste  est  multiplié  par  ce  polynôme. 

En  effet,  multiplions  l'idenlité  (9  )  par  le  polynôme  G, 
AC  =  BC.Q+RG, 

R  étant  de  degré  inférieur  à  B,  RC  est  de  degré  inférieur  à  BC.  Par 
conséquent,  Q  est  bien  le  quotient  et  RC  le  reste  de  la  division  de 
AG  par  BG. 

GoROLLAiRE  I.  —  Si  V on  multiplie  A  eZ  B  par  G,  leur  p.  g.  c.  d. 
est  aussi  multiplié  peu'  C. 

GoROLLAïKE  11.  —  Si  V on  divise  A  e^  B  par  leur  p.  g.  c.  d.  A,  on 
obtient  deux  polynômes  A'  et  B'  premiers  entre  eux. 

Car  si  A'  et  B'  admettaient  un  p.  g.  c.  d.  A',  le  p.  g.  c.  d.  de  A  et  B 
serait  A'.  A. 

Théorème  IT.  —  Si  (]  divise  AB  et  est  premier  avec  K^  il  divise  B. 

En  effet,  le  p.  g.  c.  d.  à  G  et  à  A  est  i;  donc  celui  de  GB  et  AB 
est  B  (corollaire  I).  Or,  C  divise  GB  et  aussi  x\B,  par  hypothèse; 
donc  il  divise  leur  p.  g.  c.  d.,  c'est-à-dire  B. 

Théorjîme  m.  —  A  e^  B  étant  premiers  entre  eux.,  si  Ion  a 

^  =  ^,  o/iaU  =  AQ,  V=BQ. 

En  ell'et,  on  peut  écrire  AV  =  BU.  A  divise  BU,  est  premier 
avec  B  ;  donc  il  divise  U  ;  soit  U  :^  AQ.  J)'où,  etc. 

On  dit  que  la  fraction  rationnelle  —  est  irréductible  :  il  n'y  a  pas 

de  fraction  identique  dont  les  deux  termes  aient  des  degrés  moindres. 

208.  Plus  petit  multiple  commun.  —  Cherchons  les  multiples 
communs  à  A  et  à  B.  Si  M  est  l'un  d'eux,  on  a 

M  =  A. G  =  B.D. 
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Divisons  par  A,  p.  g.  c.  d.  de  A  et  B  ;  on  a 

A'G  =  B'D. 

A'  divise  B'D,  est  premier  avec  B'  ;  donc  il  divise  D.  Soit  D  =^  A.'Q  ; 
M  est  de  la  forme  BA'.Q  =  — -•  Q  =  AB'.Q.   Réciproquement,   tout 

polynôme  de  cette  forme  est  divisible  à  la  fois  par  A  et  B.   Les  niul- 

AB 
liples  cherchés  sont  donc  toits  les  multiples  du  polynôme  u.^  —  , 

lequel  est  appelé  plus  petit  multiple  commun,   comme  ayant  le 
degré  minimuin. 

Théorème,  —  Les  cjuotients  de  ^^x par  A  et  B  sont  premiers  entre 
eux. 

Ce  sont,  en  effet,  les  quotients  de  B  et  A  par  A. 

Nous  ne  dirons  rien  du  p.  g.  c.  d.  et  du  p.  p.  ni.  c.  de  plusieurs 
polynômes,  renvoyant,  pour  cette  question,  le  lecteur  à  un  traité 
(juel conque  (rArithmélique. 

209.  Identitk  \)ii  Bezolt.  —  Théorème.  —  Pour  que  A  et  B,  de  degrés 
respectifs  a  et  b^  soient  premiers  entre  eux^  il  faut  et  suffit  qu'on  puisse 
trouver  deux  polynômes  U  et\ ,  de  degrés  respectifs  inférieurs  à  b  et  à  a, 
donnant  lieu  à  l' identité 

(3i)  AU  +  BV  =  i. 

La  condition  est  évidemment  suffisante^  car  si  A  et  B  avaient  un  diviseur 
cominiui,  ce  diviseur  diviserait  AU -t- BV,  c'est-à-dire  i.  On  voit  même  que 
A  et  \',  U  et  B,  U  et  V'  sont  nécessairement  premiers  entre  eux.  En  outre,  la 
restriction  sur  les  degrés  de  U  et  V^  est  inutile. 

Montrons  la  réciproque.  Autrement  dit,  nous  allons  supposer  A  et  W 
premiers  entre  eux  et  nous  allons  déterminer  les  polynômes  l)  et  V.  On  y 
arrive  en  efTecluant  les  opérations  de  la  reciierche  du  |).  g.  c.  d.  de  A  et  de  B. 
Conservant  les  notations  du  n"  206,  nous  désignerons  en  outre  le  degré  de 
tout  polynôme  représenté  par  une  grande  lettre  par  la  petite  lettre  corres- 
pondante. 

Cela  posé,  l'identité  {l'f'^)  peut  s'i'-crire 

(32)  R,=  A  — BQ,  =  AU,+ BV,, 

en  posant 

U,  =  i,         V  =  -Q,; 
de  sorte  que 

M,  =  o,         c,  =  ^,  =  a  —  b 
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Puis  (29)  donne  de  même 

R,=  B—  R,Q2=B-(AU,  +  BVi)Q2=  AU,-i-BV2, 

U,  =  -U,Q,,         V2=i-V.Q,; 
de  sorte  que 

11.2  ^^  g<,=i  b  —  /•],  i».»  =  t'i  -:-  ^2  =  '''  —  b  —  b  —  /■,  =  a  -     r^. 

En  continuant  ainsi,  il  est  manifeste  qu'on  arrivera  à  mettre  n'importe  quel 
reste  Ra  sous  la  forme 

(33)  R/,=  AU/,+ BV^i-; 

et  l'on  peut  induire  du  résultat  trouvé  pour  A:  ^  1  qu'on  aura 

(  34  )  u/,  =  b  —  r/,.1,         VI,  =  a  —  /•/.- 1 . 

Raisonnons  par  récurrence.    Admettons  que  ceci  soit  vrai  jusqu'au  reste  de 
rang  k  et  prouvons  que  cela  sera  encore  vrai  pour  le  reste  de  rang  /i-i-i. 
Nous  avons 

(35)  R^_,  =  R/,Q/,+,+  R/.^,; 

d'où 

Ra+,=  Ra_,  -  R/,Q/,+i=  AUa^i-i-  BV/,-i-(AU/,  +  BV/.;Q/,+i=  AU/,+i+  BV/,+,, 

en  posant 

(  36 )  U/.+,  =  U/,-1  -  U/, Q/,+, ,         Va+.  =  Va-,  -  V/, Qa^, . 

Par  hypothèse,  le  degré  de  Ua_i  est  b  —  /-/.-o  et  celui  de  UaQa-i-i  est 
b  —  /'A^i -r- ^/,M-i.  Or,  d'après  (35),  ta-i  = /'/. -H  ^'A+i  ;  donc,  le  degré  de 
Ua-Q/.-(-i  est  b  —  rA-_i -f- (/■/.- 1 — ri,)^=b  —  /•/,.  Comme  les  degrés  des  restes 
successifs  vont  en  décroissant,  /•/,<; /A^o  ;  donc  b  —  r/,^  b  —  /"A—a.  Le  degré 
de  Ua-hi  est,  par  suite,  égal  à  b  —  /-/,.  On  verrait  de  même  que  celui  de  ^  a+i 
est  égal  art  —  /x. 

Finalement,  les  formules  (33)  et  (34)  sont  établies  pour  tous  les  restes.  Dès 
lors,  si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  le  dernier  reste  non  nul  R,j  est 
constant.  Le  reste  précédent  R/,-i  a  un  degré  au  moins  égal  à  i.  Or,  on  a 

(3;)  R„=AU„+BV„; 

lia  =  b  —  r„_,  <  b,         Vn  =  a  —  /•„-!  <  «• 

En  divisant  les  deux  membres  de  (jj)  |)ar  la  constante  R„,  on  obtient 
l'identité  (3i),  ou  identité  de  Bezout. 

Nous  venons  d'indiquer  un  moyen  de  calculer  les  polynômes  U  et  V. 
Je   dis   (\nil   n'y  en   a  pas   d'autres,    en  faisant   toutefois   la  restriction 
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imposée  aux  defrrcs  11  et  v.  En  effet,  si  l'on  avait,  outre  (3i), 

(38)  AU'-+-BV'=:  I. 

on  en  déduirait 

A(U  — U')  =  B(V'— V). 

A  divisant  le  premier  membre  et  par  suite  B(^' — \)  et  étant  premier 
avec  B,  il  devrait  diviser  \' —  \  (  n"  ;207  )  ;  ce  qui  n'est  pas  possible,  parce  que 
V — ^'  a  un  degré  inférieur  à  celui  de  A. 

Si  Ion  ne  s'occupe  pas  de  la  restriction  des  degrés,  on  doit  avoir  V  —  ^=  AQ  ; 
d'où  U  —  U'=  BQ.  Par  conséquent,  on  a  tous  les  polynômes  satisfaisant  à  (38) 
par  les  formules 

(39)  U'=U  — BQ,         V'=V-^AQ, 

où  Q  désigne  un  polynôme  arbitrairement  choisi. 

21U.  TiiKOKEMi:.  —  Pour  que  A  et  B  aient  un  diviseur  commun  de  degré  n, 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver  deux  polynômes  U  et  V  de  degrés 
respectifs  b  —  n  et  a  —  n  donnant  lieu  à  l'identité 

(40)  AU  +  BV  =  o. 

i"  La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  si  Q.  de  degré  «,  divise  A  et  B, 
on  a 

A  =  QA',         B  =  Q.B'; 
d'où 

AB'— BA'=o, 

identité  qui  prend  la  forme  (4o)  si  l'on  pose  U  =  B',  V  =  —  A'.  De  plus,  on  a 
bien,  pour  les  degrés,  u  :=  b'  =z  b  —  n  et  p  =:  a'  =  a  —  n. 

2"  La  condition  est  suj/isante.  —  En  eflet,  soient  A  le  p.  g.  c.  d.  de  A  et  B, 

AI!., 
et  A  ,  B    les  quotients  —,    -•  Divisant  { .\o)  par  A,  il  vient 

A'U  +  B'V  =  o. 

A'  divise  B'\',  est  jjremier  avec  B' ;  donc  il  divise  V.  Far  suite, 

a'S.v  =  a  —  n. 

Or,  a  =  a  ^  0  ;  donc  0  ^  n.  Dès  lors,  on  aura  un  diviseur  commun  de  degré  // 
en  faisant  le  produit  de  /i  des  0  facteurs  linéaires  en  lesquels  on  peut  décom- 
poser A. 
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FRACTIONS  RATIONNELLES. 


211.  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  (n°  7o),  on  appelle  fraction 
rationnelle  le  rapport  de  deux  polynômes,  le  mot  polynôme  étant 
employé  cette  fois  au  sens  étendu  du  Chapitre  précédent.  Nous  sup- 
poserons toujours  la  fraction  irréductible  (n°  207),  ce  à  quoi  on 
peut  toujours  se  ramener  par  une  recherche  de  p.  g.  c.  d.  On  appelle 
pôles  de  la  fraction  les  zéros  du  dénominateur;  l^ ordre  de  multipli- 
cité d^ un  pôle  est  l'ordre  de  multiplicité  qui  lui  est  affecté  à  titre  de 
zéro  du  dénominateur  (n"  205). 

212.  Développements  limités  d'une  fraction  rationnelle.  —  Nous 
allons  nous  proposer  de  représenter  approximativement  une  fraction 
rationnelle  par  un  polynôme,  pour  les  valeurs  de  x  voisines  d'une 
valeur  donnée  :ro,  y  compris  l'infini. 

/'(  X  ) 

Soit  dahord  à  étudier  la  fraction  y  =  ' — ^ —  pou/-  les  valeurs  de  x 

gKX)  I- 

voisines  de  zéro,  en  supposant  ^(o)  ^  o.  Il  nous  faut  chercher  un 
développement  limité  de  y  suii-ant  les  puissances  croissantes  de  x. 
Conformément  à  la  méthode  générale  indiquée  au  n"  117.  nous  divi- 
sons f  par  g  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Comme  la 
fraction  est  irréductible,  la  division  ne  peut  se  terminer  et  peut  être 
poussée  aussi  loin  qu'on  le  désire,  ce  qui  donne  (n°  202) 

(i)  f{x)  =  g(x)(l(x)-hx'>'+^K\ 

d'où 


R 


0(x)  désignant  un  polvnome  de  degré  ^  A.   Comme  la  fraction 
reste  finie  quand  x  tend  vers  zéro,  puisque  ^(o)  ^  o,  la  formule  (?-) 
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constitue  un  dcveloppement  d'ordre  X  de  y  (');    cet  ordre  pouvant 
d'ailleurs  être  rendu  aussi  grand  qu'on  le  veut. 

Supposons  maintenant  que  zéro  soit  un  pôle  d  ordre  a.   Nous 
avons 

g{x)  =  x=>-g^{x),         1^1(0)^0]; 

d'où 

I      f(x) 


y  = 


X^    g\(X) 


Calculons,    comme    il    vient    d'être    expliqué,     le    déxeloppement 

f 
d'ordre  À  de  ^—1  soit 

^  1 

f  ^  ^    .  /         R  \ 

■:—   =  «0  -+-  «)  ^  -f-  •  .  •  +  «>  a:"''  +  P  ^''"^'  (  ^  =    )  i 

S\  \         g\l 

d'où 

(3)  y  =  a^x-^-^-  ai.ri-*-i- .  .  .-1-  a^x^-'^-^  par^'+i-a. 

Nous  obtenons  un  développement  commençant  par  des  puissances 
négatives  (n"  112).  Nous  avons  vu  d'ailleurs  qu'on  ne  pouvait  obtenir 
d'autres  développements  de  même  forme,  en  ce  sens  que  l'exposant 
du  premier  terme  doit  toujours  être  —  a  et  que,  pour  un  ordre 
donné,  tous  les  coefficients  sont  déterminés  d'une  manière  unique. 
En  particulier,  le  développement  d'ordre  —  i  est  obtenu  pour 
)v  ^  a  —  I ,  ce  qui  donne 

(4)  ^=  i:t  + -^îrr+---+ — — -  +  P  =  P 


Nous  obtenons  ainsi  le  seul  polynôme  en  —  qui  ne  possède  pas 

de  ternie  constant  et  dont  la  différence  avec  y  reste  finie  pour 
X  =  o. 

213.   Si  Von  veut  étudier  y  au  voisinage  d' une  valeur  x^yéL  o^ 

(')  Il  arrive  quelquefois  (]u'on  peul  trouver  une  loi  simple  de  lornialion  des  termes 
successifs  du  quotient  et  des  restes  partiels  successifs.  Si  l'on  peut  alors  prouver  que 

le  terme  complémentaire  .r'*'  —  tend  vers  zéro  pour)»  infini  cl  pour  certaines  valeurs 

de  X,  on  obtient  un  développement  de  jk  en  série  eiUiére.  Mais  cette  méthode  est,  en 
général,  beaucoup  moins  jiratique  que  celle  du  n"  107,  précisément  parce  iju'on  ne 
peut  découvrir  l'expressiiin  du  terme  général  du  quotient. 
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il  suffit  de  poser  x  —  ^o  =  ^-  J^'»  IVaclion  devient 


(5)  y 


'{X(,-\-z)        G(zy 


c'est-à-dire  une  fraction  rationnelle  en  c  à  laquelle  on  peut  appliquer 
tout  ce  qui  précède.  En  particulier,  prenons  pour  Xq  le  pôle  a 
d'ordre  a.  En  appliquant  à  (5)  la  formule  (4),  nous  obtenons 


On  dit  (pio/?  a  séparé  de  y  la  partie  P,j( ]  qui  devient 

infinie  pour  X  =^  a ^  partie  d'ailleurs  unique,  d'après  ce  qu'on  a  vu. 

Le  coefficient  «a_i  du  terme  en  s'appelle  le  résidu  relatif  au 

pôle  a. 

Si  en  fin  nous  voulons  étudier  y  pour  les  grandes  valeurs  de  x, 
nous  posons  —  =  z  el  nous  sommes  ramenés  à  l'étude  d'une  fraction 
rationnelle  en  ^  au  voisinage  de  :;  ^  o.  Le  développement  (3)  appliqué 
à  cette  dernière  nous  donne,  en  revenant  à  la  variable  x^ 

(7)  y  :=  (locr^-h  «1 J?*-'  -H  .  .  .-H  ai.T^-'^-\-  pa7*-^-i. 

Il  est  aisé  de  voir  que  a  est  égal  au  degré  de/" moins  le  degré  de^". 
Lorsque  a^o,  on  peut  prendre  A  =  a;  l'identité  (-)  n'est  alors 
autre  chose  que  l'identité  de  la  division  de  f  par  g  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x.  On  pourrait  s'en  rendre  compte  d'après  la 
manière  même  dont  a  été  calculé  le  développement.  On  peut  aussi  le 
prouver  par  le  raisonnement  suivant  : 

Divisons  /  |)ar  ^'  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  :  nous 
avons 

d'où 


(8)  jK  =  Q^5  =  0    .-? 


—  > 


en  posant 

R.r 

(9)  P^^T"" 

Or,  Il  étant  de  degré  inférieur  à  celui  de  g,  R.r  est  de  degré  au 
j)lus  égal  à  ce  dernier;  donc  0  reste  lini  |)our  .r  infini.  La  formule  (8) 

IIaau    —   Cours,   I.  iS 


274  CHAPITmC    WII. 

nous  donne  donc  un  développement  dordie  zéro;  comme  il  en  est 
de  même  de  (-  )  pour  ).  =  a,  les  deux  dé\  eloppeinenls  soûl  idenliques. 

Le  (jut)ti(Mil  (^  s'appelle  la  partie  entière  de  la  fraction.  Nous  la 
représenterons  par  E(.r).  Elle  est  caractérisée,  d'après  (■;),  par  le  fait 
que  la  dillerence  j^  —  E(^)  tend  vers  zéro  pour  x  =^ao.  Elle  est  nulle 
toutes  les  fois  que  le  degré  du  dénominateur  surpasse  celui  du  numé- 
rateur. 

Lorsque  a  est  négatif,  ou  lorsqu'on  veut  pousser  le  développe- 
ment (-)  jusqu'aux  puissances  négatives,  on  peut  procéder  encore 
par  voie  d(^  di\ision  suivant  les  puissances  décroissantes,  en  utilisant 
Textension  dont  nous  avons  dit  un  mot  à  la  fin  du  n°  20L  Mais,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  remarquer  à  cet  endroit,  cela  équivaut  à  faire 
le  changement  x  =  ~,  pour  ap|)li(|ucr  ensuite  la  méthode  suivant  les 
puissances  croissantes,  qui  est  la  seule  à  laquelle  nous  conseillons  au 
lecteur  de  toujours  revenir. 

!2li.  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  éléments  simples. 
—  Soient  a,  b,  ...,  /les  pôles  (\e  ^^:  a,  ^j,  ...,  A  leurs  ordres  de  multi- 
plicité; P«(^^J'  *^*(jzr^)'  ■■■'  ''^(^777)  ^«s  parties  infinies 
correspondantes.  Soit  enfin  E(.r)  la  partie  entière.  Je  dis  qu'on  a 
identiquement 


(10) 


^=f^«(^)  +  P'^(.7:b)----^'''(^)-^(-)- 


Pour  le  prouver,  nous  observons  d'abord  que  la  diRerence  o  des 
deux  membres  est  une  fraction  rationnelle  (|ui  reste  finie  f|uel  que 
soit  X.  (vêla  est  évitlent  lant  que  .r  est  diUérent  de  (t,  A,  ...,  /.  Si 
mainlenani  <>ii  Mipjjose  que  x  tende   vers   (7,  |)ar  exemple,    on   peut 

aflirmer  qu(;  0  reste  encore  finie,  car  il  en  est  ainsi  de  j' —  '*«("; ) 

et  de  chacun  des  termes  restants 

On  (oniliil  ili'  l;'i  que  0  ne  saurait  admettre  aucun  pôle  et,  par  suite, 
ne  peut  (jiie  >c  riMluirc  ;'i  un  polynôme.  Mais  si  Ion  suppose  que  x 
croisse  indéfiniment.  0  hiid  vers  zéro,  car  il  en  est  ainsi  de  y — E(j7) 
et  de  chacun    des   lermes   |>„(— i—j,    i»/,(_i_j,    ..    ,    |v(^_!_j. 

I)()IIC    0    (■^l     mIiII  I  KniCUM'Il  I     liul    (u"  t20(l). 
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Mettre  y  sous  la  forme  (lo),  c'est  ce  qu'on  appelle  décomposer  la 
fraction  en  éléments  simples.  Ces  éléments  simples  ont  pour  forme 

générale  : ou  \x'^. 

Une  telle  décomposition  est  unique,  puisque  nous  avons  vu  pré- 
cédemment qu'il  en  était  ainsi  pour  chacune  des  parties  P^,  Pô,  ...,E. 

215.  Méthodes  de  décomposition.  —  Pour  etTectuer  la  décomposi- 
tion, on  peut  calculer  séparément  chacune  des  parties  P^,  P*.  ..-,  P/, 
E(a7),  en  suivant  la  marche  indiquée  précédemment.  11  convient 
néanmoins  d  observer  les  simplifications  suivantes  : 

Rappelons  que  pour  calculer  P^,  par  exemple,  on  pose  x  —  «  =  ::. 
Puis  on  dii'ise  f{a  +  z)  par  i?-,  {a  -{-  z)  (  '  )  suivant  les  puissances 
croissantes  de  z^  en  poussant  la  division  j'usqu  au  moment  où  Ion 
va  faire  apparaître  au  quotient  une  puissance  de  z  égale  ou 
supérieure  à  a.  Le  quotient  obtenu  donne,  en  revenant  ci  la 
variable  x  et  divisant  par  {x  —  «)=',  la  partie  P«  ( — — —  )•  Le 
/•e5fe  R,  calculé  également  en  fonction  de  x  et  divisé  par  g{x), 
donne  la  différence  y  ^  =y  —  Pa=  P/;-f-  ...  -f-  P/+  E(.r). 

Pour  calculer  ensuite  P^,  on  applique  la  même  méthode  à  y^  et 
l'on  obtient,  du  même  coup,  la  différence  y. >=^  y  \  —  P*",  doit  Von 
extrait  P^  ;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  tous  les 
pâles.  Le  reste  final,  s'il  existe,  est  la  partie  entière  E(  j?),  laquelle 
peut  aussi  se  calculer  directement  ii  un  mome/it  f/uélconque,  en 
appliquant  la  méthode  de  la  division  suivant  les  puissances 
décroissantes  à  l'une  des  fractions  rationnelles  y^  y  i,  y  i.,  etc. 

Il  est  manifeste  que  ce  procédé  est  plus  avantageux  que  celui  qui 
consisterait  à  calculer  séparément  P«,  P^,  ...,  E,  eu  parlant  toujours 
de  y,  car  les  fractions  sur  lesquelles  on  0|)ère  sont,  de  la  sorte,  de 
plus  en  plus  simples.  Néanmoins,  cet  avantage  est  compensé  par  le 
fait  qu'on  est  alors  obligé,  dans  les  divisions  successives,  de  calculer 
les  restes  partiels  en  entier;  tandis  que  si,  dans  le  calcul  de  P«  par 
exemple,  on  n'a  pas  à  se  préoccuper  d'obtenir  du  même  coup  le 
reste/,,  il  suffit  de  faire  la  division  de/(rt  -h  z)  par  gi{a  +  :;)  en  se 
limitant  aux  puissances  de  z  d''exposant  plus  petit  que  a,  puisque 
seules  ces  puissances  interviennent  dans  la  détermination  de  P^. 


(')  g\{^)  esl  !e  quotient  de  g{x)  par  {x  —  a)''. 


■?.-C)  cuAPiriu:  wii. 

Une  autre  méthode,  assez  pratique  pour  des  (Vaclions  qui  ne  sont 
pas  trop  compliquées,  est  celle  des  coefficients  inclélerminés.  Elle 
consiste  à  écrire  a  priori  la  forme  (to)  de  la  décomposition,  à  chasser 
les  dénoMunateurs  et  à  identifier  les  deux  mtMuhres.  On  obtient  ainsi 
des  équations  linéaires  qui  permettent  de  calculer  les  coefficients 
inconnus  introduits  au  second  membre.  D'après  ce  qui  précède,  on 
est  toujours  certain  d'arriver  à  un  système  compatible  et  à  solution 
unique. 

!216.  Cas  des  pôles  simples.  —  Si  le  pôle  «f  est  simple,  on  j)eut 
avoir  immédiatement   le  résidu  A  coirespondanl  de  la   manière  siii- 

vanle.  Soit 

/(  x)                  .A 
y  = = i-}'i. 

Multiplions  les  deux  membres  par  x  —  ci  et  faisons  ensuite  x^=za. 
Comme  j)'i  reste  fini  pour  x  =  «,  on  ol)tient 

(n)  .      K  =  I1^. 

Celte     mélliode     s'applique     d  ailleurs     toii|()ur>    pour    le    calcul    du 

coefficient  de  ;  mais  on  multinlie  alors  par  (x  —  a)^. 

(x  —  a  )^  '  '         ■  ' 

Formule    d'interpolation   de    Lagrange.    —    Supposons    Ions    les    pôles 
simples.  On  a  alors  la  foiinule 


(x  —  a  )  (x  —  b).  .  .{x  —  /) 

/(' a)  i  f(b  I 


(a  —  b).  .  .{a  —  l )  x  —  a        ( b  —  a  )\,b  —  c ).  .  .{b  —  l )  x  —  b 


{l  —  a).  .  Al  —  h)  X  —  l 


E(.r), 


ce    qm;   l'on   peut  écrire,    en    posant   g(x)^^(x  —  a){x  —  b)...(x —  /),   et 
reniarfiuant  l'égalité  g' (ci)  —  (a  —  b ).  .  .(a  —  /)  et  les  égalités  analogues  (  '  ), 

g  (  <l  )  ./•  —  fl         g  {  b  )   X  —  b  g  (  l  )   .r  —  l 


(  '  )   On  a,  en  ell'el,  g(x  )     ;  (x  —  a)  g^(x)  ;  (\'»n 

g'{x)  =g,{x)-i-{x  —  a)g'Ax),        ii'{a)=  g,{a). 
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Cette  formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  d' interpolation  de 
Lagrange.  Elle  donne  le  polynôme  le  plus  général  qui  prend  des  valeurs 
données  f{a),  f{f>)i  .  . . ,  f{l)  pour  x  ^  a,  b,  .  .  .,  l  ;  il  suffit,  poui-  l'obtenir, 
de  prendre  pour  E(x)  un  polynôme  quelconque.  Si  l'on  veut  que /(x)  soit  de 
degré  m  —  i,  en  appelant  m  le  nombre  des  valeurs  distinctes  a,  b,  .  .  .,  l,  il 
faut  prendre  E(x)  =  o  et  le  polynôme  est  entièrement  déterminé  ('  ). 

217.  Décompositions  réelles.  —  Dans  lotit  ce  qui  précède,  nous 
avons  supposé  avoir  allaire  à  des  polynômes  à  coefficients  et  à  variable 
complexes  quelconques  et  nous  n'avons  fait  aucune  distinction  entre 
les  quantités  réelles  et  les  quantités  imaginaires.  Nous  allons  mainte- 
nant nous  placer  à  un  point  de  vvie  plus  particulier,  en  considérant 
une  fraction  rationnelle  à  coefficienls  tous  réels  et  à  variable  réelle. 

Imaginons  qu'on  ait  elVectué  la  décomposition  en  éléments  simples 
telle  que  I  indique  la  formule  (lo).  Le  premier  meml)re  étant  réel,  il 
doit  en  être  de  même  du  second.  Cependant,  il  peut  très  bien  arriver 
que  certains  des  |)ôles  soient  imaginaires,  ce  qui  introduit  nécessaire- 
ment des  termes  complexes  dans  la  décomposition.  La  somme  de  ces 
termes  doit  être,  a  priori^  réelle. 

Effectivement,  on  sait  (n°  249)  qu'à  toute  racine  a  =^  y. -{-  ^pi  du 
polynôme  réel  g{x)  coirespond  la  racine  imaginaire  conjuguée 
h  ^=  rj. —  j/,  avec  le  même  ordre  de  multiplicité.    Si  Ton  se  reporte 

maintenant  aux  calculs  de  P^  ( )  et  de  I'a  ( y],  il  est  mani- 

\.r  —  a  J  ^  X  —  u  j 

feste  que  le  second  se  déduit  du  premier  par  le  siinple  cbangement 
de  i  en  —  /.  Doù  il  suit  que  P^,  doit  se  déduire  de  P^  par  le  même 
cbangement.     Autrement    dit,     à     tout    terme    de    P^    de    la    forme 

A  —  B  /  ,    .  ,        ,  , ,     ,  A  —  B  f  f^ 

doit  correspondre  dans  Pa  le  terme tt^— •   v^es 


{x  —  a  —  jj <  I"  '  {X  —  a  H-  [i ?  )" 

deux  éléments  étant  imaginaires  conjugués,  leur  somme  doit  être 
réelle.  En  efl'ectuant  cette  somme,  on  obtient  une  expression  de  la 
forme 

,    ,,    (X-h  ïii)(.r  —  a-^'îii)"^(\  —  Bi)(x  —  a—^^i)"  'f(^) 

o(x)  désignant  un  polvnome  à  coefficients  réels  et  x- -\-  px -\- q  un 
trinôme  réel  à  racines  imaginaires. 

Celte  expression   peut  être   décomposée  mainlcnaul  en  éléments 

(')  Cf.,  au  sujet  du  [irobième  de  l'inlerpolalion,  Leçons,  t.  I,  p.   iSj. 
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réels  plus  simples.  En  cflel,  posons  x- -\- p.v  -\-  q  =  z  :  d'où 
x- =  :• — /?.r  —  q.  Si  ron  remplace,  dans  oÇx).  x-  par  c  —  px  —  q 
aillant  de  lois  que  cela  est  possible,  il  est  clair  (pi  on  oblienL  un 
résultai  de  la  forme  P:c  +  Q,  P  et  Q  désignant  deux  polynômes 
en  ^  (')•  En  portant  dans  (14),  <^n  obtient  une  somme  de  lermes  lels 

que  —   et  -^•.  A  et  a  élanl  deux  coustanles  réelles  et  q  un  nombre 

nalurel  S/?.  Finalement,  on  arri\e  à  la  décomposition  réelle  suivante  : 
Groupons,  dans  la  décomposition  de  g\x)  en  fadeurs  linéaires, 
les  fadeurs  imaginaires  conjugués.  Nous  avons  une  idenUté  de 
la  forme 

(i5)     g(^x)  ~{x  —  rt)»(,r  —  6)P..  . 

les  nombres  a.  b. l  étant  tous  réels  et  les  trinômes  x-  -\- px  -\-  q 

ayant  leurs  coefficients  réels  et  leurs  racines  imaginaires. 

Cela  posé.,  on  peut  décomposer  y  en  une  somme  comprenant 
d'abord  les  polynômes  P^,  Pz.,  •••,  P/  qui  correspondent  aux  pôles 
réels,  ensuite  des  termes  de  la  forme 

A,r+B 

(16) 


{.>:'^  +  PiX^qiY 


X  et  h  représentant  des  constantes  réelles  et  s  un  }iombre  naturel 
^/i,,  et  enfin,  s' il  y  a  lieu,  une  partie  entière  E(x  ). 

On  pourrait  montrer,  d'après  ce  «pii  précède,  qu'une  telle  décom- 
position en  éléments  simples  réels  n'est  possible  que  d'une  seule 
manière.  Mais  cela  ne  piésente  pas  i;rand  intérêt  et  se  vérifie  d  ail- 
leurs sur  chaque  exemple  |)art  iciilier  (-j. 

('j  II  est  à  reniar(]uer  que  V x -^- (}  esl  le  rente  de  la  division  àe  '-fix)  par 
x--h  px  -h  q  —  c.  Kii  eOet,  ce  reste  esl  de  la  l'oriiic  Vx  -h  Q',  P'  et  Q'  désignant  des 
polynômes  en  z.  Ou  a,  quels  que  soient  x  tt  z, 

■i{x)  :^  { X- -}-px-hq~  z)  '^lix,  z)-^V'x-h-  Q'. 
Si  l'on  remplace  x-  par  z  — px  —  q,  il  vient 

(-)  C'esl-à-ilirc  qu'on  olilient  une  >cule  s(jluli<iti,  |)ar  lu  niitliodc  des  coefficients 
indélermincs,  par  exemple. 


FRVCTIOXS    RATIONNELLES.  '279 

Pour  l'efFectuer,  on  pcul  d'abord  séparer  les  parties  Va,  ^6-  ••••, 
P,?,  Y,[x).  On  est  ramené  ensuite  à  une  fraction  rationnelle  sans  pôles 
réels  et  saus  partie  entière,  qu'il  s'agit  de  inellre  sous  la  (orme  d'une 
somme  de  termes  tels  que  (i6).  A  cet  effet,  on  peut  employer  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés^  qu'on  applique  comme  au 
n"  1215,  et  qu'on  peut  aussi  utiliser  pour  obtenir  du  même  coup  toute 
la  décomposition,  en  partant  directement  de  la  fraction  rationnelle 
donnée. 

218.  On  peut  aussi,  et  dans  certains  cas  c'est  plus  rapide,  procéder  de  la 
manière  suivante  : 

Soit  à  extraire  les  termes  en  de  la  fraction  rationnelle 

X-  -t-  px  -t-  q 

(.7)  r=  •^'"' 


(x^-^px^qy^  g(x) 

Posons  x- -\- px -\~  q  ^=  z .    En   remplaçant  x-   par   c — px  —  q,    ou   mieux   en 
divisant  par  x--^  px  -\-  q  —  ;;,  nous  pouvons  mettre^  sous  la  forme 

A,  B,  G,  D  désignant  des  polynômes  en  ;;.  Puis  nous  écrivons 
Ax-i-B        A.r2-|-B,r        A'.r-+-B' 


('9) 


G  .r  +  D        G  .r2  -h  D  ./■        G' ./;  -+-  D  ' 


G'(A.rH-B)  — G(A'.r^  B')  _  A".r-4-B" 


Divisons  A".r+B"  par  D"  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,   jusqu'au 
reste  en  z"'.  Nous  obtenons  une  identité  de  la  forme 

A",f+B"  ,        ^"R 


(')  On  a  k'^—kp  +  M,  C'  =  — C/^  +  D;  A"  =  C'A— A'C  =  AD  —  BC,  qui  ne 
saurait  être  nul  si  y  ne  se  réduit  pas  à  une  fonction  de  ;;.  Donc,  la  Iransfurmalion 
ed'ectuée  ne  peut  être  illusoire. 

On  peut  aussi  écrire,  en  remarquant  que  1  x  -{- —  )    ^  z  +  — q, 


\x  -f-  B  Ajc  -f-  B 


A.-H-B)[c(.-^f)-D"|_^„^_^^„ 


Cr-hD         r(       ,    P\         r.'  r-  (  P'  \         t.-  '  O" 
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les  a  étant  des  binômes  du  premier  degré  en  x^  R  étant  un  jiolynome  en  x 
et  5.   l'ortons  dans  (  i8)  : 

'''o  «1  «2  ««-1 

yi  désignant  une  fraction  rationnelle  en  x.  dont  le  dénominateur  n'est  plus 
divisible  par  ;:. 

On  a  ainsi  extrait  la  partie  de  la  décomposition  relative  au  tiinome 
x--^px  -+-  q. 

Si  l'on  ne  lient  pas  à  avoir  y^  (ce  qui  arrive,  par  exemple,  si  l'on  veut 
extraire  les  différentes  parties  de  la  décomposition  en  partant  directement 
de  y),  on  peut  simplifier  les  calculs,  en  négligeant  partout  les  termes 
en  z  de  degré  ^rt,  qui  n'iniluent  pas  sur  le  quotient  (v.o).  En  particulier,  si 
«  =  I,  on  néglige  tous  les  termes  en  z. 
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PROPRIÉTÉS  GÉ.\ÉR\LES   DES   ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


219.  Soit  un  polvnome  qiielcoïKiue  /"(r)  à  coefficients  et  à  varial)le 
complexes. 

Nous  avons  précédemment  défini  d  une  manière  précise  (n"  199)  ce 
qu'on  entend  par  zéros  ou  racines  de  ce  polvnome.  Rechercher  ces 
zéros  ou  racines,  c'est  ce  qu'on  appelle  résoudre  C équation 

(U  /<-)  =  o. 

Si  m  est  le  dei;ré  du  polvnome,  l'équation  est  dite  algébrique  et 
du  «i'^"""  degré.  Les  zéros  àe  f  [z)  sont  aussi  nommés  les  racines  de 
V équation.  L'ordre  de  multiplicité  conseixe  la  même  signification 
qu'an  n"  205. 

Théorème.  —  Toute  équation  algébrique  du  ni"'"'^*'  degré  pos- 
sède m  racines. 

Ce  théorème  a  été  démontré  au  n"  205.  Rappelons  que  chaque 
racine  doit  être  comptée  un  nonihre  de  fois  égal  à  son  ordre  de  multi- 
plicité. 

220.  Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines.  —  Soit  l'équa- 
tion 

(2)  /(.r)  =  Ao.r'"  -~  Ai .r"'-i  -^  .  .  .  -^  \,,.r"'-i' -+-...+  A„,  =  o. 

Apj)elons  .r, .  .ro.  ...,  x,n  ses  m  racines,  chaque  racine  multiple 
étant  répétée  un  nombre  de  fois  égal  à  son  ordre  de  tnulti|)licilé.  Nous 
avons  (n"  20o) 

/(.r)  =  Ao(.''  — .'-i)  (./•  —  , ;.-2).  ■  •(•^■  — •'■/«)• 
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Développons  le  produil,  en  nous  repoitiinL  au  n"  !2o.  Si  Ion  dé- 
sii;ne,  d'une  manière  générale,  par  Sj,  la  soiuiiie  des  produits  yo  à/)  des 
m  racines  û",.  x^,  .  .  .  ,  x,,,-.  on  a 

(3)  f{.r)=  Aof.r'"— .Çi.r'"-!-^  5.,.,-/«-2_...-u_  {^^xy g ,,.r>"-l> ^ ...-^{—\)>" s ,n\. 

Les  polynômes  (2)  et  (3)  devant  élre  identiques,  on  a  nécessaire- 
menl 

Ai  =  — Ao5i,     .\2=Ao5.2,      A/j=  (— ij/'AoS/,,      ...,     A„,  =  ('— i)"'Ao5„;; 

d'où  l'on  lire 

(4)  s,=-^,      5,=  ^,      ...,      s„:=i-^),>^,      ....      s,„={-^yn-^. 

Aq  Aq  Aq  Ao 

Ces  relations  jouent  un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des 
équations  et  sont  connues  sous  le  nom  de  relations  entre  les  coeffi- 
cients et  les  racines.  Leurs  j)remiers  membres  5,,  .Vo.  ...,  s,„  sont 
A^^eXésXe?,  fonctions  symétriques  élémentaires  (\es   m  nombres  x^^ 

X2  ,     .   .  .   ,    X  Df 

Le  système  (4)  est  écjuivalent  au  suivant  : 
(  5  )  fi-ri  )  —  o,         /(.r2  )  =  o,  .  .  . ,         /(  x,n  )  =  o, 

et  le  remplace  avantageusement  comme  avant  une  l'orme  beaucoup 
plus  simple  (').  Une  application  classique  de  cette  remarcjne  est  la 
suivante  : 

pKoBLi:Mi:.  —  Exprimer  que  les  racines  cPune  équation  algé- 
brique, dont  les  coefficients  renfermentdes paramètres  arbitraires, 
satisfont  à  une  ou  plusieurs  relations  données. 

(')  C'est  ainsi  que  chaque  équalion  ( /)  )  est  linéaire  par  rapport  à  cliacune  des  in- 
connues x^,  x^,  ...,  x„^.  [''aisons  à  ce  propos  la  remarque  suivante  : 

Dans  certaines  questions,  il  y  a  lieu  de  fiiin-  jouer  un  rôle  [liirticulicr  ii  certaines 
des  racines,  soit  x,,  x.,,  ...,  x ,.  Il  peut  (Hrc  nlms  :iv;mi:igcu\  (rcxpriiiicr  *,.  s.^.  ..  ,s„, 
au  moyen  des  fonctions  symétriques  élémentaires  relatives  ii  x^,  x.,^,  . .  . ,  .r  d'une 
part,  et  à  x  .^.  ^p-^.-ii  •■•»  x„i-  d'autre  part;  ce  qui  se  fait  toujours  par  un  ralrui 
simple,  du  moins  tant  que  m  et />  ne  sont  pas  très  grands.  Nous  aurons  l'occasion 
d'indifjuer,  dans  la  suite,  quelques  exemples.  Pour  l'instant,  hornons-nous  à  donner 
les  formules  suivantes,  (jue  le  lortcur  v(''rilier;i  sans  diftirnlli'.  l'icnons  p --  m  —  i  ; 
on  a 

s,=  a,  +  a;,„,  «,=  7.^4- j;,„7|,    ••■«„=  ï,,  +  •.c,„s,^_,,    •■•*",„=  ^,„  5,„_i, 

en  appelant  7,,  ■z...   ...,  -,„-^  les  frjnclions  rcliitivcs  à  x^,  x.^,   ...,  x^^_^. 
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II  suffit  d'éliminer  ^,,  :i'2,  ...^x,„  entre  ces  relations  données  et 
les  relations  (4).  Bien  entendu,  on  peut,  si  Ton  vent,  remplacer  une 
ou  plusieurs  de  celles-ci  par  un  nombre  égal  d'équalions  choisies 
dans  le  système  (5).  Mais,  cela  est  rarement  avantageux. 

Lorsque  les  coefficients  vérifient  les  conditions  requises,  il  arrive 
souvent  qu'on  peut  résoudre  l'équalion,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions imposées  aux  racines,  ou  lout  au  moins  la  ramener  à  la  résolu- 
tion d'une  ou  plusieurs  écpialions  de  degré  moindre.  Le  lecteur  se 
rendra  compte  de  la  manière  dont  on  procède  d'a|)rès  les  exercices 
relatifs  à  ce  Chapitre. 


II.  -  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES  DES  RACINES. 

22L  Une  fonction  F  (j7, ,  j?o,  ...,  Xm)  des  m  variables,  ic, ,  x^  ..., 
Xm  est  dite  symétrique  si  elle  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  y 
permute  les  variables  d'une  manière  quelconque.  Telles  sont,  par 
exenqile,  les  fonctions  symétriques  élémentaires  mentionnées  plus 
haut. 

Supposons  que,  dans  une  telle  fonction,  on  remplace  les  variables 
par  les  m  racines  a,  b,  c,  ...,  l  d'une  équation  algébrique  donnée^ 
de  degré  m.  La  valeur  numérique  qu'on  obtient  est  indépendante  de 
l'ordre  dans  lequel  on  prend  les  racines  pour  faire  la  substitution. 
Elle  ne  dépend,  en  quelque  sorte,  que  du  groupe  formé  par  ces  der- 
nières, ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  coefficients  de  l'équation.  Il 
est  donc  naturel  de  songer  quon  doit  pouvoir  la  calculer  sans  être 
obligé  de  résoudre  réquation  (').  ("est  précisément  ce  que  nous 
nous  proposons  d'établir  dans  le  cas,  du  moins,  où  la  fonction  F  est 
rationnelle. 

222.  Fonctions  symétriques  rationnelles.  —  iXous  allons  d'abord 
montrer  comment  on  peut,  de  pioche  en  proche,  ramener  toute  fonc- 
tion symétrique  rationnelle  à  des  fonctions  symétriques  de  plus  en 
plus  simples. 


(')  Il  n'en  serait,  au  contraire,  pas  tic  niéiiie  si  la  fonction  F  n'était  pas  symé- 
trique, car  chaque  racine  jouerait  alors  un  rôle  qui  lui  serait  propre.  Il  peut  cepen- 
dant y  avoir  des  restrictions  à  apporter  à  cette  aflirmation  ;  mais  nous  ne  pouvons 
en  parler  ici. 
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THi'.ouKME  I.  —  Toute  f onction  syniétiique  lationnelle se  ramène 
au  quotient  de  deux  fonctions  symétriques  entières. 

Soit,  en  eflet,  la  fonclion 

/(.r,.  .r,,  .  .  .,  .r,„) 


(6)  F(./'i,.r2,  ...,x,„)  = 


^(./■i.  .r,,  .  .  .,  .r,„) 


oùyel  »■  désignent  deux  polynômes.  Si  l'un  deux  est  svinélricjue, 
l'autre  l'est  nécessairement  aussi  et  le  théorème  est  démontre.  Sinon. 
la  permutation  de  deux  des  \ariables,  par  exemple  de  x^  et  x^. 
doit  clianger  f  et  o-,  sans  toutefois  cliani;er  leur  cpiotienl.  Ou  a 
donc 

p  ^  /(-^i.  '^s^ r„t)  ^  /(■r2,.ri,  ....  ./■;„) 

__  .f(-''\-  'r-i-  •  •  .  •  -ï"/»  )  —  .f(-f-2-  >-\ >'m  ) 


^(.ri,  .ro,  .  .  . ,  .r„,  j  —  ^^(  .rj.  .r,, 


Mais,  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  s'annulent  identique- 
ment pour  x^  =  x-x  et  sont  par  suite  divisibles  jiar  j:,  —  jTo  (n"  203). 
La  suppression  de  ce  fadeur  commun  simplifie  la  fraction  F.  En 
recommençant  la  même  opération  autant  de  fois  que  cela  est  néces- 
saire, on  obtient  haut  et  bas  des  polynômes  de  degrés  décroissants, 
qui  finissent  forcément  par  devenir  symétriques,  car,  en  mettant  les 
choses  au  pis,  lun  d'eux  finit  par  se  réduire  à  une  constante,  Taulre 
étant  alors  nécessairement  svuK-lricpie. 

TuF.ouÉME  H.  —  Tout  polynôme  symétrique  est  une  somme  de 
gro  upes  11  om  o  gène  s . 

Nous  ap|)elons  ainsi  tout  groupe  dont  les  tlillérents  termes  sont 
obtenus  en  remplaçant  les/;  variables  de  l'un  d'euxpar  lousles  arran- 
gements />  à  p  des  m  lel Ires  Xt,  Xj,  .  . . ,  x,„. 

Cela  posé,  prenons  dans  le  polynôme  symétriquey(.r, ,  .ro,  ...,.r„,) 
un  terme  quelcoïKjiie  A  .r*' .r*'  .  .  .  .r*/'  [p'^m).  Si  nous  v  remjila- 
çons  J7,,  jCo,  ...,  Xp  successivement  pai"  tous  les  arrangements  doni  il 
vient  d'être  qiieslion,  nous  obtenons  des  termes  qui  doivent  tous  se 
trouver  dansy^.  J^eur  ensemble  constitue  d'ailleurs  un  groupe  homo- 
gène de  la  nature  pi'écédemment  définie.  Siyrenferme  encore  d'autres 
termes,  nous  |)r('ii(ii()iis  un  (pieleoiKjuc  dCiilrc  eux  <•!  nous  en  (h-diii- 
rons  un  noincaii  i;r()ii|)c  iK'cessaircnicnl  coiilciiii  dans  /'.  I'>ii  coiiliniiaiil 
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de  la  sorte,  on  arrivera  à  épuiser  Ions  les  termes  et  le  théorème  sera 
démontré. 

223.  Calcul  des  groupes  homogènes.  —  Voyons  maintenant  com- 
ment on  peut  calculer  la  valeur  que  prend  un  groupe  homogène  quand 
on  j  remplace  a?i,  x.i,  •  •  • ,  x,n  par  les  racines  a,  b,  . . .  ,  l  de  l'é(pia- 
tion  (2). 

Un  tel  groupe  se  représente  par  le  svmbole 

(7)  Srt«èP...eS 

sur  lequel  il  convient  d'apporter  quelques  éclaircissements.  Les 
nombres  a,  ^3,  ...,  t  sont  des  entiers  quelconques  qu'on  aurait  le 
droit  de  supposer  tous  positifs,  mais  pour  lesquelles  il  n'y  a  pas  d'in- 
convénient d'accepter  des  valeurs  négatives.  Les  lettres  «,  b,  ...,  e  qui 
figurent  dans  nn  terme  constituent  un   arrangement  quelconque  des 

m  racines  «,  b^  c, /.  Leur  nombre,  au  plus  égal  à  m,  est  dit  i  ordre 

du  groupe.  Si  les  exposants  a,  [3,  ...,  £  sont  tous  diflerents,  il  est 
évident  (|ue  deux  arrangements  distincts  donnent  toujours  deux 
termes  distincts.  Mais,  il  n'en  va  plus  de  même  lorsque  deux  ou  plu- 
sieurs de  ces  exposants  sont  égaux.  Par  exemple,  si  a  =  |3,  les  ar- 
rangements rt,  b.,  c,  <•/,  e  et  ^,  a,  c,  c/,  e  donnent  le  même  terme.  De 
même,  si  a  :=  jB  =  *>',  les  six  arrangements  déduits  de  a,  ^,  c,  d.  e  par 
permutation  des  lettres  a.,  />,  c  donnent  le  même  terme. 

ïfiwVç,  fonction  symétrique  simple^  ou  groupe  du  premier  ordre, 
est  de  la  forme  ^rt'^=  rt'^-h  b^^-\-  ...  +  l/-^.  C'est  une  somme  de  puis- 
sances semblables  des  racines  de  l'écpiation.  Nous  la  désignerons  par 
la  notation  S^.  L'exposant  a  est  un  entier  (]uelcon(pie  ])0sitif,  négatif 
ou  nul.  Dans  ce  dernier  cas,  on  a 

So=  ««-f-  6"-^...-^  /»=  i-H  1  4-..  .-H  I  =  m. 

Théorèmk.  —  Tout  groupe  homogène  peut  se  calculer  au  moyen 
des  fonctions  symétriques  simples. 

En  effet,  soit  d'abord  une  fonction  symétrique  double  }Ca^|3?. 
On  a 

(8)  SaS^3=  (a^-!-(^=^-hc«-}-...- /''<)('rtP-f-/^P-t-c?-+-...-h /?). 

Pour    eUcclucr    ce   produit,    nmis   devons   associer  de     toutes    les 
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manières  possiljlcs  un  lenne  du  premier  facteur  avec  un  terme  tlu 
second  fadeur.  SI  nous  associons  deux  termes  de  même  rang,  nous 
obtenons  des  produits  partiels  de  la  forme  r/''.  «?  =  a^'+f^,  dont  la 
somme  est  Sa+a.  Si  nous  associons  deux  termes  de  rangs  différents} 
nous  obtenons  des  produits  partiels  de  la  forme  a'^b?,  («,  b)  consti- 
tuant un  quelconcpie  des  arrangements  deux  à  deux  des  ni  lettres  «, 
b,  ...,  /.  Si  a  ^  [i,  la  somme  de  ces  produits  partiels  est  doneSrt^/^?. 
Si  a  =  ^,  elle  est  égale  à  aSa»^^,  conlorujément  à  une  remarque 
faite  plus  liant.  On  a  donc,  suivant  le  cas, 

(9)  S«Sp=s«+p+:c««il^       (a?^?); 

(10)  (S«)-2=S,a+ 2  !«='/>='; 

d'où  Ton  peut  toujours  tirer  le  groupe  cberché  en  fonction  de  fonc- 
tions symélriques  sim|iles. 

Soit  maintenant  la  fonction  symétrique  triple  Sa^/^^cï.  On  peut 
l'introduire  par  la  multiplication 

(il)  (■Saa6P)Sy=(a='^?^-...)(aT-H  67  +  cT-+-.  . .). 

En  multipliant  le  premier  terme  a'^b'\'^  du  premier  facteur  successi- 
vement par  at .  Aï.  cT,  on  obtient  les  trois  es|)èces  de  termes 

{il)  a^^tb'?.      rt«6P+r.     a^b'^ct. 

Comptons  combien  de  fois  cluicun  creux  est  obtenu  dctns  la  nud- 
tiplication.  Le  premier  est  obtenu  une  seule  fois  si  |3  ^  a -h  v.  Ilot 
obtenu  deux  fois  si  3  =  a -(- y,  la  deuxième  fois  étant  fournie  par  le 
produit  de  a'^b'^  par  /yï.  Conclusions  analogues  pour  le  deuxième 
terme,  (^uanl  au  troisième,  Il  est  obtenu  une  fois  si  y  n'est  égal  nia  a, 
ni  à  |3;  deux  fois  si  v  ^=  a  ou  [i  (p;^»''  exemple,  si  y  =^  a,  on  a  a^bl''  x  c* 
et  c='^l^  X  rt'')  ;  trois  fois  si  a=  [i  =  y  (a«6'«  x  C*,  <7,«c«  X  b^.  b'^c'^  X  ««). 
Obst.'rvons  enlin  (jue  les  <l(  ii\  premiers  termes  ne  donnent  naissance  à 
des  gi'oupes  dislincts  que  si  a  ^  [j  ;  sinon,  ils  doniKul  deux  lois  le 
même  groupe. 

Dans  tous  les  cas,  en  (l<''\el()pp;inl  le  piodiiil.  on  obtient  toujours 
une  é'gallli'  (Toù  Ton  peut  llrer  ^a'^bi^c^  en  fonction  de  fonctions 
s\  m(''lri(pies  simples  el  doubles  el,  par  suite,  d  après  le  cas  précédent, 
en  fonction  de  (onctions  syiiK-trupies  simples. 

On  serait  airivf'-  à  un  i(''MiI|;iI  aiialogm;  en  ellecl  iiaii  I  I  un  des  pro- 
duits la'by.Sr^,  lV/;V>y.Sa,   Sa.S;:|.Sy. 
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l*our  les  yroujjes  d'ordre  supérieur,  on  suit  une  marche  analogue, 
sur  laquelle  il  est  iuutile  d'insister  davantage. 

Remarques.  —  I.  Dans  le  calcul  du  produit  qui  doit  introduire  la 
fonction  symétrique  cherchée,  il  faut  prendre  beaucoup  de  précautions 
et  compter  exactement  combien  de  fois  cJiaque  terme  se  reproduit 
dans  la  multiplication.  Pour  être  sûr  de  ne  pas  se  tromper,  il  vaut 
mieux  écrire  tout  au  long  les  deux  facteurs  du  produit  à  développer, 
tout  au  moins  tant  qu'ils  n'ont  pas  une  longueur  trop  considé- 
rable. 

II.  Dès  que  Vordre  dépasse  2,  il  3'  a,  comme  on  la  vu,  plusieurs 
manières  de  procéder.  On  doit,  avant  de  commencer  tout  calcul, 
tâcher  de  se  rendre  compte  de  celle  qui  sera  la  plus  simple. 

ÏIl.  Il  y  a  quelquefois  d^iutres  façons  plus  avantageuses  de  faire 
apparaître  la  fonction  symétrique  cherchée.  Elles  consistent  à 
multiplier,  par  des  facteurs  symétriques  convenables.,  une  ou  plu- 
sieurs des  fonctions  symétricjues  élémentaires,  lesquelles  se  calculent 
immédiatement  par  les  formules  (4)-  Un  cas  très  simple  est,  par 
exemple,  celui  des  groupes  d'ordre  m,  dont  chaque  terme  «* />P  ...  /ï 
renferme  toutes  les  racines.  Si  p  désigne  le  plus  petit  des  exposants 
a,  [3,  ...,  ).,  on  peut  mettre  en  fadeur  dans  le  groupe  le  produit 
aPbi^  .  .  .  If  =  {s„i)P.  11  reste  alors  à  calcider  une  fonction  symétrique 
évidemment  moins  conq^liquée  que  la  proposée.  On  peut  même  apjjli- 
quer  cette  remarque  dans  le  cas  d'un  groupe  d'ordre  <</?«,  quitte  à 
introduire  des  exposants  négatifs. 

224.  Calcul  des  fonctions  symétriques  simples.  —  Arrivons  enfin 
au  calcid  des  fondions  symétriques  sim|)les,  qui,  lui,  doit  se  faire 
directement.  Il  existe,  à  cet  effet,  différentes  méthodes  ;  nous  n'en 
indiquerons  qu'une. 

Formules  de  Newton.  —  Elle  repose  sur  lartifice  suivant  :  par- 
tons de  l'identité  (n°  20o) 

/l,/;)  ^  Ao(./.-  —  «)  (.r  -b)...{x  -  /  I. 

Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  et  multi- 
plions pary'(x) 

(.3)  /'(,.)  ^/l:!l-^/L4^...^/!:i:i. 

^      '  •'    ^    ■'        .1-  —  a        .1-  —  b  .;•  —  / 
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Divisons  f  {oc\  par  ./•  —  a  suivanl  les  puissances  décioissanles  de  x^ 
en  suivant  la  règle  du  n"  1203, 

■'  =  A„. /•'"-•  —  (  \„ rt  -f-  A 1  ).r'"-2  — . . . 


-+-  (  Ao a/' H-  A 1  «/'-'  — . . . -i-  A/,  )./■'"-/'-'  -r . . . 
+  (  Aoa"'-i  -^  A,  rt"'-2-+-.  . .  -4-  A„,_i  ). 

Eu  ajoutant  toutes  les  identités  analogues  et  tenant  compte  de  (i 3), 
il  \  ient 

f'(.r)  =  mAo./"'-'  +  (AoS,^  m  A,  }.r">-i^..  . 

^  (  Ao  S,, -^  A ,  S/;_,  — .  .  .  -r-  /n \,,).r"'-i>-^  H- .  .  . 
-^  (  Ao  b,„_i  -r-  A  1  S,„_2  H-  ...  —  w  A  ,„_,  ;. 

Daulre  part,  on  jieut  calculer  y  (.r)  par  dérivation  de  f(x').   Ega- 
lant (!<■  |)arl  et  d  autre  les  coelïîcients  de  x"'~p~^.  on  a 

(  ni  —  p  i  A  /,  =  Ao  S/,  -h-  A ,  S/,_,  -f-  .  . .  -+-  m  X,,, 
ou 

AoS/,+  A]S/,_i  — .  .  .-t-/>A;,=  o. 

Einaleinenl.  nous  avons  les  formules  suivantes,  ûlles  fo/m aies  de 

Aeivlon  : 

AoSi      —  \t  =  o, 

A0S2         -i-.\iSi  -H.  .  . -r-    >  A.2  =  o, 


l  I  4  ^  \ 

AqS;,  -!-A,S/;_1      -~.    .    .—p\p=    o, 


Ao  S„,_i  —  A 1  S,n—2 -^  .  . .  -h  (  /;?  —  I  I A ,„_i  =  o. 

Elles  permettent  de  calculer,  de  proche  en  proche.  S,,   So,  S,„_|. 

Extension  des  formules  de  Newton.  —  (Jn  peut  en  donner  une 
extension  très  simple,  condui-ant  au  calcul  de  S^,  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  a,  positives  ou  négati\cs.  Le  iK)mhre  u  étant  un 
entier  (pielcontpie,  on  peut  écrire  (') 

A„'/"'"V-i-  Ai^i'^+IJ-i— .  ,  .—  \„,a\>-=  aVj'i  a  }  =  o. 

lu;mpluçons  c/  par  A,  c,  ....  /  et  ajoutons 

(  13)  Au  S,„^|X  -i-  Al  Sm-t-y.-l  -^  '  •  '-^  '^iii  ^p.  =  "• 

(')  Ceci  esl  en  dcfaul  si  a  csl  nul  (H  ;j.  ni.-f;alif.  Mais  celle  rcslriction  esi  suns  im- 
porlance,  car  lorsquiinc  éqiialion  a  utic  racine  nulle,  on  l'en  débarrasse  en  divisant 
par  une  |jiiissance  ronvfiialjl<;  de  x. 
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Telle  est  \a  formule  qui  complète  les  form.ules  de  Newton.  Si  Ton 
V  fait  successivement  |jl  =  o,  1,2,  ...,  on  en  lire  S^,  S,„_^i,  S,„_,.25  •••1 
en  fonction  des  sommes  d'indices  moindres  (').Si  l'on  f;iil  jj.  =  —  i, 
—  2,  ...,  on  obtient  S_,,  S_2,  ...,  en  fonction  des  sommes  d'indices 
supérieurs. 

22o.  Théorèmes  généraux.  —  Théouème  1.  —  Toute  fonction  sy- 
métricfue  rationnelle  des  racines  d'une  équation  algébrique 
s'exprime  rationnellement  en  fonction  des  coefficients  de  cette 
équation. 

Gela  résulte  manifestement  de  la  méthode  de  calcul  que  nous 
venons  de  dévelo])|)er  et  qui  ne  nous  a  conduits  qu  à  des  opérations 
rationnelles. 

ÏHÉop.iiME  II.  —  Tout  polynôme  symétrique  en  a,b.,  ...^l  peut 
se  mettre  sous  la  forme  d'' un  polynôme  en  s^,  s-^,  ..-,  s,,,,  dont  le 
degré  est  égal  au  plus  fort  exposant  avec  lequel  chaque  racine 
figure  dans  le  polynôme  proposé. 

Soit  le  polynôme  6\ métrique  F  («,  b,  ...,  /).  Si,  dans  les  formules 
f  i4)  et  (i5),  on  remplace,  comme  on  en  a  le  droit  grâce  à  (4),  Ao 
par  I,  A,  par  — a,,  A^  par  .Ço-.  •••,  A,,,  par  ( — i)"'?/»,  on  voit  que 
toutes  les  sommes  S,,  So,  S3,  ...  sont  des  polynômes  en  i, ,  s 2.  ...,  s„i. 
D'autre  part,  les  opérations  décrites  aux  n"*  222  et  223  ne  compor- 
tent que  des  opérations  entières  (additions  et  multiplications).  Donc 
F  peut  s'exprimer  sous  forme  entière  au  moyen  de  5|.  5o,  ...,  s,„\ 
soit 

("iC))  F(a,  6,   .  .  .,  /)  =  <i>(5i,  5-2,    .  .  ..  S,n). 

Cela  posé,  désignons  par  u.  le  degré  de  <I>.  Si  dans  (16)  on  remplace 
.s,,  s-2.  ••■,  Sni  par  leurs  expressions  en  fonction  de  a,  b^  ...,  /,  on  doit 
obtenir  une  identité.  Cherchons  dès  lors  quelle  est  la  plus  haute  puis- 
sance de  a  qui  figure  dans  <I>  après  cette  substiliition.   Désigtuinl   pai- 

(')  (Jn  pourrait  aussi  procéder  comme  il  suil  :  Divisons  jt'" '■;■'(  ;j.  î:  o  )  par  f{x). 
soit 

x'">-v-  =  /(x).  qix)  -+-  n  (x). 

l-"aisons  x  =  a;  nous  avons  a"'''^'=  R  (a).  Donc,  dans  toute  fonction  symétrique, 
on  peut  remplacer  chaque  puissance  de  a  d'expcjsant  >  »!  —  1  jiar  un  jnilynome  en  a 
de  degré  1  /n  —  1.  D'où,  etc. 

Haag.  —   Cours,  I.  M) 
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•7,,  o-j,  3"«/-i  It^s  fonolions  synuHri(|iies  éléiiienlaires  relatives  à  Z», 

c,  ...,  /,  on  a 

(17)  5,  =  a-i-a,,         52=ac;i  — J2,  ..,,         .v,„  =  <?  7/„_i . 

Le  terme  de  plus  haut  degré  en  a  sera  évidemment  obtenu  en  por- 
tant ces  expressions  dans  l'ensemble  des  termes  de  plus  baul  degré 
de  <!>  par  rapport  à  5,,  5o,  ...,  .s,„,  soit  *l'(  5, ,  ^o,  ...,  5,„),  le  polynôme  U* 
élanl  homogène  et  de  degré  a.  Or,  la  plus  haute  puissance  de  a 
(pii  figure  dans  ^r(a-|-a-,,  ac-,  +  t^,  —  <^/3-,„_,)  est  évidemment 
U'"(c/,  «3-,,  ...,  «T,„„,  )  =  rt'^-W  (I,  0-,.  ...,  a-,„_,)  (n"  133).  Le  coeffi- 
cient M'(i,  T,,  ...,  T,„_,  )  ne  peut  d'ailleurs  être  nul  quels  que  soient 
6,  c,  ...,  /,  car  il  le  serait  quels  que  soient  o-,,  ...,  o-,„_,,  et,  par  suite, 
M''(5(,  50,  ....  Sm)  serait  nul  identiquement,  ce  qui  est  absurde.  Le 
plus  fort  exposant  de  a  dans  F  est  donc  bien  égal  à  ij.. 

Théouémk  111.  —  Tout  polynôme  symétii(jue,  homogène  et  de 
degré  p  en  a,  b,  ...,  /  s'exprime  par  an  polynôme  en  5,,  s.,,  ....  s„t 
dont  tous  les  termes  ont  an  poids  égal  à  p. 

Soit  A^'j'^f;-  ...  .s'^;"  un  terme  quelconque  de  <I>.  Son  degré  par 
rapport  à  l'ensemble  des  variables  a,  b,  ...,  /doit  être  égal  hp.  Or, 
le  degré  de  chacune  des  quantités  5i,  i^r  •  •  •?  ^m  est  égal  à  son  indice. 
Le  degré  du   terme  considéré  est  donc 

À I  +  2X0  +  3  X3  -H  .  .  .  -H  w  X,„  =  p. 

Ce  nombre,  ipii  se  calcule  en  multipliant  l'exposant  de  chaque 
variable  par  son  indice  et  ajoutant  tous  les  produits  ainsi  obtenus^ 
s'appelle  \e poids  du  terme  considéré. 

Grâce  à  cette  définition  et  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  théorème  est 
démontré. 

A pplication  :  méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Des 
deux  th('(Mèmes  précédents  on  peut  tirer  une  méthode  souvent  fort 
jxatiqur  pour  le  calcul  des  fonctions  symélrupies  hojn(jgrncs.  h^llc 
ccjnsiste  à  écrire  l'identité  (16),  mais  en  employant  au  second  membre 
des  coejjicients  indéterminés,  l^es  termes  possibles  sont  limités  pai- 
les  deux  restrictions  du  degré  et  du  poids,  imposées  par  les  iIk'o- 
rèmes  II  cl    III.    On  d/lriinmc   ciisuilc   les   c()erficients    inconnus   en 
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siibslitiKuit  dans  (i6)  des  valeurs  niinu-riques  aussi  simples  que  pos- 
sible attribuées  à  a,  ù,  ...,  /  et,  par  suite,  à  ^i,  5o,  ...,  s,„.  On  fait 
autant  de  substitutions  distinctes  qu'il  v  a  de  coefficients  à  calculer. 

III.  —  RACINES  MULTIPLES. 

!2!26.  Conditions  de  multiplicité  d'une  racine.  —  D'après  le  n"20o, 
pou/-  que  le  polynôme  f{x)  admette  la  racine  a  à  l'ordre  a,  il  faut 
et  su  (fit  qu'il  soit  divisible  par  (x  —  a)^  et  pas  par  une  puissance 
supérieure.  Oit  peut'  transformer  de  différentes  manières  cette  con- 
dition. 

Partons  de  l'identité 

(18)  /(.;■)  =  (..•-«)««"■(./.■)         \^^(a)^o]. 

Dérivons  par  rapport  à  x  : 

f(a-)  ^  (.r  -  «)*  *-'(■'■;  +  ^(-'-  -  ^')'-'  ^(•^)  =  i-^'  -  «)^-'  /'(.'•), 

avec 

/i(.r)  =  (.r  —  a)  g' {x)  -h  a  ^(.r)  ; 

donc 

h{a)  =  %g{a)  yéo. 

Il  résulte  de  là  que  a  est  racine  d'ordre  a —  i  def'(x). 

Réciproquement,  s'il  en  est  ainsi  et  quey(a)  soit  nul,  loidre  de 
multiplicité  de  a  pouv  f(^x)  est  un  nombre  ^  tel  que  [i —  i  ^  a  —  i, 
donc  [i  =  a.  On  peut  alors  énoncei'  le  tliéorènie  sui\ant  : 

Théorf;me  t.  —  Si  a  est  une  racine  d^ ordre  a  de  f[x)^  c^est  une 
racine  d'ordre  a —  i  de  f'{x);  réciproquement,  si  a  est  racine 
d' ordre  a —  i  de  f'{x)  et  annule  f{x),  c'est  une  racine  d'ordre  a 

de  f(x). 

En  a|)pli(piant  a  fois  de  suite  ce  théorème,  on  a  le  suivant  : 

Théorème  IJ.  —  Pour  (ju'une  racine  de  f{x)  soit  multiple 
d'ordre  a,  il  faut  et  suffit  ([u'elle  annule.^  en  même  temps  que  f{x), 
ses  y.  —  I  premières  dérivées,  mais  pas  la  y.'""''. 

227.  On  arrive  à  des  conditions  plus  avantageuses  en  introduisant 
ce  qu'on  appelle  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  d'homogé- 
néité. 
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Iniagiuons  qu'on  rende  le  polynôme /(^r")  homogène  el  de  degré  /n, 
grâce  à  rinlroduclion  d'une  nouvelle  variable  j',  dite  variable  d' ho- 
mogénéité. On  obtient  de  la  sorte  un  poljnome  F(;r,j)^),  qu'on  peut 
définir  par  I  identité 


(•9)  F(-^-:7)  =  j'"/(^7); 

de  sorte  qu'on  a 

(20;  F(./-,  ;)=/(.r). 

Dérivons  (19)  par  rapport  à  )'  : 


_   mr'"-'^  fi  -     —  v"'---cf' 

dF 
Faisons  y=i;   le  premier  meml)re   —  devient   un   polvnome  de 

degré  m  —  i  en  x,  (|ue  nous  désignerons  par  f'y{x)  et  (juon  appelle 
dérivée  de  f{x)  par  rapport  à  la  variable  d^ homogénéité.  Quant 
au  second  membre,  il  devient  m/i^jc)  — ■  xf'{x).  On  a  donc  l'identité 

(■2t)  /;.=  m/(,/-)  — .r/'(,r), 

ou 

(22)  mf(.r)^xf(.r)^f;.     ('). 

Ola  posé,  si  f{x)  est  divisible  par  (./•  —  rt)°',  f'{x)  l'est  par 
{x  —  aj*~'  (théoi'ème  I  )  ;  donc  aussi  /^.,d'a|)rès  (2  1).  Réciproquement, 
si  f  (x)  el  f'y  sont  divisibles  par  (a?  —  <^)^~'j  i'  en  est  de  même  de 
/(x),  d'après  (22).  Mais  alors/(.r)  est  divisible  par  (.r  —  a)^,  d'après 
la  récipro(jue  du  ibéorèjue  1.  D'où   : 

Théouiïmi:  m.  —  l'oiir  que  f(x)  admette  le  nombre  a  comme 
racine  d^ ordre  a,  il  faut  et  suffit  que  f'{x)  et  f'^.  admettent  ce 
même  nombre  comme  racine  cV ordre  a  —  i . 

On  |)cut  niMiiilrr);iiil  appliquer  de  nouveau  Ir  llièorème  à  /'(.r)  et  à/*^.. 
En  rappliipianl  à  f  {x).  on  irilrodiiil  /'"  (  ./■  1  cl  la  dérivée  de  f'(x)  par 
rappoit    a    la    variiibic   d'lioiMoi;('ii(il(''.    Pour  caUuder  celle-ci,    il    faut 

rendrey''(.X"j  li(unogènc,  ce  (pii  donn(!  —  ;  (léii\er  par  rapj)ortàj-,  ce 
(')  CeUe  idi-iiiiK;  n'csl  autre  ()uf  ri<l<titilc  d'I'lulcr  (11°  134). 
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O'-F 

qui  donne — ;  et  endn  faire  -i- =  i ,  ce  nui   donne  un  polvnome  de 

'  d.r  ày  y  i  i       . 

degré  m  —  2  en  x .  que  nous  désignerons  par  Z"^.^.. 

De  même,   en  appliquant  le  tliéorème  à  /,.,  on  introduit y^.^.  ety","; 

obtenu  en  faisant  y  =1  i  dans )  •  Pour  que  a  soit  lacine  d'ordre  a 

de  /(■r),  il   faut   et  suffit  qu'il  soit  racine    d'ordre   a  —  2   de  f"  [x)^ 
f"   ',   f"'- 

J  j;  >•'  J  y- 

En  continuant  de  la  sorte,  on  introduira  les  dérivées  partielles  suc- 
cessives jusqu'à  Tordre  a  —  i.  Celles-ci  doivent  toutes  s'annuler 
pour  57  =  (7:  mais,  parmi  les  dérivées  d'ordre  a,  il  y  en  a  au  moins 
une  qui  ne  s  annule  pas. 

Réciproquement,  si  Ton  part  de  cette  hypothèse,  on  en  déduit, 
d'après  la  réciproque  du  théorème  III,  que  les  dérivées  d'ordre  a —  2 
admettent  a  comme  racine  double;  les  dérivées  d'ordre  a  —  3  l'ad- 
mettent comme  racine  triple,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à /(j:)  qui  doit 
l'admettre  comme  racine  d'ordre  a. 

Finalement,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  W  .  —  Pour  quiin  nombre  soit  racine  multiple 
d  ordre  a  de  f(x),  il  faut  et  suffît  qu  il  annule  toutes  les  dérivées 
partielles  d  ordre  a  —  i.  sans  annuler  toutes  celles  d'ordre  a. 

Rappelons  encore  une  fois  ce  qu'on  doit  entendre  ici  par  dérivées 
partielles   d'ordre   a.  Ce    sont   les    a  +  1    polynômes   en  x,  de  degré 

m  —  a  ('  ),  obtenus  en  faisant  y  =  i  dans  -— —  j   ,  ^  .  ,    »  •  •  •  ?  — -^• 

Remarque.  —  Les  théorèmes  III  et  IV  sont  plus  avantageux  que 
les  théorèmes  1  et  II  en  ce  sens  que  les  conditions  qu'ils  requièrent 
portent  sur  des  polynômes  de  degré  moindre  dans  le  premier  cas  que 
dans  le  second. 

228.  PROBLJiME.  —  Exprimer  qu'une  équation  donnée  admet 
une  racine  multiple  non  donnée  d'ordre  a. 

D'après  ce  qui  précède,  il  sufht  d'c'-crire  que  les  équations 

(23)  /(x)  =  o,        f'(.v)  =  o,         ....        f^-i^(x)  =  o, 


(')  Car )  ,  ••-  sont  des  polvnomes  liumoséiies  de  désiré  «t —yD  (n"  133). 

^    '  fix'^    rjx'-'<jy  '     '  "  "  /^  V  ^ 
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OU 

(24)  /ia-l    ^,,.)  =  o,  fX~ly=0,  ...,  .Ç-V=0, 

ont  une  racine  commune.  Aulrement  dit,  on  éliminera  x  (Chap.XIX) 
soit  entre  les  équations  (aS),  soit  entre  les  équations  (24).  La  seconde 
solution  est  d'ailleurs  préférable,  en  vertu  de  la  remarque  faite  plus 
haut  ('). 

!229.  Séparation  des  ordres  de  multiplicité.  —  Étant  donnée  une 
équation  à  coefficients  numériques,  il  est  aisé  de  reconnaître  si  elle 
admet  des  racines  multiples.  Il  suffit  de  prendre  le  p.  g.  c.  d.  entre 
/(x)  elf'(x).  Si  f{x)  admet  les  racines  «7,  b,  ...,  l  aux  ordres  a, 
,3,  ...,).,  ce  p.  g.  c.  d.  est  (x  —  aY'*  {x  —  O/i^'^  . . .  {x — /)>--', 
car  il  doit  être  formé  au  moyen  des  facteurs  linéaires  communs  '^/{x) 
et  àf'{x)  affectés  des  plus  petits  exposants  qu'ils  ont  dans  ces  deux, 
polynômes.  Si  p  désigne  le  nombre  des  racines  distinctes,  son  degré 
est  (y.  —  i)-\-{';!>  —  i) +. .  .+  (a— i)  =  a -1-  [ii +...+ A —/>  =  //?— p. 
Donc  : 

Théorèmk.  —  Pour  ai'oir  le  nombre  des  racines  distinctes  de 
f{x),  il  suffit  de  retrancher  du  degré  de  f{x)  celui  de  son  p.g.c.d. 
avec  f  [x). 

Nous  iillons  niaintenaiU  montrer  qu'on  peut,  par  des  opérations  rationnelles, 
décomposer  l'équalion  proposée  en  un  certain  nombre  d'équations  donnant 
chacune  les  racines  d'un  ordre  déterminé  à  l'exclusion  des  autres. 

Soit,  d'une  manière  générale,  X,-  le  produit  des  facteurs  linéaires  relatifs  aux 
racines  multiples  d'ordre  /.  On  a  évidemment 

(25)  f^\,\\\l...\',...X'>, 

1 
en  appelant  p  l'ordre  le  plus  élevé  des  racines  de  f{x).  Prenons  le  p.  g.  c.  d.  I) 
entre/"  et  sa  dérivée;  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

Prenons  de  même  le  ]).  g.  c.  d.  D2  entre  Dj  et  sa  dérivée  ;  on  a 

D,=  X3\!...xr^..x';-^ 


(')  (Jn  peut  aussi  se  servir  des  relations  entre  les  coefficicnls  et  les  racines,  en 
observant  que  le  problème  actuel  est  un  cas  particulier  de  celui  qui  a  été  traité  à  la 
fin  du  n-  'VIU. 
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En  continuant   ainsi,   nous  obtenons  le*;    polynômes  Do,    T)\.    ...,   D/)    i  ;    le 
polynôme  D,-  satisfaisant  à  la  formule 

(26)  D,=  x,+,x^2...x;r', 

de  sorte  que 


fuis,  divisons /par  Di,  nous  avons 
Divisons  D|  par  D; 


Q,=  ^=X,X,X. 


D, 
Q,=  pi  =  XA...X„; 

et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  générale, 

(27)  Q,=  ^  =  X,X,+  ,...X,, 

et 

Q,,=  D,._,=  X/,. 

Enfin,  divisons  Qi  par  Qo,  puis  Q-i  par  Q.3,  etc.;  nous  avons 

(28)  §^  =  X.,         §^=X„  ...,         ^  =  X„  ...,  Q,=  X,. 

De  là  résulte  la  rcgie  suivante  : 

Règle.  —  On  prend  les  p.  f:.  c.  d.  entre  f{T)  et  sa  dérivée,  puis  entre  le 
polynôme  obtenu  et  sa  dérivée  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée.  On  obtient  ainsi  une  suite  de  poly- 
nômes dont  f  est  le  premier.  On  divise  chacun  d'eux  par  le  suivant ^  ce  qui 
donne  une  deuxième  suite  de  polynômes.  On  divise  enfin  chacun  de  ceux-ci 
par  le  suivant,  ce  qui  donne  une  troisième  et  dernière  suite  de  polynômes, 
dont  le  premier  admet  les  racines  simples  de  f(x),  le  second  les  racines 
doubles,  ...,  le  iièmc  igg  racines  i"i''^^,  ...,  le  dernier  les  racines  pufies 
d'ordre  maximum. 

Remarques.  —  f.  Chacun  des  polynômes  X,-  /l'admet  que  des  racines 
simples. 

II.  Si  une  racine  est  seule  de  son  ordre  de  multiplicité  et  que  les  coeffi- 
cients de  y  soient  entiers,  elle  est  commensurable.  En  effet,  les  opérations 
précédentes  étant  toutes  rationnelles,  les  |)olynomes  X/  ont  leurs  coefficients 
commensurables.  Dès  lors,  si  l'un  d'eux  se  rédiiil  au  premier  degré,  la  racine 
correspondante  est  forcément  rationnelle. 

m.  On  peut  simplifier  un  peu  la  recherche  des  polynômes  D/,  en  remarquant 
que,  d'a|)rès  le  n"  227,  le  p.  g.  c.  d.  entre  un  polynôme  et  sa  dérivée  est  le 
même  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  cette  dérivée  et  la  dérivée  [xtr  rapport  et  la 
variable  d'homogénéité . 
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ÉLIMINATION. 


i230.  Racines  communes  à  deux  équations.  —  Étant  données  deux 
équations 

(i)  ^(r)  =  o.  .:;^(>r)  =  o, 

que  nous  supposons  d  abtnd  quelconques,  algébriques  ou  transcen- 
dantes, on  peut  se  proposer  de  cherche/-  si  elles  ont  une  ou  plusieurs 
racines  communes.  Lorsqu  on  sait  résoudre  entièrement  l'une  d'elles, 
il  suffit  évidemment  de  substituer  successivement  toutes  ses  racines 
dans  Vautie  et  de  vérifier  si,  parmi  les  résultats  obtenus,  il  j  en  a 
n\\  on   plusieurs  (pu  soieni  idenlupunnent  nuls. 

Ce  cas  simple  étant  écarté,  le  |)rol)lème  n'est  pratiquement  possible 
que  si  les  deux  équations  sont  algébriques  ou  se  ramènent  à  deux 
équations  algébriques  portant  sur  la  même  variable. 

Su])posons  donc  doré'iiavanl  (pie  f{x)  et  g{x)  soient  des  poly- 
nômes. S  ils  ont  une  ou  plusieurs  racines  communes,  ils  sont  tous 
deux  divisibles  par  les  facteurs  linéaires  correspondants  et  ont  un 
p.  g.  c.  d.  (pii  >  aiiMiilc  |)()ur  ces  racines  communes,  liéciproquement, 
si  y  et  ^  (jiil  lin  |).  :;.  c.  d.  A  non  constant,  il  est  manifeste  (jue  toute 
racine  de  A  annule  à  la  lois  /  ri  g.  Donc  : 

TuÉor.iiMK.  —  On  a  les  racines  communes  à  deux  polynômes  en 
annulant  leur  j).  g.  c.  d. 

La  solution  du  jji'objciir'  (pic  nmii  nous  sommes  p()S('  est  donc 
ihéompicinciil  Iri's  simple  (piiiiid  on  a  allaire  à  deux  ('-(pialions  algé- 
briques, i^lle  I  est  encore  |)iai iqiiement  tant  quil  ne  s'agit  que 
d^ équations  à  coefficients  numériques  pas  trop  élevés.  Mais  il  n^en 
\,i  plii^  de  Miénic  lorh(pic  ces  derniers  soiil  lil!(''rau\  en  totalité  ou  en 
partie,  car  la  i(;(li('r(die  du  p.  g.  c  d.  devient  ra|)ideinent  très  pénible 
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à  cause  de  la  complication  cioissaiile  des  coefficients  qui  s'introduisent 
dans  les  divisions  successives  qu'on  est  obligé  de  faire.  Néanmoins, 
si  l'on  a  la  persévérance  de  pousser  les  calculs  jusqu'au  bout,  on  finit 
généralement  par  obtenir  un  reste  de  division  K  indépendant  de  x, 
mais  renfermant  sous  une  forme  plus  ou  moins  compliquée  les  para- 
mètres arbitraires  qui  figurent  dans  les  coefficients  des  deux  équations. 
De  sorte  que  si  l'on  donne  à  ces  paramètres  des  valeurs  numériques 
quelconques,  le  reste  R  n'est  pas  nul;  le  p.  g.  c.  d.  est  constant;  il 
n'y  a  pas  de  racine  commune.  En  égalant  R  à  zéro,  on  obtient  une 
relation  entre  les  paramètres,  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  Texisteace  d'une  ou  de  plusieurs  racines  communes.  D'une 
manière  plus  précise,  pour  exprimer  qu'il  y  a  p  racines  communes^ 
on  pousse  les  divisions  jusqu^ au  moment  oit  l'on  a  un  diviseur  de 
degré  p;  on  écrit  alors  que  le  reste  correspondant  est  identique- 
ment nul,  ce  qui  donne  en  général  p  conditions,  puisque  ce  reste 
est  de  degré /jt  —  i  et  possède  par  conséquent/?  coefficients. 

231.  Élimination  par  les  fonctions  symétriques.  —  Les  considéra- 
tions précédentes  nous  conduisent  à  étudier  d  une  manière  précise  le 
problème  suivant,  d'il  problème  de  l'élimination  : 

Etant  dontiées  deux  équations  algébriques  (')  dont  les  coejfi- 
cients  dépendent  de  certains  paramètres  arbitraires,  trouver  la 
condition  nécessaire  et  su(fisante  cjui  doit  lier  ces  paramètres  pour 
fpie  les  deux  équations  aient  au  tnoins  une  racine  commune. 

Trouver  cette  condition,  c'est  ce  qu'on  appelle  éliniiner  l  in- 
connue X  entre  les  deux  équations. 

Nous  venons  d  indiquer  une  première  solution,  qui  a  lavantage  de 
donner  du  même  coup  la  ou  les  racines  communes  ou,  du  moins,  une 
équation  les  admettant  comme  racines.  Mais,  répétons-le,  elle  est 
rarement  [ualique,  à  |)art  toutefois  le  cas  oit  les  coefficients  sont 
presc^ue  tous  numériques,  surtout  ceux  des  puissances  élevées  de  x., 
qui  s'introduisent  dès  le  début  dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d. 

Nous  allons  maintenant  développer  une  seconde  méthode  basée  sur 


(')  On  peut,  si  l'on  veut,  supprimer  le  mol  algébriques:  mais,  pour  des  équations 
transcendantes,  le  problème  est  généralement  insoluble;  nous  ne  réludierons  pas 
dans  ce  cas. 
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la  tliéorie  des  fonctions  sjmétriqnes  et  qui,  si  elle  n'est  souvent  pas 
pins  pratique  que  la  précédente,  a  du  moins  l'avantage  de  se  prêter 
très  bien  aux  considérations  théoriques. 
Soient  les  deux  équations 

(2)  /(a7)  =  Ao.r'«+  Ai.r'"-i-T-...^  A,„=o, 

(3)  g{x)  =  ^qXP  -h  hixP-^  — .  . .—  B/,  =0. 

Aj)pelons  y.,,  ao,  ...,  y.„i  les  racines  de  la  première  et  ,3,,  ^07  •••7  ^p 
celles  de  la  seconde.  I*our  que  les  deux  équations  aient  une  racine 
commune,  il  faut  et  suffit  que  l'une  des  quantités  g{^-i),  g{^2)i  •••■, 
g'{y-m)  soit  nulle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  produit 

(4)  P  =  ^'(a,)A'(ao)...^-(x„,) 

le  soit.  Or,  ce  j)roduit  est  une  fonction  syjnétrique  rationnelle  des 
racines  de  (•-*);  on  peut  donc  le  calculer  par  des  opérations  ration- 
nelles, suivant  une  méthode  qui  a  été  exposée  au  Chapitre  précédent. 
La  condition  P  =  o  peut  donc  être  considérée  comme  résolvant  le 
problème.  Mais  il  est  évident  que  si  cette  solution  est  très  simple  en 
théoiie,  elle  doit  conduire  en  pratique  à  des  calculs  qui  deviennent 
tout  de  suite  très  longs  dès  que  les  degrés  m  el p  sont  un  peu  élevés. 
On  ne  f  emploie  couramment^  comme  nous  le  verrons,  que  pour 
deux  équations  du  second  degré.  Néanmoins,  nous  allons  l'étudier 
davantage  afin  d'en  tirer  des  eonsécjuences  théoriques  intéressantes. 
Observons  tout  d'abord  (pion  doit  arriver  au  même  résultat  par  la 
considération  du  produit 

(5)  Q-/(P.)/(?2)..-/(13/0- 

Au  reste,  il  est  très  facile  de  le  comparer  au  précédent.  On  peut,  en 
eflet,  écrire  (n"  205) 

f(x)  =  \o(x  —  ai)(;r  —  a,)  .  .  .  (.r  —  y.,n), 
g{x)^  ^o(x—'^^)(x—^.2)...{x~  (3/,,); 
d'où 

!•  =  B«  ( a,  -  îi,  )  (  a,  -  p.,  )  .  .  .  (ai  -  ?.„  ) 

X  Bo(a.,—  '^^)...(cL.—  '^,,)...B,(yi,„—  p,;...ra,„-  [3/,), 

(6)  P  =  B(;Va,-3,,i(a,-3.,)...(a„,-fi/,); 
Q  =  Ao(p,  — a,  )(p,  — 7-2  ;...(£,— a,;,) 

X  Aç,(^^2  —  'y-i)---('ii—  y-m)-  ■  .  Ao([ii/,— a,;...([3j„— 3t,„), 
(1)  Q  =  A;V|3,-  y.,)i'i,-'X._)...{'^,,-%,n). 
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I  •     ,         P  .   Q  ,  ,       r  1  1     • 

l^es    quantités  -5-^^  et  -— ;  se    présentent  sous  la  lornie  du    j)roauit 

de  tnp  facteurs,  qui  sont  les  mêmes,  au  signe  près,  pour  les  deux  pro- 
duits. On  a  donc 

on 


(8)  PA^^=(-i)'"/'QB'J'  =  R     (1). 

La  quantité  R  s'appelle  le  résultant  des  deux  polynômes. 

Thforème.  —  Pour  que  deux  polynômes  aient  au  moins  une 
racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  cjue  leur  résultant  soit  nul. 

Car  l'équation  R  =  o  équivaut  à  P  =  o  (ou  Q  ^  o). 

23*2.  Le  théorème  précédent  peut  sembler  en  défaut  dans  les  circonstances 
suivantes.  Imaginons  que,  pour  certaines  valeurs  \q  des  paramètres  X  dont 
dépendent  les  coefficients,  Aq  et  B,,  deviennent  nuls.  On  peut  alors  constater 
que  le  résultant  s'annule.  D'autre  part,  les  degrés  des  équations  s'abaissent 
et  ces  dernières  peuvent  très  bien  n'avoir  aucune  racine  commune. 

On  lève  cette  objection  parla  considération  i\e?,  racines  infinies.  Admettons 
d'une  manière  générale  que,  pour  X  =  Xq,  les  q  premiers  coefficients  Aq,  A],  .  .  . , 
\q-i  soient  nuls,  A^^  ne  l'étant  pas.  L'équation  (u)  s'abaisse  au  degré  rn  —  q 
et  ne  possède  plus  que  m  —  q  racines.  IMais  on  démontre  que,  si  les  X  tendent 
d'une  manière  continue  vers  les  X(,  et  si  les  coefficients  A  sont  des  fonctions 
continues  des  X,  parmi  les  ni  racines  de  (2),  il  y  en  a  g-  qui  deviennent  infini- 
ment grandes.  On  convient  alors  de  dire  que,  pour  X  =:  Xq,  l'équation  {1) 
possède  q  racines  infinies. 

Si  nous  revenons  alors  à  l'hypothèse  d'après  laquelle  Ao  et  Bq  s'annulent 
simultanément  pour  X  =  Xq,  nous  voyons  que  les  deux  équations  ont  au  moins 
une  racine  infinie  commune.  Comme  leur  résultant  est  en<;ore  nul,  le  théorème 
ci-dessus  est  encoi'e  vrai. 

233.  Propriétés  du  résultant.  —  La  première  expression  du  résul- 
tant R  =  A^'i,'(a,  )  g{oL2)- . .  g(y-„i)  nous  montre  (|ue  c'est  un  |>olynome 
homogène  de  degré /«  par  rapport  aux  coeflicienls  B.  La  seconde  nous 
montrerait  de  même  que  c'est  un  poljnome  homogène  de  degré/?  par 
rapport  aux  coefficients  A. 

Cherchons  son  poids  (n°  !22o)  relativement  à  rensemble  des  coefli- 


(  '  )  Dans  le  cas  où  ni  et  p  sont  impairs,  on  voit  que  le  signe  de  R  n'est  pas  déter- 
miné, ou  plulot  dépend  de  l'ordre  dans  lequel  on  considère  les  deux  polynômes. 
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cients  A  el  B.  ()n  poiirrail,  à  cel  ellel,  se  servir  du  théorème  111  du 
n"  ti2o.  11  est  iiii  peu  j)liis  rapide  d'employer  l'arlifice  suivant,  (|ue 
nous  empruntons  à  Leçons  (  l.  II,  p.  364). 

Imaginons  qu'on  multiplie  loules  les  racines  a  el  [^  par  le  même 
facteur  arbitraire  A,  sans  changer  les  coefficients  Aq,  B„.  I)'a|)rès  les 
formules  ((3)  et  (8),  R  est  manifestement  multiplié  par  \"'p. 

D'aulre  part,  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 
(n"  !2t20)  nous  ap|)rennent  que  chacun  des  coefficients  A/,  13/  est  mul- 
tiplié par  une  puissance  de  Ad'exjjosant  égal  à  son  indice.  Tout  terme 
du  polynôme  K  en  A,,  B,  est  donc  multiplié  par  une  puissance  de  A 
d'exposant  égal  à  son  poids.  I^our  que  K  soit  multiplié  par  A"'/',  quelle 
(|ue  soit  la  valeur  de  A,  il  est  nécessaire  que  tous  ses  termes  aient  pour 
|)oids  /np.  Donc  : 

Tm:oRi:.\iE.  —  Le  résultant  est  un  polynôme  par  rapport  aux 
coefficients  Ao,  A,,  ....  A,„,  B„,  B,,  ...,  B^,,  dont  tous  les  ternies  ont 
pour  poids  tu  p. 

Nous  trouverons  plus  loin  (  n"  238)  une  ap|ilicalion  importante  de 
cette  j)roposition. 

23i.  Résultant  de  deux  trinômes  du  second  degré.  —  Il  im|)orte 
de  savoir  former  de  ttiémoire  le  résultant  de  deux  trinômes 
du  second  degré,  car  il  est  d'une  application  assez  fréquente.  Soient 
les  deux  équations 

(lo)  f{T)^ax--\-bx-\-c^o, 

(il)  gix)  ^  a  x"-r- b' X -^  c' =  o. 


On  a 


R 

—  =  f^l^y-x)  gict-i)  =  (  a'  y.]  ^  b'  oi^-^  c'  ){a'  "xl-^  b'  7i,-\-  c'  ). 


Déxeloppons  et  ordonnons  sui\ant  a\  l>' ,  c'  : 

—  =:«'-(  7-1  'x-i)'-  —  ci  b'  'J.\y.i('ï.x-T-  OL<i)  -{-  a'  c'  (  ol\-\-  7.\) 


b'-T.i'Xo-T-  b' c'(  'Ji.\~  y-i)  ■+■  c'-. 


Oi 


7.,  7.2=-,  7)  -i-  72  = .  7f  -+-  aj  =   (  «i  -f-  79  j^ 9.7172= : 
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d"où 

R  =  a'^c^ —  a' b'cb  -\-  a' c'{b- —  lac)  -^  b'^ca  —  b' c  ba  +  c'-a- 

=  ia"^c- —  -laca' c' -r-  c'-a-)  -f-  ib'-a  c'-\-  b'-ac  —  bb' ca  —  bb' c' a). 

Le  lecteur  vérifiera  aisémenl  que  celte  expression  est  identique  à 
la  suivante 

(r;?)  R  =  (ac—  ca'  )- —  (ab' —  ba)(  bc'  —  cb'). 

C  est  sous  celle  forme  (jii'il  nous  semljle  le  plus  commode  de  rete- 
nir le  résultant  des  deux  irinomes.  On  peut  encore  l'écrire  autre- 
ment; mais  nous  ne  le  ferons  pas,  car  mieux  vaut  connaître  bien  une 
seule  formule  que  de  mal  en  connaître  deux. 

Du  reste,  on  retrouve  rapidement  l'expression  (i  v.  )  eu  raisonnant 
comme  il  suit.  Considérant  les  équations  (loj  et  (i  i)  comme  deux 
équations  du  premier  degré  par  rapport  aux  deux  inconnues  x-  el  x\ 
nous  avons,  en  supposant  ab'  —  ba  ^  o, 

,    „                                      „        bc' — cb'  ca' — ac' 

('3;  ""-^—T' 7:77'  ^  = 


ab' —  ba  ab'  —  ba 


Si  les  deux  équations  ont  une  racine  commune^  cette  racine 
est  donnée  par  la  seconde  formule  (i3)  et  son  carré  par  la  pre- 
mière; on  a  donc  nécessairement 


bc'  —  cb' 


\ab' — ba' /  ab' — ba' 

OU 

(14  )  (ac  —  ca' )-  —  (  ab'  —  ba')( bc'  —  cb' )  =  o. 

On  relrouve  bien  la  condition  K  =  0,  avec  la  ibrme  (^12)  du  résul- 
tant. 

Notre  raisonnement  sujjpose  ab' — ba'y^  o.  Si  ab' — ba'=o,  les 
équations,  considérées  comme  du  premier  degré  en  x-  et  J7,  ne  sont 
com|)alibles  (  n"  ^90)  que  si  le  déterminant  caractéristique  ac' — ca' 
est  nul.  (^est  aussi  la  coiidilion  que  donne  (  i4)-  Dans  ce  cas,  les 
deux  équations  ont  leurs  coefticients  proportionnels  et  oui,  par  suite, 
les  mêmes  racines. 

TnÉonioME.  —  Si  le  résultant  de  deux  trinômes  du  second  degré 
à  coefficients  réels  est  négatif,  les  deux  trinômes  ont  leurs  racines 
réelles  et  distinctes^  et  se  séparant  mutuellement. 
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En  elFet.  le  produit  g'  {^-i)-  g'  {^-2)  p^ii'  exemple  élani  négatif,  les 
nombres  a,  et  ao  sont  nécessairement  réels;  car,  s'ils  étaient  imagi- 
naires, ils  seraient  conjugués  (n"  24-9);  donc  aussi  g{y-i)  et  g  {'^-i)-, 
dont  le  j)roduit  serait  dès  lors  positif  (n°  33). 

On  prouverait  de  même  la  léalité  de  ^)  et  (io- 

Enfin,  en  vertu  du  théorème  du  n°  SoO,  les  nombres  a,  et  ao  com- 
prennent une  racine  et  une  seule  de  g{x)',  de  sorte  que  si  Ton  range 
les  racines  des  deux  trinômes  par  ordre  de  grandeur  croissante,  on 
obtient  lune  des  dispositions  (a,3,ao|^o)  ou  (^Ji^-i  1^2^-2)- 

23S.  Discriminant  d'un  polynôme.  —  On  appelle  discrimina  ni  du 
polynôme  f{x)  le  tjuotient  par  Aq  du  résultant  relatif  à  f{x)  et /' (x). 

Si  ai,a2,  ....  y.„i  «ont  les  racines  def{x)  et  ^1,  S^.  ...,  3,„._i  celles  de  f  (x), 
on  a  donc  (n"  2131  ) 

(i5)     D  =  A--V'(^ij/'(«2).../'(a„,)  =  '«"'.n"-'/«l^i)/ai2).../(P,n-i). 

La  première  expression  peut  se  mettre  sous  une  forme  remarquable.  De 
litlentité 

fix)  =  Ao(a7—  ai)(:r— aa)  ...  {x  —  a,„) 

on  déduit  en   effet 

/'(y.,-)  —  Ao{3:/—  a,  )  .    .  l'a/—  a,_i  )(a/— a,-^,)  .  .  .  (  a,— a,„). 

Si  Ion  fait  le  produit  des  m  quantités  analogues,  on  voit  que  chacune  des 
différences  telles  que  a^ — a/,  y  figure  deux  fois,  une  fois  dans/(ay,  )  et  une 
fois   dans  /'(a/.),    mais  alors    précédée   du    signe  — .  Gomme    il    y   a    en    tout 

— différences  distinctes,  on  voit  que  si  l'on  appelle  A  le  produit  des 

carrés  des  différences  des  racines  de  f{x),  on  a 

m  (m  —  1) 

(16)  D  =  (-i)     ^     a;^'«-^a. 

Le  produit  A  s'annule  lorsque  deux  des  racines  sont  égales  et  dans  ce  cas 
seulement;  donc,  pjour  qu'un  polynôme  ait  une  racine  double,  il  faut  et 
il  suffit  que  son  discrimiuant  soit  nul.  (Cela  résulte  aussi  du  n"  226.) 

On  peut  observer  aussi  que  si  le  polyno/ne  a  toutes  ses  racines  réelles,  le 
discriminant  est  nécessairentent  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre 

m  (m  —  1  )  .  .  1,1   •  ,,  /■,■  ■  ■     , 
est  pair   ou  impair.   IMais    cette    condition   nécessaire  n  est  pas 

en  général  suffisante.    Elle    l'est    néanmoins   dans    le    ras    de   l'équation    du 
troisième  degré  à  coefficients  réels. 

Kn  effet,  supposons  m  =  3  et  admettons  qu'une  seule  racine  aj  soit  léelle, 
les  deux  autres  7.0    et    a.,  étant   dès    lors   imaginaires    conjugu/'os  (  u"  2i'.)  ).  La 
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diiïérence  a.^ — a;j  est  une  imaginaire  pure;  son  carré  est  négatif.  Les  difTé- 
rences  oti —  ao  et  a, —  a^  sont  imaginaires  conjuguées;  leur  produit  est  positif, 
et  a fortioriXe  carré  de  ce  produit.  Donc,  dans  cette  liypolhèse,  A  est  néces- 
sairement négatif. 

o-  1.  ,  •  m  (  m  —  I  )        ^  .  . 

bi  Ion  observe  maintenant  que  =:  3  est  impair,  et,  par  consé- 
quent, que  D  a  le  signe  contraire  à  A,  on  voit  que,  pour  qu'un  polynôme  du 
troisième  degré  à  coefficients  réels  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  faut  et 
suffit  que  son  discriniitiant  soit  négatif. 

La  seconde  expression  (i  j)  de  D  peut  aussi  se  transformer.  Appelons  g  {x) 
la  dérivée  par  rapport  à  la  variable  d'homogénéité.  On  a  (n"  S'a?) 

mfif^i)  =  g{^^)- 

D  =  m  A--'  g{^,)g{'^.,).  .  .  g(  [3„,_i)- 

D'autre  part,  le  résultant  D'  entrey'l  a?)  et  ,.^  (ar)  s'écrit 

D'=(/»Ao)'"-'5-(?i)^(?2)...ft°-(|i,„-i); 
donc 

(.7)  D=-5L. 

Par  conséquent,  le  discriminant  d'un  polynôme  peut  aussi  s'obtenir  en 
divisant  par  m'"--  le  résultant  entre  la  dérivée  et  la  dérivée  par  rapport 
à    la  variable  d' homogénéité. 

Cet  énoncé  est  intéressant  en  ce  sens  qu'il  permet  de  simplifier  un  peu  le 
calcul  du  discriminant.  En  particulier,  il  ramène  le  discriminant  du  polynôme 
du  troisième  degré  a x^ -{- b x^ -]- c x -i,- d  au  résultant  des  deux  trinômes  du 
second  degré  "iax- ^  ibx -^  c  et  bx^-^  -icx  -[-^d,  ce  qui  donne,  d'après  les 
formules  (isi)  et  (17), 

(18)  [)=l^\(c)ad—  ic)2— 4(3rtc  —  62)(3  6f/— c2)J. 

Dans  le  cas  du  trinôme    T-^^-px-\-q,  cette  expression  devient 

(19)  D  ^  4p^-^?-qK 

236.  Méthodes  pratiques  d'élimination.  —  Dans  la  pratique,  on 
ne  forme  pour  ainsi  dire  jamais  le  résullaiil  de  deux  polynômes  de 
degré  supérieur  au  second.  Il  arrive  néanmoins  quelquefois  qu'on  se 
trouve  dans  l'oljligation  délimliier  une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions du  troisième  et  tnème  du  quatrième  degré  (').  On  procède 
alors  de  la  manière  suivante. 

(')  Pour  des  degrés  supérieurs,  on  n'élimine  pas,  à  moins  d'y  être  absolument 
contraint,  ou  à  moins  que  les  équations  ne  présentent  des  particularités  susce|)tibles 
d'apporter  des  siniplilications  évidentes  dans  les  calculs. 
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Soil.  dune  manière  i^énérale,  les  deux  équations 
(■20)  f{x)  =  o, 

Si  elles  sont  vérifiées  siiuultanénienl  pour  une  certaine  valeur  x^ 
de  x^  il  en  est  de  même  de  l'équation 

(  22  )  lf(x)-^iJ.^(.r)=zo, 

où  ),  et  ij.  désignent  deux  facteurs  quelconques  pouvant  très  bien 
renfermer  ^,  pourvu  (|ue  ces  facteurs  restent  finis  pour  .r  =  ^o- 
Pvéciproquement,  si  les  équations  (21)  et  (22)  sont  vérifiées  simulta- 
nément pour  :r  =  ^0,  il  en  est  de  même  de  (20),  à  condition  toute- 
fois que  A  ne  s'annule  pas.  Donc,  on  peiit^  au  point  de  vue  de  l'éli- 
mination, remplacer  réquation  (20)  par  la  combinaison 
linéaire  (22);  mais,  après  V  élimination^  il  faut  bien  vérifier  que 
la  racine  commune  à  (21)  et  à  (22)  laisse  \  et  ^x-Jinis  et  n^annule 
pas  X. 

Au  lieu  de  (20),  on  aurait  pu  remplacer  (21)  sous  la  condition 
a  ^  G.  On  peut  aussi  introduire  une  deuxième  combi/iaison 
linéaire  : 

(23)  rf(x)^iJ.\^{x)  =  o, 

et  éliminer  x  entre  (22)  et  (23),  sous  la  condition  'l^jJ  -  \xK' ^  o^ 
moyennant  la(|uelle  le  système  (22),  (2^)  est  ('■(piivalenl  au  sys- 
tème (20),  (21). 

Cela  posé,  on  peut  essayer  de  déterminer  ).,  a,  a',  'j.'  de  façon  que 
les  équations  {9.1)  et  {"i.^^)  soient  plus  simples  que  les  équations 
proposées.  Par  exemple,  si  celles-ci  sont  du  troisième  degré,  on  peut 
choisir  A  et  '^  pour  éliminer  le  terme  en  x'-^  ;  rcx|)ression  (22)  est 
alors  du  second  degré.  On  peut  ensuite  choisir  )/  et  jj.'  |)()ur  éliminer 
le  terme  constant.  Kn  divisant  par  x  ('),  ré(|Uiili()n  (20  )  s'ahaisse, 
elle  aussi,  au  second  degré.  Si  /.a' —  'p' 7^  <>?  o"  "  ■'  pl"*^  M"  ''  «ipp''" 
(pier  la  loimule  (i 4)- 

Si /est  du  troisième  et  i'  du  secoml  degré,  en  pienant  ).  conslant 
et  'j.  de  la  forme  /.  ./■  i  /:  ^  const.),  on  amèneia  encore  (22)  à  (-Ire  du 
second  degré  et  lOn  prendra  le  lésultant  de  (21)  et  (22). 

(')  On  siipprjsc  que  zéro  n'esl   p;is  racine  ccjMiiinino  aux  ('-(i  nations  ilcinrK'OS. 
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On  conçoit  que,  c|uels  que  soient  les  degrés  des  deux  équations, 
on  puisse,  par  des  opérations  analogues  aux  précédentes  répétées  un 
nombre  suffisant  de  lois,  se  ramener  toujours  à  deux  équations  du 
second  degré.  Mais  les  calculs  se  compliquent  rapidement;  déplus, 
rappelons  quil  faut  prendre  des  précautions  au  point  de  vue  de 
l  équivalence  du  système  proposé  et  des  systèmes  en  lesquels  on  le 
transforme  successivement. 

1237.  Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues.  —  Soient 
les  deux  équations 

(24j  f(x,y)  =  o, 

OÙ  l'on  suppose  ffue/  et  g  sont  des  polynômes  en  x  et  j*. 

On  appelle  solution  de  ce  système  d' équations  tout  groupe  de 
valeurs  numériques  qui.  attribuées  ci  x  et  y,  annulent  identique- 
ment f  et  g. 

Soit  (-^0?  JKo)  ^^'^^  telle  solution.  Les  deux  équations  en  x 

/(^,  JKoj  =  o,         ^(.r,jKo)  =  o 

admettent  la  solution  commune  ^o^  donc,  leur  résultant  est  nul.  Les  y 
des  solutions  du  svstème  vérifient  donc  l'équation 

(26)  R(jK)  =  o, 

obtenue  en  éliminant  x  entre  (24)  et  (2.5). 

Réciproquement.  soitVi  une  racine  de  cette  équation.  Les  équa- 
tions en  X 

(27)  f{^,J'i)  =  o,  g(x.yi,  =  o 

admettent  au    moins  une  racine  commune   x,,  puisque  leur  résultant 
est  nul.  Mais  alors  (.r,, y,  )  est  une  solution  du  sAstème:  d'où  : 

Règle.  —  Pour  résoudre  le  système,  on  élimine  x  entre  les  deux 
équations  qui  le  composent .  On  résout  V équation  en  y  obtenue  et 
à  chaque  racine  y  ^  de  celle-ci  on  associe  la  racine  commune  des 
deux  équations  en  x  que  deviennent  les  équations  proposées 
quand  on  y  remplace  y  par  y 
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238.  Nombre  de  solutions  —  Soient  m  el  p  les  degrés  respectifs 
de  f  el  g.   En   nous   plaçant   dans   le   cas    le   plus  général,  on    peut 


écrire 


/(ar,  y)  =  Aoa;'"  +  A,a"«-'  h-  . . .  ^  A,,,, 
ff(x,  y)~  Bqxp  ■+■  Bj  37/^-1  ^..  .-H  B/„ 

les  coefficients  A  et  B  étant  des  polynômes  en  j'  de  degré  égal  à  leur 
indice.  Le  résultant  R  ( J')  est,  nous  le  savons  (n"  233),  un  polynôme 
en  A  et  B,  donc  aussi  en  y.  Le  degré,  par  rapport  îi  y  de  tout  monôme 
en  An,  A,,  ...,  B^  est  visiblement  égal  à  son  poids  par  rapport  à  ces 
coefficients.  Or,  nous  avons  vu  (n"233)  que  le  poids  du  résultant 
était  /np;  donc,  l'équation  (2(3)  est  une  équation  algébrique  de 
degré  mp.  Comme  à  chacune  de  ses  racines  correspond  une  .solution 
du  svstème,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  du  à  Bezont  : 

TnÉoiiiiMF.  —  Deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues^ 
de  degrés  m  et  p,  admettent  mp  solutions. 

11  convient  de  signaler  les  difficultés  suivantes.,  qui  peuvent 
surgir  à  propos  de  ce  théorème.  Dahoid,  il  peut  arriver  cpio  les 
équations  (2-)  aient,  non  pas  une,  mais  j)lusieurs  racines  communes, 
ce  qui  semblerait  augmenter  le  nombre  total  des  solutions.  Mais  on 
démontre  que  dans  ce  cas  la  racine  y^  de  (26)  est  multiple  d'un 
ordre  égal  au  nombre  des  racines  communes  précédentes  et  récipro- 
quement, ce  qui  rétablit  visiblement  les  choses. 

Il  peut  se  faire  aussi  que  le  degré  0  de  li(.x)  s'abaisse,  cesl-à-dire 
soit  inférieur  à  mp.  Dans  cette  circonstance,  on  définit  des  solutions 
infinies  en  nombre  égal  à  mp  —  0.  iMovennant  (pioi,  le  théorème  de 
Bezout  est  général. 

239.  Systèmes  à  plusieurs  inconnues.  —  Si  Ion  a  trois  ('(jualions 
à  trois  juconnues  .r,^',  5,  on  ('limine  x  entre  la  premièic  el  la 
deuxième,  puis  entre  la  |)remière  el  la  troisième.  On  obtient  un 
svsième  en  jk  ^'t  ^>  qu'on  résout  comme  ci-dessus.  Si  {y\.  Cm)  désigne 
une  solulioii  de  ce  svstème,  on  la  porte  dans  \c>  «'(piations  proposées. 
On  obtient  trois  équations  en  ./■,  dont  on  sait  que  les  deux  premières 
ont  au  moins  une  solution  commune,  ainsi  (pie  la  première  el  la 
troisième.  Reste  à  voir  si,  parmi  ces  soIiiIkuis  communes,  il  v  en  a 
une  (pu   \(M'ilic  à    la    dus    les    trois   équalioio.    liemarcpions   d  ailleurs 
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que,  si  cela  est,  {j'i,  :•{)  devra  annuler  aussi  le  résultant  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  équation. 

Nous  nous  bornons  à  ces  indications  sommaires,  qui  permettront 
au  lecteur  de  se  tirer  d'afl'aire  dans  les  cas  simples  et  qui  se  généra- 
lisent de  manière  évidente  pour  un  système  renfermant  un  nombre 
quelconque  d'inconnues. 

Observons  toutefois^  pour  terminer,  que  dans  le  cas  où  le  sys- 
tème est  symétrique  par  rapport  à  certaines  des  inconnues^  il 
peut  être  avantageux  de  substituer  à  celles-ci  leurs  fonctions 
symétriques  élémentaires. 


CHAPITRE  XX. 

TRANSFORMATION   DES  ÉQUATIONS. 


"lïO.   Transformations  du  premier  ordre.  —   Soient   une   é<jiialion 
algébrique 

(0  /(^)  =  o 

el  une  fonction  rationnelle  donnée 

(2)  y=o(x). 

Faire  subi/-  à  l'équation  (1)  la  transformation  (2)  c^est  former 
V équation  en  y  dont  les  racines  r,  ,^^25  •■•,yin  sont  les  valeurs 
(fue  prend  es  (.r)  quand  on  y  remplace  x  par  les  racines  x,,  x^,  •••, 
x,„  de  fix). 

L'équation  transformée 

(3)  gij)  =  o 

(levant  admettre /y*  racines  doit,  a  priori,  être  de  degré  m.  On  |)eut 
remar(|uer  tout  de  suite  que  ses  coefficients,  fonctions  symétriques 
élémentaires  des  j'/,  sont  des  fonctions  sjmétriques  rationnelles 
des  Xi  el,  comme  telles,  peuvent  être  calculées  par  des  o|)éralions 
rai  il)nn(•lll■■^.  On  arrive  au  même  résultat  en  observant  ([uc  les //?  paires 
de  nombres  (^j;,,  yO>  (-^ajJKa)?  ■•i  (^w,  JK/«)  ^onsliluenl  les  m  solu- 
tions finies  du  système  (i),  (2)  ;  d'où  il  résulte  (pie  l' équation  (3) 
peut  être  obtenue  en  éliminant  x  entre  les  étjuations  (1)  et  (2) 
(n°237). 

211.  Utilité  d^ une  telle  transformation.    —   Imaginons  (pie   l'on 
connaisse  une  racine  j'' de  l'équation   (.j).  Il   lui   correspond   une   ou 
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plusieurs  racines  de  (i),  solulions  conitnuues  des  équalions  (i)  el(4)  : 
(A)  y  =  'ii^)- 

Ces  solutions  sont  données  par  une  équation  algébrifpie  qu'on  |)eut 
former  par  des  opérations  rationnelles,  par  exemple  par  une  recherche 
de  p.  g-,  c.  d.  (n"  230).  Leur  nombre  peut  être  prévu  à  l'avance  :  il 
est  égal  à  Tordre  de  multiplicité  dey'  pour  g'{j')-  En  effet,  si  J7,, 
^2,  ...,  Xg  sont  ces  racines,  les  q  racines  y,,  jKa,  •••;  J'q  de  (3) 
doivent  se  confondre  a.\ecy',  qui  est  donc  racine  multiple  d'ordre  q. 
De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorîcme.  — -  Si  l'on  sait  résoudre  Véqualion  (3),  on  peut  dé- 
composer i  équation  (i),  et  cela  par  des  opérations  rationnelles, 
en  autant  d'équations  que  l'équation  (3)  admet  de  racines  dis- 
tinctes, le  degré  de  chaque  équation  partielle  étant  égal  à  V ordre 
de  multiplicité  de  la  racine  correspondante  de  (3). 

On  conçoit  dès  lors  toute  l'utilité  d'une  telle  transformation  au 
point  de  vue  de  la  résolution  de  l'équation  proposée.  En  particulier, 
si  l'équation  transformée  n'a  que  des  racines  simples  et  des  racines 
doubles,  on  se  ramène  à  la  résolution  d'un  certain  nombre  d'équa- 
tions du  premier  et  du  second  degré. 

Une  autre  application,  de  moindre  importance,  consiste  en  le  Crt/cM^ 
de  certaines  fonctions  symétriques  des  racines  de  f  i-v).  FI  peut 
arriver,  en  effet,  qu'une  transformation  convenable  effectuée  sur 
l'équation  ramène  la  fonction  symétrique  proposée  à  une  fonction 
symétrique  beaucoup  plus  simple  des  racines  de  l'équation  transfor- 
mée, par  exemple  à  une  fonction  symétrique  élémentaire.  C'est  ainsi 
que,  si  l'on  doit  calculer  o  (:c,  )  +  œ  {^-i)  +  •  •  •  H-  ^  {-^m)^  il  suffira  de 
faire  la  transformation  fa)  et  de  prendre  la  somme  des  racines  de  (3). 

242.  Transformations  élémentaires.  —  Il  existe  trois  transforma- 
tions dites  transformations  élémentaires^  qui  sont  d'un  usage  fré- 
quent. Ce  sont  les  suivantes  : 

(I  )  y  =z  X  -\-  h, 

(II;  y  =  kx, 

(III)  y=L. 

Nous  allons  les  étudier  successivement. 


ÔIO  CHAPITRE    X\. 

(1).  Dans  le  cas  de   la  transformation  (I),   léquation   transformée 

s'écrit  immédiatement 

/(j-/0  =  o, 

ce  qu'on  peut  développer,  si  l'on  veut,  par  la  !"ormulc  de  Taylor 
(n"  Mo). 

L  ne  application  importante  de  celle  Iraiisformatiou  est  la  sui- 
vante :  Faire  disparaître  de  Véquation  transformée  le  terme 
en  j'"'~'. 

Rien  n'est  en  effet  plus  simple.  On  veut  que  la  somme 

ri-+-JK2+  ...  -^y„t 

soit  nulle.  Or,  elle  est  égale  à  a?,  +  3:2  +  .  .  .  +  x,n+  ffdi.  Il  faut  donc 
prendre 


h 


A, 

m  Ar 


si  Ton  a  posé,  comme  d'habitude, 

/(ar)  =  Aoa7"'-i-  A,a7"'-i -f-. . .+ A„,. 

Dans  le  cas  de  V équation  du  troisième  degré,  cette  simplification 

est  particulièrement  importante.  Elle  ramène  l'équation  complète  à  la 

forme 

x^  -T-  px  -\-  Cj  =  o, 

(\'\Ve  forme  canonique  et  qui  se  prête,  mieux  que  toute  autre,  à  l'é'lude 
et  à  la  résolution  de  l'équation. 

(11).  La  transformation  (II)  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté. 
Diins  le  cas  où  /■  est  quelconque,  elle  est  utilisée  assez  peu  souvent  ; 
nous  en  verrons  ce|)endant  une  application  au  Chapitre  suivant 
(n"!261).  Pour  l'instant,  nous  dirons  seulement  un  mot  du  cas  où 
/,"  =  —  I,  c'est-à-dire  jK  = — ^'  L'équation  lr,insfoin)ée  se  forme 
immédiatement  par  le  simple  changement  de  x  en  — .c  ;  c'est  pour- 
quoi on  l'appelle  la  transformée  en  — x  de  l'équation  juoposée. 

Une  circonstance  intéressante  est  celle  où  cette  dernière  ne  ren- 
ferme que  des  termes  dont  les  exposants  ont  tous  même  parité.  La 
transformation  considérée  ne  change  pas  l'équation,  dont  les  racines 
sont,  par  suite,  nécessairement  deux  à  deux  oj)|)OS('es.  Dans  ce  cas, 
on  peut  abaisser  d'au  moins  moitié  le  degré  de  Térpialion.  On  com- 
mence par  enlever  la  ou  les  racines  nidics,  s'il  \  en  a;   après   (|uoi   il 


Ao 

A, 

A,„_i 

Ao 

■  =., 

..= 

A„,-2 

A/,i-i 

1  

A,„ 

A.K 

A//i  — 2 

A2 

Ai 

Ao 
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n'y  a  plus  au  premier  membre  que  des  puissances  paires  de  x.  On  fait 
alors  la  transformation  évidente  jk  =  ^-  ('),  que  le  lecteur  reconnaî- 
tra d'ailleurs  pour  l'avoir  déjà  rencontrée  à  propos  de  l'équation 
bicarrée. 

(III).  Enfin,  la  transformation  (III)  conduit  à  Véqiiatioa  aux 
inverses  de  l'équation  proposée.  Elle  s'écrit  immédiatement,  en  con- 
servant la  lettre  x  pour  désigner  l'inconnue, 

A  „,  x">  -4-  A„,_  1  .r"'-i  + . . .  -^-  Ao  =  0, 
et  admet  pour  racines  les  inverses  des  racines  de  (i). 

'2i3.  L  ne  catégorie  intéressante  d'équations  est  celle  des  équations 
réciproques^  qui  sont  caractérisées  par  la  propriété  de  coïncider  avec 
leur  équation  aux  inverses.  Pour  que  l'éqiuition  (i)  soit  réciproque, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  (n"  205) 

(5) 

Egalant  les  rapports  extrêmes,  nous  avons 

Aq  =  A,-„  ; 
donc 

Ao  =  ih  A  ,„ . 

Par  suite,  la  valeur  commune  des  rappfirts  (5)  est  égale  à  ±1. 
Donc,  pour  quhine  équation  soit  réciproque.^  il  faut  et  il  suffit  que 
les  coefficients  équidistanls  des  extrêmes  soient  égaux  ou  bien 
qu'ils  soient  op/wsés. 

Dans  le  deuxième  cas,  l'équation  admet  d'ailleurs  forcément  la 
racine  i  ;  car,  si  l'on  forme  y  (i),  les  termes  équidistanls  des  extrêmes 
se  détruisent.  En  divisant  f{x)  par  une  puissance  convenable  de 
X  —  I,  on  obtient  une  érpiation  qui  n'est  plus  satisfaite  pour^=  i  et 


(')  On  peut  se  demander  comment  il  se  fait  que,  contrairement  à  la  théorie  géné- 
rale, l'équation  en  y  n"ait  pas  même  degré  que  l'équation  en  x.  En  réalité,  l'équa- 
tion transformée,  si  elle  était  formée   régulièrement,  par   la    méthode   des    fonctions 

symétriques  par  exemple,  devrait  admettre  — racines  doubles  obtenues  en    associant 

les  y,  correspondant  à  des  valeurs  opposées  des  .r,.  Elleserait  de  la  forme  [g,  (j')]^  ==0, 
giiy)  étant  précisément  le  polynôme  qu'on    obtient   en    remplaçant  x-    par  y    dans 
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qui  a  encore  ses  racines  deux  à  Jeux  inverses,  puisque  la  racine  i  ne 
pouvait  èlre  quà  elle-même  sa  proj)re  inverse.  Elle  est  donc  réci- 
pro(|ue,  les  coefdcients  équidislants  des  extrêmes  étant  égaux. 

Si  maintenant  l'équation  ainsi  débarrassée  des  racines  égales  à  i  est 
de  degré  impair,  je  dis  qu'elle  admet  la  racine  or  =  —  i.  En  elTet,  si 
Ion  forme  /  ( — i),  les  termes  équidislants  des  extrêmes  se  détruisent. 

I^'inalement,  on  voit  que  toute  équation  réciproque  est,  (//>rès 
suppression  des  racines  +1  et  —  \ ,  de  la  forme 

(6)       F(a7)  =  Ao.r2«-j- Aia"2-'-i-i-. . . 

-+-  A„_i  3""+'  -h  A„  X"  —  A„_,  r"  -1  -^ .  .  .  —  A ,  r  —  Ao  =  o. 

Faisons-lui  subir  la  transformation  (') 

(7)  y^^-^'-- 

Les  racines  x^ ,  x-,,  .  •  . ,  x-^u  étant  deux  à  deux  inverses,  les  racines 
j'jirj,  .  .  . ,  y.2n  ^ox\i  deux  à  deux  égales,  puisque  -)'  ne  change  pas 
quand  on  change  x  en  -.  Par  suite,  l'équalion  transformée  doit  être 

de  la  forme 

[GO-)]==o. 

G(/)  étant  un  polvnome  de  degré  n. 

On  peut  obtenir  ce  dernier  par  l'artifice  suivant  :  l'écjuatinn  (()) 
peut  s'écrire,  en  divisant  par  a;", 

(8)    A„  [x-^  -^^j  -r-  A,  (x"-^  4-  ^j  +.  .  .+  A„_,  (^  ^  1)  +  A„  =  o. 
Calculons  l'expression  ^  />=  xP -\ en  fonction  de  )'.  (Jn  a 

ou 

{9}  V/,+,  =  j'V/,— V/,_,, 

formule  de  récurrence  (|ui  permettra  de  cahnder,  de  |)r()(he  en 
proche,  V„=  2,  V,  ^y,  ^  2,  N  : ^^/. 


(';  On  peut  aussi  f;iire  la  liaiisfornialioti  y  =   ■■>  (|iii  coiuliiil   .1    une    cijiialiim 

ne  renfermant  que  des  ternies  de  mùrne  parité  (  Cf.  Leçons,  n"  271  ). 
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Je  dis  que  V^,  est  un  poljnonie  de  degré  p  en  y.  Cela  est 
déjà  vrai  pouryo=o  et  yo  =  i .  Admettons  maintenant  que  cela  soit 
vrai  jusqu'à  une  certaine  valeui-  de  />,  et  montrons  que  cela  sera 
encore  vrai  pour  \y,_,., .  En  efl'et,  la  formule  (9)  prouve  d'abord,  de 
façon  évidente,  que  ^ pj^\  est  un  polynôme  en  )'.  En  outre,  V^  étant 
de  degré  /?,  y^  p  est  de  degré  /?  +  i  ;  comme  V^_,  est  de  degré  p  —  i , 
le  terme  de  plus  haut  degré  de  l'V^  ne  peut  être  détruit  par  celui  de 
Vy,_î  ;  donc  V^  est  bien  de  degré  /)  +  i . 

Il  résulte  de  là  que  le  premier  membre  de  (8)  est  un  polynôme  de 
degré  n  en  y  :  c'est  le  polynôme  G  (j'). 

Si  l'on  connaît  une  racine  y'  de  G  (jk),  on  en  déduira  deux  racines 
inverses  de  F  i^x')  par  la  résolution  de  l'équation  (^),  ou 

■r-  —  .ry  -1-1  =  0. 

On  voit  donc  que  la  résolution  de  V équation  (6)  se  ramène  à  celles 
d\inc  équation  de  degré  n  et  de  n  équations  du  second  degré. 

î24i.  Transformation  homographique .  —  Aux  transformations  élé- 
mentaires se  rattache  la  transformation  homograpJnque  : 

(^'o^  y  =  — -—7' 

ex  -^  a 

où  a,  h,  c,  d  désignent  quatre  constantes  telles  que  ad  —  bc  ^  o^  afin 
quejK  dépende  réellement  de  x.  L'équation  (10)  est  du  premier  degré 
par  rajjport  à  x  et  donne 

b-dy 

(11)  X  =  , 

cy  —  a 

ce  qui  permet   d'écrire  immédiatement  l'équation  transformée  et  de 
calculer  les  racines  en  x  quand  on  connaît  les  racines  en  y. 
Une  propriété  très  importante   est  la  suivante  : 

Théorf:mk.  —  Toute  transfornuition  homographique  équivaut  à 
une  succession  de  transformations  élénxentaires. 

iJ'abord,  si  c  est  nul,  l;i  transformation  est  linéaire  : 

y  z=i  ax  -\-  b. 

Elle  é(pii\aul  aux  deux  transformations  élémentaires 

z  =  ax,  y  =  ^  -f-  b. 


3l4  CHMMTUE    \\. 

Si  c^  o,  en  ilécomposaiit  j-  en  élémenls  simples  i^Cliap.  Wll),  on 
peut  écrire  la  formule  (lo)  sous  la  forme 

0 

jy  =  OL  -, -^ —  (a,  y,  Y  =  consL), 

ce  qui  équivaut  aux  quatre  transformations  élémentaires 

z  =  .V  -r-  '(,  Il  z=  -  ,  p  =  ji  «,  y  =  t'  -I-  a.  . 

!2io.  Transformations  du  second  ordre.  —  On  peut  étendre  de  la 
manière  suivante  la  notion  (Je  transformation  d'une  équation.  D'une 
manière   générale,    soit    une     fonction     rationnelle    de    p     variables 

h-i)  y  =  o(u,,i(.2,  .  .  .,  Uf,),         (pi  m). 

Imaginons  qu'on  y  remplace  les  ui  successivement  |)ar  tous  les 
arrangements  p  à />  des  m  racines  .r,,  .To,  ..  .,  Xm  de  l'équation  (^i). 
On  obtient  de  la  sorte  A(,'^  valeurs  numériques  (').  L'équation  en  )' 
qui  admet  ces  valeurs  comme  racines  est  ^\le  transformée  de  V équa- 
tion [i)  par  la  transformation  (12).  Une  telle  transformation  est 
dite  du  p'<''«^  ordre.  Dans  le  cas  où/?  =  i,  on  retombe  sur  les  trans- 
formations considérées  dans  les  numéros  précédents,  qui  sont  donc 
des  transformations  du  premier  ordre. 

L'étude  générale  des  transformations  rationnelles  d'ordre  quel- 
conque constitue  un  des  Chapitres  les  plus  importants  et  les  plus 
savants  de  l'Algèbre  supérieure,  que  nous  ne  pouvons  aborder  ici. 

Contentons-nous  d'observer  que_,  pour  avoir  récjiiation  eny  définie 
par  la  transformation  (12),  on  peut,  en  raisonnant  comme  au  n"  !240, 
éliminer  u,,  Uo^  .  •  •  ,  Up  entre  (12)  et 

('i3)  /(«,)  =  o,         f(u^)  =  o,  ...,  f(u,,)  =  o. 

Lorsque  p  est  voisin  de  m  et  que  la  fonction  C3  présente  quelque 
symétrie  par  rapport  à  certaines  de  ses  variables,  il  jieut  y  avoir  avan- 
tage à  éliminer  //,,  u.,,  ...,  u,u  entre  (12)  et  les  relations  entre  les 
eoefjlcienls  et  les  racines,  (^eci  revient  d'ailleurs  à /■e^rz/v/r'/-  Véqua- 


(';  Ces  valeiii-s  piruvent  ne  pas  être  toutes  distinctes.  En  particulier,  si  la  fonc- 
tion »  est  symétrique  par  rapport  à  plusieurs  des  variables  «„  il  y  a  toujours  abais- 
sement du   degré  de  l'équation  transformée. 
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tioii  (\i)  comme  une  condition  imposée  aux  racines  de  (i)  et  à 
appliquer  la  méthode  i^énérale  du  n"  !220. 

En  particulier,  supposons  p  = /?? — i  et  la  fonction  'i  syniélrique. 
Soient  7,,  7o,  .  . . ,  a-,„_i  les  fonctions  symétriques  élémentaires  de  Ui, 
Wo,  ...,  u„i,.\.  On  sait  (n"  225)  que  ':>  peut  s'exprimer  rationnelle- 
ment au  moven  de  ces  cpiantités.  D'autre  part,  si  l'on  applique  les 
foinnules  (i-)  du  n°  225,  on  voit  que  les  ■s  peuvent  être  calculés 
en  fonction  de  la  dernière  racine  u„i  ;  de  sorte  que  finalement 
cp(?^|,  /fo.  . . .,  Um-\)  se  présente  sous  la  forme  d'une  fonction  ration- 
nelle de  Uni-  Donc  : 

Théorème.  —  Toute  transformation  rationnelle  symétrique 
d' ordre  m  —  i  à  effectuer  sur  une  équation  de  degré  m  se  ramène 
à  une  transformation  rationnelle  du  premier  ordre. 

On  rencontre  assez  fréquemment  des  applications  de  ce  théorème 
pour  l'équation  du  troisième  degré. 

jNous  terminerons  ce  Chapitre  en  exposant  quelques  transforma- 
tions particulières  classiques  du  second  ordre. 

2i6.   Équations  aux  sommes  et  aux  produits  des  racines.  —  Soit 
(i4)  y  =  «iH-  Mo. 

Au  lieu  d'appliquer  la  méthode  générale,  il  est  plus   élégant  de   pro- 
céder comme  il  suit.  Introduisons  le  produit 

(l5)  ^   =  »,  Mo- 

Les  nombres  Us  et  u^  sont  les  racines  du  trinôme  x-  —  xy -{- z^ 
lequel  doit  divisery(.r)  si  U\  et  u-^  sont  racines  de  (i).  Effectuons  dès 
lors  la  division  àe  f{x)  par  x- — xy -\- z  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x.  Nous  oljtenons  un  reste  de  la  forme 

V{y,  z).x-^q{y,  z), 

l*  et  Q  désignant  deux  polynômes  en  j-  et  z-.  Les  conditions  de  divisi- 
bilité sont 

(i6)  P(7,^)  =  o,  q(y.z)^o. 

En  éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  on  aura  Téquation  en  y 
cherchée,  ou  équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à  deux. 
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En  éliminant  1-.  on  aurait  au  contraire  l'écjiialion  aux  j)roduils  des 
racines  prises  deux  à  deux. 

!2i7.    Équations  aux  demi-sommes  et  aux  demi-dififérences.    —   On 

peut  aussi  ellectuer  la    transfoimalion   (14)    eu  associant  à   la  somme 
u,  -+-  u-2  l'i  ilillérence  //,  —  ?/.j.  Posons 

?/!-(-//.,  »,  —  ;/, 

y= — ^ — '-'       -= — ^ — ' 


d'où 

Ecrivant  que  u^  et  u^  vérilicnt  (i),  nous  avons 

('7)  f{y-^-)  =  ^:      /<.r-2)  =  o. 

Suivant  qu'on  élimine  3  ou  j',  on  ohlitMil  V équation  aux  deini- 
so/nmes  ou  l'érjualion  aux  demi-différences  des  racines  prises  deux 
à  deux. 

L'élimination  donne  lieu  à  la  remarque  suivante  :  les  deux  équa- 
tions peuvent  s'écrire  (  n°  115) 

~1  -3  r-'t 

f(.y^  —  ^f(y)  +  -f"(y)  -  hf"'o')  -^  v^f  (y) +  ■■■  =  (>. 

Un  obtient  deux  équations  jilus  sinq)les  en  les  combinant  |)ai-  addi- 
tion et  soustraction 

(•«)  f(y)+^f"(y)-^^P'^(7)+-.-=o. 

(19)  /'(7)+  ^/"'(j-)  + -•'• 


en  enle\ant  la  solution  é\idenle  et  sans  inlérèl  ;  =  o.    Ceci   montre 
(pie  1  élimination  é[(t y  conduit  nécessairement  à  une  ('-quation  cpii  ne 

renferme  ::  que  [>ar  son  carré  ;   de    sorte   qu'(jn   |)onrra   poser  j-=  -■, 

de  façon  à  obtenir  i' équation  aux  carrés  des  difféi-enccs  des  racines. 


CHAPITRE  XXI. 

ÉOUATIONS  A  COEFFICIENTS  RÉELS. 


2-i8.  Les  équations  que  nous  avons  considérées  jusqu  à  présent 
pou\aient  être  à  coefficients  complexes  quelconques  et  nous  n'avons 
fait  aucune  distinction  entre  les  racines  réelles  et  les  racines  imagi- 
naires. Nous  allons  dorénavant  nous  placer  au  point  de  \ue,  parti- 
culièrement important  dans  la  pratique,  des  équations  à  coeffi- 
cients réels,  en  envisageant  spécialement  la  recherche  des  racines 
réelles. 

t2-49.  Racines  imaginaires  conjuguées.  —  Théorème.  —  Si  une 
équation  algébrique  à  coefficients  réels  admet  une  racine  ima- 
ginaire., elle  admet  aussi  la  racine  imaginaire  conjuguée  au  même 
ordre  de  multiplicité. 

En  etfet,  reprenons  le  polynôme  y  (c-)  du  n'  109.  en  supposant 
tous  ses  coelficient  réels.  Nous  avons 

/(.c  +  ri)  =  P(^,  JK)  -^  iQ(j",  7) 

et 

f{x-yi)  ES  P(^,  y)  -  t  Q(x,  y), 

car,    les  coefficients  de  /étant  réels,   les  calculs   ûe  f(x-\-yi)    et 
f(x  —  yi)  portent  sur  des  nombres  imaginaires  conjugués  et  donnent, 
par  suite,  des  résultats  conjugués  (n"  30,  remarfjue  II). 
Dès  lors,  si  a  -j-  3/  est  une  racine,  comme  on  a  à  la  fois 

P(a,  .3)  =  o,  Q(a,  ^;  =  o, 

on  a  aussi 

/(a—  !îi,)  =  o. 

En  second  lieu,  si  Ion  applique  ce  résultat  aux  dérivées  succes- 
sives, qui,  elles  aussi,  ont  leurs  coeflicienls  réels,  il  est  manifeste  que 
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la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  j)as  a  le  même  ordre,  soil  qu'on 
substitue  a +•  j3/,  soit  qu'on  substitue  a — '^i.  Donc,  en  vertu  du 
théorème  II  du  n°  !2!26,  les  deux  racines  ont  même  ordre  de  multipli- 
cité. 

Décomposition  d'un  polynôme  en  facleiirs  premiers  réels.  —  S 
l'on  applique  la  formule  (aj)  du  n°  205  à  un  polynôme  à  coefficients 
réels,  les  facteurs  linéaires  sont  soil  réels,  soit  deux  à  deux  imagi- 
naires conjugués.  En  groupant  ces  derniers,  on  obtient  manifeste- 
ment une  décom|)osilion  de  la  forme 

0)  f{x)  =  Au(  j:  —  .r,  )*.(ar  -  .z,y.  . .  .(.r  -  .r^)*r 

X  {j^^  -}- pi  X  -h  q \  }?i  .  .  .  ( -r-  -h  ps -r  -+-  g-^jP-, 

OÙ  x^ ,  X-i,  . . . ,  Xri  p\,  c/i.  .  • . ,  ps,  Çs  sont  des  nombres  réels,  les  tri- 
nomes  ayant  en  outre  leurs  racines  imaginaires.  Tous  les  facteurs  de 
ce  produit  sont  premiers,  si  l  on  exclut  tout  di\iseur  imaginaire.  La 
décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  comme  celle 
qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 

2o0.  Résultats  de  substitution.  —  Thkokè.mk.  —  Si  dans  un  po- 
lynôme à  coefficients  réels  on  substitue  deux  nombres  réels  qui  ne 
soient  pas  racines,  les  résultats  de  substitution  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires  suivant  que  les  deux  nombres  com- 
prennent  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  racines  réelles, 
chacune  de  celles-ci  étant  comptée  un  nombre  de  fois  égal  à  son 
ordre  de  multiplicité. 

Soit  à  conq)arer  les  signes  de  f{a)  et  /{b),  en  supposant  poiii- 
fixer  les  idées  a  <;  b.  Imaginons  que. 2^  croisse  d'une  manière  continue 
de  a  d  b.  La  fonction  f(x)  étant  continue,  on  sait  qu'elle  ne  peut 
changer  de  signe  qu'en  s'annulant  (n°  59,  II),  c'est-à-diie  lorsque  x 
traverse  une  racine.  Oi-,  je  dis  que  toutes  les  fois  cpie  x  tra\erse  une 
racine  o^o,  /{^)  change  de  signe  ou  non  suivant  (pu;  l'ordre  de 
multiplicité  de  celte  dernière  est  impair  ou  pair.  En  ellet,  soil  p  cet 
ordre  ;  on  a 

(2)  f(x)~(.r  —  .r^)i>ff(.i-)  \ff{.ro)^o]. 

.Si  X  est  très  voisin  de  x„,  g(x)  est  très  voisin  de  g(x„)  el  garde, 
pai'  ^uilc,  un  signe  constant.  |)iii>(|iie  g  (x„)nes[  pas  nul.  Il  en  lésidtc 
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quef(x)  change  de  signe  en  même  temps  (jue(T  —  X(,)p,  c'est-à-dire 
dans  le  seul  cas  où  p  est  impair. 

Cela  posé,  lorsque  x  croît  de  a  à  b,  f{x)  change  de  signe  un 
nombre  de  fois  égal  au  nombre  des  racines  traversées  qui  ont  un 
ordre  impair.  Doncy'(rt)  eif[b)  sont  de  même  signe  dans  le  seul  cas 
où  ces  racines  d'ordre  impair  sont  en  nombre  pair.  Or,  le  nombre 
total  des  racines  réelles  comprises  entre  a  et  0,  nombre  compté 
comme  l'explique  l'énoncé,  a  évidemment  même  parité  que  le  nombre 
des  racines  d'ordre  impair.  Finalement  le  théorème  est  démontré. 

Corollaire.  —  Toute  équation  de  degré  impair  possède  au  moins 
une  racine  réelle. 

Cary(+  oc)  et/(— :c)  ont  des  signes  opposés. 

2ol.  Théorème  de  Descartes.  —  Le  théorème  de  Descartes  a  pour 
but  de  donner  des  renseignements  sur  le  nombre  des  racines  positives. 
_\vanl  de  l'établir,  il  nous  est  nécessaire  de  donner  quelques  défini- 
tions. 

Soit  une  suite  quelconque  de  nombres  réels  a.  6,  .  .  . ,  /.  Deux 
termes  consécutifs  présentent  une  permanence  ou  une  variation 
suivant  qu  ils  ont  même  signe  ou  non.  En  comparant  successivement 
tous  les  termes  consécutifs  et  comptant  les  variations,  on  obtient  le 
nombre  de  variations  de  la  suite. 

Théorème.  —  Si  dans  une  suite  on  supprime  un  ou  plusieurs 
termes  intermédiaires,  le  nombre  des  variations  ne  cliange pas  ou 
diminue  d'un  nombre  pair. 

En  effet,  imaginons  qu'on  supprime  par  exemple  le  terme  f.  Con- 
sidérons les  deux  termes  voisins  e  et  g.  Les  seules  variations  qui  peu- 
vent être  modifiées  sont  évidemment  celles  du  groupe  efg.  Or,  si  e 
et  g  sont  de  signes  contraires,  eg  présente  une  variation  ;  mais  il  en 
était  de  même  de  e/g.,  car  /a  forcément  le  signe  d'un  des  termes  e,  g 
et  le  signe  contraire  à  l'autre.  Si  e  et  g  ont  même  signe,  eg  ne  pré- 
sente pas  de  variation;  tandis  que  efg  en  présente  o  ou  2,  suivant 
que  y  a  le  signe  commun  de  2,  g.,  ou  le  signe  contraire. 

De  toute  façon,  on  voit  que  la  suppression  àe  f  enlève  o  ou  2  varia- 
tions. La  suppression  d'un  nombre  quelconque  de  termes  intermé- 
diaires enlève  donc  o  ou  un  nombre  pair  de  variations. 
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Corollaire.  —  Le  nombre  des  variations  cV une  suite  est  pair  ou 
impair  suivant  que  les  ternies  extrêmes  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires. 

Il  suffît,  pour  le  voir,  de  supprimer  tous  les  termes  intermé- 
diaires. 

2o!2.  On  ii|)pelle  variations  d'un  polynôme  à  coefficients  réels 
les  variations  préseiilées  par  ses  coeffîcienls  lorsque  le  polynôme 
est  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  (ou  croissantes) 
de  X. 

Théouème  de  Descartes.  —  Le  nombre  des  racines  positives  d  un 
polynôme  est  au  plus  égal  au  nombre  de  ses  variations  et.  s'il  en 
diffère,  c'est  par  un  nombre  pair. 

On  a  donné  de  ce  théorème  diverses  démonstrations.  Celle  que 
nous  allons  reproduire  est  empruntée  à  Leçons^  tome  II,  pages  ^oS 
et  4o4- 

Observons  d'abord  qu'on  peut  se  l)orner  à  considérer  le  cas  où  le 
polynôme  a  un  terme  constant,  car  on  peut  toujours  se  ramener  à  cette 
hypothèse  en  le  divisant  par  une  puissance  convenable  de  x.,  ce  qui 
ne  modifie  ni  les  racines  positives,  ni  les  variations.  Cela  posé,  nous 
a\ons  deux  parties  à  démontrer. 

i"  Le  nombre  des  racines  positives  a  même  parité  que  le  nombre 
des  XHiriations.  — ■  En  efTet,  le  premier  nombre,  pour  l'évaluation 
duquel  on  doit  compter  chaque  racine  un  noml)re  de  fois  égal  à  son 
ordre  de  multiplicité,  est  pair  ou  impair  suivant  que  /(o)  ety(  +  00) 
ont  ou  non  le  même  signe  (n°  2o0).  Or,  ces  signes  sont  ceux  du  der- 
nier et  du  premier  coefficient  (n"I23).  Dès  lors,  on  est  ramené  au 
corollaire  du  numéro  précédent. 

1°  Le  nombre  V  des  racines  positives  ne  peut  dépasser  le  nombre 
V  des  variations.  —  (î'est  évident  pour  une  équation  du  premier 
degré,  pour  hupirlle  on  a  \  isiblemciil  I*  =  W .  Rarsonnoiis  maintenant 
par  récurrence  et  prouvons  que,  si  la  propriété  est  exacte  pour  les 
polynômes  de  degré  m  —  i,  elle  l'est  aussi  pour  les  polynômes  de 
degré  m. 

V.n  effet,  soient  .T,,  x.i-,  ...,   Xp   les   racines  |)Osilives  distinctes  du 
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polynôme  f{x)^  supposé  de  degré  m,  el  y.i,  a^,  .  ..,  v.p  leurs  ordres 
respectifs  de  nuxitipllcilé.  On  a 

Considérons  mainlenant  la  déri\ée  f  (^x).  D'après  le  théorème  I 
(\v\  n"  !2!26,  elle  admet  les  racines  x^,  .r-i,  ■  ..,  Xp  aux  ordres  a,  —  i, 
a^  —  I ,  .  . .,  7.^,  —  I .  En  vertu  âv^  théorème  de  RoUo  (n"  61  ),  elle  a  au 
moins  une  racine  dans  chacun  des/> —  i  in  ter\  ailes  (j") ,  a?-..  ),(j:oj  '^s)»  ••••> 
(j7^_,,  Xp).  Le  nombre  total  P'  de  ses  racines  positives  est  donc  au 
moins  égal  à  (a,  — i)  +  (a^ —  i)  +  ...  +  (a,,—  i)  +  (/>  — i)  =  P  —  i . 
On  a  donc  linégalité 

(3)  P'>p_,. 

En  second  lieu,  les  coefficients  de  f'{x)  se  déduisent  de  ceux 
de  f(x)  en  les  multipliant  par  des  nombres  positifs,  sauf  pour  le 
terme  constant  de  f{x),  qui  est  supprimé.  Il  s'ensuit  évidemment 
que  les  variations  âe  f'(x)  sont  en  nomijre  V  égal  à  V  ou  à  V  —  i, 
suivant  que  les  deux  derniers  termes  de  f(x)  présentent  une  perma- 
nence ou  une  variation.  En  tous  cas,  on  a 

(4)  V'IV. 

Or,  f'{x)  étant  tic  degré  m —  i,  on  a  P';^V';  donc,  a  fortiori, 
d'après  (3)  et  (4), 

P  —  1  ^  V,         P  £  V  +  I . 

Mais  P  ne  peut  être  égal  à  \  +  i ,  à  cause  de  i°  :  donc  P  ;:  V  . 

C.  Q.  F.  D. 

CoROLLAiKE.  —  Le  noiubrc  des  racines  négatives  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  variations  de  /( —  x)  et.,  s^il  en  diffère^  c^esl 
par  un  nombre  pair. 

253.  Si  l'on  appelle  V  et  V  les  nombres  de  variations  de  f{x)  et 
de  f(^-x),  le  nombre  total  de  racines  réelles  est  au  plus  égal 
à  V  +  V,  en  sup|)osant  toutefois  (piil  n'v  ail  pas  de  racine  nulle. 
C'est  une  conséquence  évidente  du  théorème  de  Descailes  et  de  son 
coi-ollaire.  On  est  ainsi  conduit  assez  naturellement  à  étudier  les  pro- 
priétés de  la  somme  V  +  \  '. 

IIaag.  —  Cours,  I.  2i 
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THÉORKMr;.  —  Si  m  est  le  degré  du  polynôme  et  si  f{o)  ^  o, 
on  a  :  \  -{-^  '  =  m  —  2K,  K  étant  un  entier  positif  ou  nul. 

En  effet,  supposons  d'abord  le  polynôme  complet.  Les  exposants 
de  deux  termes  consécutifs  quelconques  difTèrent  d'une  unité  et  n'ont 
donc  pas  même  parité.  11  en  résulte  que,  si  ces  deux  termes  ont  le 
même  signe  dans  f{x),  ils  ont  des  signes  opposés  dansy'( — x),  et 
inversement.  Autrement  dit,  chaque  couple  de  termes  consécutifs 
fouinit  une  unité  dans  V  H- V.  Comme  il  y  a  en  tout  m  semblables 
couples,  on  a  ^ -f-  V'=  jyi. 

Supposons  maintenant  le  polynôme  incomplet,  mais  possédant 
toutefois  un  terme  constant.  Complétons-le  par  des  termes  intermé- 
diaires quelconques.  Soient  V)  et  V ',  les  nombres  de  variations 
relatifs  au  polvnome  ainsi  obtenu.  On  a  V,  -i-  \\  =  tn,  d'après  le  cas 
examiné  ci-dessus.  D'autre  part,  le  théorème  du  n°  251  nous  apprend 
que  V  =  ^,  —  2À,  V'=  V,  —  2X',  ).  et  à'  désignant  deux  entiers 
positifs    ou    nuls.    Donc    V  +  V'  =  V,  +  V',  —  2).  —  2 )/= /?«  —  2K. 

i:.  Q.  F.  D. 

"loi.  Théoukme.  —  ^S"/  f{3c)  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  a 
exactement 

(5)  P  =  V,         N  =  \". 

\ous  pouvons,  d'après  une  remarque  déjà  faite  (n"  25!2),  nous 
borner  au  cas  où  il  n'y  a  pas  de  racine  nulle.  On  a  alors 

(6)  P-l-N  =  m. 

D'autre  [)arl,  P  H-  ^<V^-V'^//^.  Ces  inégalités  ne  sont  compa- 
lihlcs  avec  (6  )  que  si  l'on  a 

P  -4-  N  ==  V  +  V, 
ou 

(V_P)4-(V'_N)  =  o. 

Aucun  des  deux  nondjres  A  —  1^  et  V — ^  IN  ne  |jou\antélre  négatif 
(n"  î2oî2),  ils  sont  tous  deux  nuU  et  le  théorème  est  démontré. 

!2oo.  Racines  comprises  entre  deux  nombres  donnés.  —  Le  théo- 
rème de  Descartes  peiinel  doblenir  des  renseignements  sur  le  nombre 
des  racines  comprises  entre  deux  noMd)res  donnés  a  et  h.   Il   suflil  en 
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effet  de  faire  la  transformation  homograpliique  (ri°  244)  r  =  7-3 — ;  i' 

est  manifeste  que  les  racines  de  réqiialion  j)roposée  qui  sont  comprises 
entre  a  et  Z>  correspondent  aux  racines  positives  de  l'équation  trans- 
formée, à  laquelle  il  suffit  dès  lors  d'appliquer  le  théorème  de  Des- 
cartes. En  particulier,  si  l'on  sait  que  y"(^)  a  toutes  ses  racines  réelles, 
comme  il  en  est  alors  de  même  des  racines  enjK,  on  pourra  calculer 
exactement  le  nombre  des  racines  en  x  comprises  entre  a  et  b. 

236.  Limites  des  racines.  —  Proposons-nous  de  déterminer  deux 
nombres  positifs,  aussi  rapprochés  que  possible,  entre  lesquels  nous 
puissions  affirmer  que  sont  comprises  toutes  les  racines  positives. 
Ces  deux  nombres  seront  aj)pelés  limites  supérieure  et  inférieure 
des  racines  positives.  On  a  de  même  une  limite  supérieure  et  une 
limite  inférieure  des  racines  négati^'es. 

On  peut  ramener  la  recherche  de  ces  quatre  limites  à  des 
recherches  de  limite  supérieure  de  racines  positives.  En  effet,  pour 
avoir  la  limite  inférieure  des  racines  positives,  il  suffit  de  calculer 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  aux  inverses. 
Pour  ce  qui  concerne  les  racines  négatives,  on  prendra  l'équation 
transformée  en  — x. 

Limite  supérieure  des  racines  positives.  —  Il  existe  dillerents 
procédés  pour  calculer  cette  limite.  Les  uns  sont  assez  rapides,  mais 
donnent  une  limite  peu  rapprochée  de  la  plus  grande  racine;  les 
autres  donnent  une  limite  avantageuse,  mais  exigent  des  calculs 
assez  longs. 

Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  suit,  que  /'(.r)  est  ordonné 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  que  son  premier 
coejjicient  est  positif.  Dans  ces  conditions,  si  a  est  une  limite  supé- 
rieuie  des  racines  positives,  f{-r)  est  positif  dès  que  .r  >>  a.  En 
effet,  dans  Tintervalle  («,  -f-  oo),  f  {x)  garde  un  signe  constant, 
puisqu'il  ne  s  y  trouve  pas  de  racine;  de  plus,  /'(-f-cc)  a  le  signe  du 
premier  coefficient,  c'est-à-dire  le  signe  -f-. 

Cela  posé,  voici  les  règles  qui  nous  semblent  les  plus  pratiques. 

257.  Pii;GLE  DE  jNewton.  —  Si  a  est  limite  supérieure  pour  f  (x) 
et  rend  /(x)  positif',  c^esl  aussi  une  linule  supérieure  pour  f{x). 
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En  effel,  si  x  croît  à  partir  de  «,  /'{-r)  reste  positif,  donc 
f{x)  croi't;  comme  /'(«)  ^  o,  /(j")  reste  positif  et  ne  ]>eut  s'annider 
pour  .r  >  «.  c.  Q.  F.  D. 

l*our  ;ippli(|iier  cette  règle,  oq  commence  par  chercher  une  limite 
supcrieiue  des  racines  def'(x),  soit  A.  Puis  on  substitue  dans  /  (x) 
de::^  nombres  simples  croissant  à  |)artir  de  A  jus(prà  ce  qu'on  oi)tienne 
un  résultai  posilif.  Le  dernier  nombre  aiiiM  subsliUié  est  la  limite  a 
cherchée.  Si  l'on  ne  sait  pas  trouver  directement  la  limite  supérieure 
relative  à  /'[x),  on  lui  applicpie  la  même  méthode,  en  introdui- 
sant y  (j");  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  poljnome 
dont  on  sache  trouver  la  limite  sujx'neure  des  racines,  ce  (|iii  Unit 
toujours  par  arriver,  dùt-ou  j)0usser  juscprà  la  dérivée  du  pieuiicr 
degré. 

Ce  procédé  donne  des  limites  avantageuses,  mais  il  est  parfois  un 
peu  long.  En  voici  deux  autres  qui  reposent  sur  le  théorème  suivant  : 

!2o8.  Théor f-:me.  —  Si  /(x)  ne  présente  qu'une  variation,  tout 
nombre  positif  <jul  le  rend  positif  est  limite  supérieure  des 
racines. 

Soit  le  polvnome 

(;)         /(./•;  =  A„,r"'-)-  Ai.//"'-'+.  .. 

-+-  A/,_i.r'"-/^+i  —  (  A/,.r"'-/'-f-  A/,+i./;'«  -/'-'  -4-.  .  .), 

où  les  A  sont  tous  positifs.  On  peut  écrire 

fi.r)  =  x"-''  ["(  A„.//^^  A,.r/'-'^.  .  .+  Ap_,,r)  -  f\,,^^^  ^"  '  ")  l 

Sii|)|>o>ons  (pic  X  croisse  à  partir  de  rt^o.  La  premiric  paicn- 
ihèse  croit.  |)arcc  cpie  tous  ses  termes  croissent;  la  seconde  déci-oii 
parce  que  tous  ses  lernies  décroissent;  donc  le  crochet  cioîl.  Or, 
si  /"(a)>>o,  il  part  d'une  valeur  positive^  donc,  il  if>te  j)osiiif.  et 
par  suite  aussi  /'(\2-'),  piiisrpie  JC"'~/' >  o.  Dès  lors,  f{x)  n'a  |)as  de 
racine  supérieure  à  a.  «:.  q.  k.  d. 

Cela  posé,  nous  avons  les  deux  règles  suivantes  : 

RkoLE  DES  GROUPEMEJNTs.  —  On  décompose  f{x)  en  une  somme 
de  polynômes 'j,i(x) -\- 's>.2(x) -{-..  .-\-'fp(x),  dont  chacun  remplit 
les  <'on(lilions  préeédent<'s  iA\i.^\v  un  premier  (•oclficienl  posilil  et  ne 


ÉyUATIONS    A    COEFKICIENTS    RÉELS.  J'^-5 

j)rf'senler  qirune  variation).  On  clierche  pour  chacun  d  euK  ;  un 
nombre  qui  le  rende  positif.  Le  plus  grand  de  tous  ces  nombres, 
soit  <7,  est  une  limite  su|)érieure  pour  f\x)\  car,  pour  ,r  >«,  chacun 
des  polynômes  'j  est  positif,  donc"  aussi  leur  somme /"(.r). 

Règle  de  Lagrange.  —  Soient  \  la  plus  grande  valeur  absolue 
de  coefficient  négatif  et  p  la  différence  entre  le  degré  de  j i^x)  et 
le  degré  du  premier  terme  négatif.   Une  limite  supérieure  des 

racines  est  i  -f-  1  /  -;-  • 

V    Ao 

Ecrivons  /(.r)  en  mettant  en  évidence  le  premier  terme  négatif, 

/(./•)  =  Au.r"'-f-  A,.r'"-  >-(-.  .  .h-  A ,,_,  :r '"-/'+'  —  (  X,,x"^-i>±.  .  .), 

•les  A  étant  tous  positifs  jusqu'à  A^  inclusivement,  les  ternies  non 
écrits  dans  la  parenthèse  avant  des  signes  quelconques.  En  suppo- 
sant .r  >>  o,  nous  augmenterons  la  parenthèse  si  nous  remplaçons 
tous  les  coefficients  par  N,  puisque  nous  augmenterons  chaque  terme. 
On  a  donc 

:f{x)  >  Aoa;"'-+-  Ai.r'«-i  -+-...-+- A/j_,a-'«-/'+i  —  N(if"'-/^-(-.r"'-/'-' -+-.  ..-h:r  +  i) 

et,  a  fo/-tio/i, 

„  :r'«-/'-+-' —  I         .                 I\a"'«-/'+'             N 
f{x)  >  AoJ-"'  — N =  Aox"' h 


Si  l'on  suppose  J?  >-  i ,  on  |)eiit  écrire,  à  plus  forte  raison, 

f(x)  >  Aor'« ■ ■. 

X  —  i 

Dans  ces  conditions,  /  (  x)  sera  certainement  positif  si  l'on  a 

Au.r'" >o; 

X  —  I 

ou,  en  se  rappelant  que  .r  et  ^  —  i  sont  positifs, 

Ao x/'-i {X  —  \)  —  ^'>  c, 

inégalité  entraînée  par  la  suivante 
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OU 


i> 


N 


<«>  =^>'  +  V    A. 

Comme  le  second  membre  est  >>  i,  on  peut  affirmer  que,  dès  que  jc 
vérifie  rinégalité  (8), /*(x)  demeure  positif,  et  la  règle  est  démontrée. 

La  règle  de  Lagrange  est  d'une  application  rapide,  mais  elle  donne 
souvent  une  limite  beaucoup  trop  élevée. 

Remarque.  —  Quelle  que  soit  la  règle  employée,  on  prend  tou- 
jours des  nombres  simples  pour  la  limite  cherchée,  tels  que  des 
nombres  entiers  ou  des  fractions  ne  présentant  haut  et  bas  qu'un 
chiffre  significatif.  11  serait  absurde  en  effet  de  calculer,  par  exemple, 
la  limite  de  Lagrange  avec  un  grand  nombre  de  décimales,  puisque 
cette  limite  est  généralement  peu  approchée. 

t2o9.  Racines  commensurables.  '- —  Etant  donnée  une  équation  à 
coefficients  commensurables,  on  peut  se  proposer  de  rechercher  si 
elle  a  des  racines  commensurables.  C'est  par  cette  question  cpie  nous 
terminerons  ce  Chapitre. 

Observons  d'abord  qu'on  peut  toujours  ramener  V écpialion  à 
avoir  tous  ses  coefficients  entiers^  en  la  multipliant  par  un  entier 
convenable. 

Soit  donc  I  équation 

(9)  /(a")  =  AoJ:"'-h  Aia7'«-i-v.  ..+  A,n=  o, 

où  les  A  sont  tous  entieis,  Aq  et  A,„  étant  supposés  ^  o.  Imaginons 

(pu;  la  fraction  irréductible  -^  soit  racine.  On  peut  alors  diviser  /'(^^j:) 

a  'i  '  . 

par  X — -  ô  ou  P'''!'  I  —  ^-'"j  suivant    (pi  on    veut   procéder    suivant  les 

puissances  d(;croissantes  ou  croissantes  de  x  (n"'  1203  et!20i),  ce  (pii 
donne  lieu  aux  deux,  identités 

(\o)  /(^)=  (•^—  u)  (ii<)^"'~^-+-  Bi.r"'-2H-..  .-4-  Ji„,-,), 

i  —  -i^arj  CB'„a:  H-  B'i  .r-t-  .  .  .-4-  B'„,_^x">-^  ), 
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les  coefficients  B  et  B'  se  calculant  par  la  règle  de  la  page  262.  On  a 
d'ailleurs  enlre  eux  des  relations  telles  que  la  suivante  : 

(12)  ^  =  ^^^^  =  c.. 

Cfr  étant  le  coefficient  de  j:'""^^'  dans   le   polvnome   „ De  là. 

'       ■  px  —  a 

nous  allons  déduire  que  les  C/,  sont  tous  entiers. 

En  elTet,  si  l'on  se  reporte  à  la  règle  de  division  par  or — -a.  on 
constate  que  les  B  sont  obtenus  par  des  opérations  cpii  ne  comportent 

que  des  additions  et  des  multiplications  par    r,'    Comme    le    premier 

coefficient  Byi^Ao  est  entier,  les  suivants  ne  peuvent,  s'ils  sont 
fractionnaires,  renfermer  en  dénominateur  que  des  facteurs  premiers 
de  |3.  De  même,  les  B'  ne  peuvent  renfermer  en  dénominateur  que 
des  facteurs  premiers  de  a.  Dès  lors,  si  C^  était  fractionnaire, 
son  dénominateur   ne   pourrait  contenir  rpse   des   facteurs  premiers 

appartenant  a  p,  parce  cpie  Lia=  -^>   et  appartenant  a  a.   parce  que 

Ca= "'"'''•    Comme  a  et    3   n'ont  pas   de    facteurs    communs, 

puisque  ^  a  été  supposée  irréductible,  tous  les  C/f  sont  nécessaire- 
ment des  nombres  entiers,  ainsi  cjue  nous  l'avions  affirmé. 

Il  revient  au  même  de  dire  que  tous  les  B  doivent  être  entiers  et 
divisibles  par  ^  et  tous  les  B'  entiers  et  divisibles  par  a. 

En  particulier,  Bo=  Aq  doit  être  divisible  par  ^,  et  B^  =  A;„  doit 
l'être  par  a.  Donc: 

ThéorIîme.  —  Si  une  fraction  irréductible  est  racine,  son 
numérateur  doit  diviser  le  ternie  constant  et  son  dénominateur 
doit  diviser  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  la  règle  suivante  pour  la 
recherche  des  racines  commensurables  de  /'(x)  : 

Règle.  —  On  forme  le  tableau  des  diviseurs  de  Aq  et  le  tableau 
des  diviseurs  de  A,„.  Puis,  on  divise  les  seconds  par  les  premiers 
en  les  associant  de  toutes  les  manières  possibles.  Les  fractions 
ainsi  formées  sont  réduites  à  leur  plus  simple  expression;  puis, 
précédées  du  signe  -+-  et  du  signe  — ,  elles  constituent  la  liste  des 
fractions  à  essayer. 
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Poîff  essayer  une  f faction  ^)  on  divise,  suivant  la  règle  de  la 
page  2()2.  J  {x)  par  x  —  û  ou  par  i  —  -  x.  Dès  qu  on   obtient  un 

coefficient  fractionnaire  ,^  ou  bien  entier  mais  non  divisible  par  '^j 
dans  le  premier  cas,  par  a  dans  le  second,  on  peut  rejeter  la  frac- 
tion. Si.  au  contraire,  la  division  se  poursuit  jusqu'au  bout  et 

donne  un  reste  nul.  ^  est  racine. 

'200.  Siniplifications  diverses.  —  I.  l^oi\squ'un  essai  réussit,  il 
faul  bien  reniai(|iier  qu'on   a,    du    nièuie    couj).  le  (|uotient   de  f{x) 

par  ;r —  ^.    C'est   siii'  ce  quotient    qu'il  convient  de  continuer  les 

recherches,  parce  qu'il  est  |)lus  simple  que  /"(.r),  comme  avanl  un 
degré  moindie.  Va\  parlicnlicr,  il  pcul  arriver  (pie  tous  les  coefflcienls 
de  ce  quolient  soierit  divisibles  pai-  un  mènie  facteur.  Ajant  sup- 
primé ce  facteur,  il  v  aura  lieu  de  rajer  du  tableau  des  Iracllons  à 
essayer  toutes  celles  dont  le  numérateur  ou  le  dénominateur  ne 
divisent  pas  le  dernier  ou  le  premier  coefliciertt  du  quotient  ainsi 
simplifié. 

II.  On  peut  diminuer  le  noml)re  des  essais  en  cherchant  les 
limites  dés  racines,  comme  il  a  été  expliqué  plus  liaul;  et  aussi  quel- 
(jiiefois  en  applupiant  le  théorème  de  Descartes. 

m.  On  |)eiit  cnliii  supprimer  également  certains  essais  eu  se 
servant  de  la  règle  suivante,  connue  sous  le  nom  de 

Ri;oLR  d'kxclcsion.  —  J\)ur  que  j^  soit  racine  de  /{x),  il  faut 
que  J  i  I  )  !ioit  divisible  par  a  —  Jj  et  /"(  —  i  )  par  a  4-  ,3. 

JMi  cllcl,  nous  ;i\ons  \u  que  \v  (iiiotient  -4-^ est   un    polynôme 

1  '  p  X  —  a  1      ./ 

dont   les  coellicicnls  C/,  sont  tous   entiers.    Si  Ton    v    rem|)lacc  x  par 

un  nombre  cntici',  (Ui  doii  donc  obtenir  un    rc'snlta t  cnl K'r.  I{n  parti- 

■  •  /(     U  f(  •)  1         •  ^  •  ■  I     .  I 

entier,   j^ et   - — r- (loivcnt    être    entu-rs,    ce    (ini    (iemonire    la 

p  ^  a  —  [i  —  a  ' 

règle. 

Il  est  à  ieniar<pier  que  les  nombres  /(i)  ci  /( —  1),  (pi'on  calcule 
une  fois  j)Our  toutes,  sont  (oui  simplement  la  soninie  des  coenicicnts 
dey"(:r)  ou  è\v.f(  —  :r)el,    par  suite,    >  obtiennent    très    rii|»ideinenl. 
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.    ,    ,  *x 

1\  .   l'oiir  fyirc  un  essai,  on  a  ie  clioix  enlie  la  division  par  ^ —  - 

o 

ou  par  I  —  -.r.  Il  y  a  avanlage  à   adopter  la   première  ou  la  seconde 

niélliode  suivant  que   ^  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a,  de 
façon  à   avoir  plus   de   chances   d  obtenir  rapidement   un    coefficient 

fractionnaire  dans  le  cas  où  ^  ne  serait  pas  racine. 

261.  Racines  entières.  —  Si  Ao=i,  /f-^)  ne  peut  avoir  comme 
racines  comniensurables  que  des  racines  entières,  puisque  le  déno- 
minateur d'une  telle  racine  doit  diviser  Vo-  Oi'»  ""  peut  aisément  se 
ramener  toujours  à  ce  cas  particulier.  Si  l'on  fait  en  etlet  subir  à 
l'équation  la  transformation  r  ==  A  .r,  l'équation  transformée  s'écrit 

Prenons  /,•  ^  Vq  ;  nous  pourrons  diviser  par  Aq  et  nous  seions 
bien  ramenés  à  une  équation  à  coefficients  entiers,  de  premier  coeffi- 
cient égal  à  l'unité.  On  peut  donc  dire  que  la  recherche  des  racines 
comniensurables  d'une  équation  à  coefficients  entiers  peut  tou- 
jours être  ramenée  à  la  recherche  des  racines  entières  dune 
autre  équation  à  coefficients  entiers. 


CHAPITRE  XXII. 

ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  NUMÉRIQUES. 


!262.  Dans  les  Chapitres  qui  précèdent,  nous  ne  nous  sommes 
jamais  occupés  de  la  résolution  des  équations  que  nous  avons  eu  à 
considérer.  C'est  cependant  là  un  point  de  vue  tout  à  fait  essentiel 
dans  la  pratique,  que  nous  allons  maintenant  envisager. 

Le  lecteur  connaît  la  résolution  des  «''(|ualions  du  premier  et  du 
second  dei;ré.  Pour  cetle  dernière,  il  existe,  comme  on  sait,  une  for- 
mule toute  faite  qui  donne  les  deux  racines.  On  |)eut  dès  lors  se 
demander  si  un  tel  résultat  n'est  pas  généialisable.  Cela  est  vrai  pour 
le  troisième  et  le  quatrième  degré  ('),  Mais,  à  partir  du  cinquième 
degré,  ou  ne  peut,  comme  on  dit,  fésoudre  l'équation  par  radi- 
caux, c'est-à-dire  calculer  ses  racines  au  moyen  dun  nombre  fini 
d'additions,  multiplications,  divisions,  extiaclions  de  racines;  du 
moins  tant  que  les  coefficients  sont  queIcon(|ues.  [*our  certaines 
valeurs  de  ceux-ci,  il  peut  se  faire  bien  entendu  cpion  sache  résoudre, 
comme  cela  arrive  par  exemple  si  l'on  a  découvert  un  nombre  suffi- 
sant de  racines  commensurables.  Mais  les  cas  où  il  en  est  ainsi  sont 
exceptionnels;  en  général,  l'équation  est,  comme  on  dit,  irréductible 
et  n'est  pas  soliiblc  par  radicaux.  iNous  ne  pouvons  en  dire  davantage 
sur  ce  sujet,  (jui  constitue  un  des  Chapitres  les  plus  savants  de  TAI- 
gèlire  supérieure. 

Le  point  de  vue  de  la  résolution  par  radicaux  n  ollre  du  reste 
aucun  intérêt  pratique,  car  dans  les  cas  où  elle  est  possible  (équation 
du  second  degré  exceptée),  elle  conduit  à  des  (brmules  lellemeni 
compliquées  qu'elles  sont  généralement  inutilisables.  Même  pour 
l'équation  du  second   degré,  la   formule   chissiqiic  est   peu    commode 


(')   Cf.  Exercices  résolub  n"  1  (  Chap.  \\  Il  I  j,  ir   I  i  Chap.  \\l  }  ;  exf  rcires  proposes 
n""  \  et  i:i  (Cliap.  XX). 
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dès  qu'on  a  affaire  à  des  coefficienls  un  peu  compliqués  et  la  résolu- 
tion lrigonométri(|ue  est,  comme  on  sait,  bien  préférable.  ISous 
verrons  (t.  III)  qu'il  existe  une  méthode  trigonométrique  analogue 
pour  ré(|uation  du  troisième  degré.  A  part  ces  deux  cas  parti- 
culiers, il  faut  faire  appel  à  des  méthodes  générales  cV approxi- 
mation^ qui  permettent,  théoriquement  du  moins,  de  calculer  les 
racines  de  n'importe  quelle  équation  numérique  donnée,  algé- 
brique ou  transcendante,  avec  une  approximation  aussi  grande 
qu'on  le  désire.  C'est  en  cela  que  consiste  le  véritable  problème  de 
la  résolution  des  équations  numériques. 

i263.  Séparation  des  racines.  —  Une  opération  préliminaire  indis- 
pensable est  celle  de  la  séparation  des  racines.  Elle  consiste  à  cher- 
cher des  nombres  séparant  les  racines,  c'est-à-dire  partageant 
r intervalle  ( — oc,  +  ce)  en  intervalles  partiels  à  l'intérieur  de 
chacun  desquels  se  trouve  une  racine  et  une  seule  ('). 

Soit  à  séparer  les  racines  de  l'équation 

f{x)  désignant  une  fonction  quelconque  donnée,  algébrique  ou 
transcendante.  La  méthode  générale  consiste  à  étudier  les  variations 
de  la  fonction  y  =f[x).  Cette  élude  conduit  en  effet  à  partager  l'in- 
tervalle ( —  00, -f- oc)  en  intervalles  partiels,  à  l'intérieur  de  chacun 
desquels /(^x)  varie  d'une  manière  continue  et  toujours  dans  le  même 
sens.  Dans  un  tel  intervalle,  la  fonction  ne  peut  s'annuler  qu'une 
fois(-)  et  l'on  l'econnait  qu'elle  s'annule  effectivement  à  ce  fait  qu'elle 
prend  des  signes  opposés  aux  deu\  extrémités  de  l'intervalle.  D'où 
la  règle  suivante  : 

Règle.  —  On  étudie  les  variations  de  la  fonction  f(x).  On 
construit  le   tableau  de  variations.   On  détermine  les  signes  (') 

(')  Bien  eniendu,  s'il  n'y  a  pas  de  racines,  ces  inlervalles  n'existent  pas.  Mais,  dans 
ce  cas,  le  problème  de  la  séparation  consiste  précisément  à  prouver  qu'il  n'y  a  pas  de 
racines. 

(-)  C'est  là  une  propriété  tout  à  fait  intuitive.  Dans  le  cas  où  f'{x)  existe  dans 
tout  l'intervalle  et  ne  s'y  annule  pas,  on  peut  la  déduire  du  tliéoréme  de  Holie  (  n°  61  ), 
car  si  f{x)  s'annulait  deux  fois,  f'{x)  s'annulerait  au  moins  une  fois. 

(')  Les  signes  seuls  importent;  il  est  donc  inutile,  lorsqu'on  n'a  pas  d'autre  raison 
pour  le  faire,  de  déterminer  exactement  les  valeurs  de/(.r)  aux  limites  des  inter- 
valles, si  l'on  peut  apercevoir  leurs  signes. 
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de  la  fonction  aux  extrêniiiés  des  inlei-vallcs partiels  qui  fi i^urent 
dans  ce  tableau.  Un  intcr^'alle  renferme  une  ou  zéro  racine  sui- 
ia/il  que  les  sig7ies  aux  extrémités  so/it  opposés  ou  identiques. 

Il  esl  évident  que  ce  procédé  résout  complètement  le  problème 
fjuc  )i(tus  nous  étions  |)Osé,  mais  à  condition,  bien  entendu,  rpi'on 
saclie  élu(b'er  les  variations  (\e  fi^x).,  c'est-à-dire  en  somme  résoudre 
la  dérivée  /'{-v).,  ou  du  moins  reconnaître  ses  changements  de 
signe  (n"  66). 

!26i.  Remarques.  —  I.  D'après  la  règle  ci-dessus,  il  faut,  à  un 
moment  donné,  former  les  résultats  de  substitution  dans  /Y^)  des 
racines  éef'(x).  Ce  calcul  peut  être  simplifié  dans  le  cas  où  f{x)  est 
un  polynôme  par  ce  (ail  qu'on  peut  substitue/-  soit  dans  le  reste 
de  division  de /(x)  par  /' (x),  soit  dans  la  dérivée  par  /-f/pport  à 
la  variable  dliomoi^énéité  (  n"  227).  Cela  résulte  en  effet  des  iden- 
tités de  la  division  ou  d  Euler, 

fix)  ~  f(x)  Q  ^  R(a-),         mj\x)  =  xf{x)  +  /;, 
dans  iesrpielles  on  remplacerait  x  par  une  racine  de /'(.r). 

II.  11  arrive  assez  fréquemment  qu'on  ne  sait  pas  étudier  les  varia- 
tions de  /(x),  mais  qu'on  sait  étudier  les  variations  de  la  fonction 
obtenue  en  mullipli;int  ou  divisant /"(.r)  par  un  facteur  convenable- 
ment choisi.  Ceci  nous  prouve  qu  il  ne  faut  |)as  toujours  laisser  à 
l'équâlion  la  forme  sous  laquelle  elle  esl  donnée.  Il  faut,  par  un  exa- 
men préliminaire  rapide,  se  rendre  compte  des  difficultés  quon 
■rencontrera  dans  l'élude  des  variations  de  son  premier  nien\bie 
et  i'oir  s'il  n'est  pas  possible  de  faciliter  celle-ci  en  multipliant  ou 
divisant  au  préalable  réquation  par  un  facteur  convencd)le.  Bien 
entendu,  on  doit,  le  cas  échéant,  tenir  coinpie  des  racines  (pu  |)<'ii- 
veiit  être  inlroduiles  ou  supprimées  parce  fadeur. 

]1I.  On  peut  aussi  quelquefois  faciliter  considérablemeni  l'étude 
de  l'équation  en  lui  faisant  subir  une  transformation  convenable 
(Chap.  XX)  et  discutant  l'équation  transformée.  Par  exemple,  il  peut 
être  avantageux  (ruiiliNci'  IcNjualion  aux  inverses. 

I\  .  i.ors(pi  on  ne  peut  nutlre  lé'ipialion  >oiis  iiiu-  foi'mc  lellc  (pToii 
sache  résoudre  dune  mailler*!  éli-incnlairc   rcqii,ilioii   dériv(';e,  on  n'a 


ÉgUATIONS    A   COEI-FICIEMS    NUMliltlQUES.  333 

plus  qu'à  appliquer  à  celte  dernière  la  méthode  actuelle,  ce  qui 
introduit  la  dérivée  seconde.  On  peut,  de  la  sorte,  être  aniené  à 
discuter  successivement  plusieurs  dérivées.  Bien  entendu,  il  faut 
pour  chacune  d'elles  essayer  les  reniarcpies  II  et  III. 

•^ôo.  Types  classiques  déquations  discutables.  —  \  oici  qiiel(|ues 
types  d'équations  {|u"il  est  bon  de  >-etenir,  pour  lesquelles  on  peut 
toujours  mener  jusqu'au  bout  le  problème  de  la  séparation  des 
racines. 

I.  Equations  trinômes.  — x'" -{- px" -i- ij  ^  o.  —  L'équation  dé- 
rivée se  ramène  à  une  équation  binôme;  elle  est  donc  résoluble.  A  ce 
type  ap|:)artient  V équation  canonique  du  troisième  degré 

(■2)  f{x)  =  x^^px-^q=o. 

dont  il  faut  connaître  la  discussion.  La  dérivée  /' [x)  ^  3 X- -\- p  ne 
change  de  signe  que  si  /?<  o.  Siy?^  o,  elle  est  essentiellement  posi- 
tive, y  (  .r  )  croît  et  na  qu'une  racine.  Supposons  maintenant  y>  <:^  o. 
Formons  le  tableau  de  variations 


X 

—  oc 

V-f    v-^    - 

/(^) 

-    / 

A         >         A         /      + 

Pour  qu  il  y  ait  une  racine  dans  chaque  intervalle,  il  faut  et  suflit 
que  y,  >■  o,  f-><io.  Ceci  e\\ix,e  f^f2<^^o;  mais  cette  dernière  con- 
tlition  nécessaiie  est  aussi  suffisante,  car  le  tableau  nous  apprend 
(|ue  fi^fi'i  par  suite,  si  J\  et /^  sont  de  signes  contraires,  c'est 
nécessairement  y,  qui  est  positif  et /o  négatif.  Piappelons-nous  main- 
tenant qu'on  peut  rem|)lacery,  et/'o  |)ar  g^  et  «o,  résultats  de  substi- 
tution dans  g{x)  =y^=  ipx  -\-  Zq.  On  a  donc  la  condition 

9'7^-4/^^-(-f)<o, 
(3)  4/''+2772<o. 

Comme  cette  in'égalité  exige  nécessairement/;  •<  o,  elle  constitue 
l'(ini(jue  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  ré(ju(ition  [2). 
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Si  4/^' -h  ^  77' >  o,  il  n'y  a  qu'une  racine;  s'\  4p-^ -{- 2- q-=  o^  il 
V   a    une   racine   douhic  égale   à    Tune    des   f|uanlilés   ^  1/  —  rr  »  ou 

mieux  égale  à ^  ('),  et  une  racine  sinijde  coni|)rise  entre  h^  1/ — t 

et  ni  X, 

II.  .r"^  -{- /) x"'~"  -\-  g .t"'~-"  -h  i'  =  o.  —  J^"é([uation  dérivée 
m.r"'-^  —  (  m  —  /t)/5.r"'-"-i -f-  i  m  —  ■2.n)q x'"--"-'^  =  o 

s'écrit,  après  suppression  des  racines  nulles. 

m  X-"  -\-  (  m  —  n)  p  x"  -i-  i  /n  —  in)q  =  o 
et  se  ramène  à  une  équation   du  second   degré  par  la  transformation 

A  ce  type  appartient  V équation  complète  du  troisième  degré 

(4)  f(x)^^ax^-\-bx--^cx-~-d=^o, 

que  nous  allons  discuter.  Prenons  la  dérivée 

(5)  f  {x)=='iax'^-^-  }.bx  -^  c  ^  o. 

Si  elle  n'a  pas  deux  racines  réelles  et  distinctes,  on  n'a,  comme 
tout  à  1  heure,  qu'une  seule  racine  réelle.  Plaçons-nous  maintenant 
dans  1  livpollièse  contraire  et  soient  X(,  x^  les  racines  dey'(^).  For- 
mons le  tableau,  en  su|)posant,  pour  fixer  les  idées,  Xi<:ix.2,  et 
a  >>  o  : 

X         \     —  y.  X\  Xo  -i-  3C 


f{x)  I     —        /      bi      \      bo      /        -^ 

\in  raisonnant  comme    pour  l'équation   canonique,    on   a,   comme 
condition  de  réalité  des  trois  racines,  y, /o  <  <J?  ou 

en  [)Osant 

(7)  /,'(x)  =  fy^  bx^^.>.cx -r-3d. 

Or,   g(x,)g( X-,)   est,   au   facteur  \)a-   près,    le    résultant    des    tri- 
('  )  Car  elle  doit  annulir /^.. 
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nomes  (5)  et  (  -  i.  L'inéf;alilé  f6)  peut  donc  s'écrire  immédialeinent 


(8) 


(()ad--  bc)-—  ^dac  —  b-)nbd  —  c- )  <io. 


Elle  entraîne  <l  ailleurs  la  réalité  des  racines  def'(x)  (n°234). 
Finalement,   l' inégalité  (8)  est   la  condition  nécessaire  et  sujji- 
sanle  pour  que  l' équation  i \)  ait  ses  trois  racines  réelles. 

III.  x'^-\-  px'-"  -'r  qx"  -+-  r  =  o  (^n  <C  m).  —  Elle  se  ramène  au 
tvpe  précédent  par  la  considération  de  l'équation  aux  inverses.  A  ce 
type  appartient  Téquation 

X*  ^  p  X-  -^  g  ce  -r-  r  ^^  o, 

à  laquelle   se  ramène,  comme  on  sait  ^_n"  !242,  I),  l  équation  géné- 
rale du  quatrième  degré. 

266.  Méthodes  d'approximation.  —  La  séparation  étant  faite, 
nous  avons  à  résoudre  autant  de  fois  qu'on  a  découvert  de  racines  le 
problème  suivant  : 

Sachant  que  dans  l'intervalle  (a,  b)  l'équation  (i)  admet  une 
racine  et  une  seule,  calculer  cette  racine  avec  une  approximation 
donnée. 

Voici  quel  est  le  principe  général  qui  \a  nous  guider.  Supposons 
lintervalle  (a,  h)   assez  resserré   pour  que  la  fonction  f{x)  y  soit 

Fig.  39. 


continue   cl  y  admette  une  déri\ée  qui  garde  constamment  le  même 
signe  (').  Construisons  lare  de  courbe  représentatif  correspondant, 


(')  Ces  deux  conditions  sont  toiijouis  remplies  si  rinlcrvalle  (a,b)  est  un  des  in- 
tervalles du  taldeuu  de  variation  précédemment  formé  pour  la  séparation  des  racines. 
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soil  AB  {fig-  û()).  Cet  ai'C  coupe  Ox  en  un  point  imirpie  C,  dont 
l'abscisse  est  la  racine  cherchée. 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  remplace  l'arc  X^  par  une  droite  A 
qui  s'en  rapproche  le  plus  possible.  Celte  droite  coupera  0:r  en  un 
point  C,  voisin  de  C  et  dont  l'abscisse,  donnée  par  une  équation  du 
premier  degré,  constituera  une  valeur  approchée  de  la  racine  cher- 
chée. 

Suivant  la  manière  de  choisir  la  droiii^  A,  on  ol)tienl  telle  on  telle 
méthode  d'approximation. 

267.  Méthode  des  parties  proportionnelles.  —  En  remplaçant 
laïc  AB  par  sa  corde,  on  obtient  la  méthode  des  parties  propor- 
tionnelles, ainsi  nommée  parce  qu'elle  re\ient  à  admettre  (pie,  (hins 
l'intervalle  («,  b),  la  fonction  f{x)  \arie  proportionnellemciil  à  x. 
L'équation  de  la  droite  AB  est  (t.  II) 

y  —  fi  a\_x  —  a 


j(b)-f(a)        Ij-a 

Faisons  y  =  o,  nous  avons  l'abscisse  <bi  poml  C,.  soit 

(  b  —  a  )f{  a  )        afi  t>  )  —  Ij  J\  a  ) 


(9;  x^  =  a  — 


J{b)—f(a)  j(h)—f(a) 


Plaçons-nous  dans  le  cas  de  la  figure  3().  Nous  \  oyons  ([ue  Xx  est 
une  valeur  ap|irochée  de  la  racine  dans  le  même  sens  que  h  (ici  |)iir 
excès),  mais  plus  approchée  que  b. 

La  parallèle  à  Oy  menée  par  C,  rencontre  la  courbe  en  B,.  Si 
l'on  joint  AB,,  on  or)tient  le  point  Co  plus  appro(;lié  de  G  que  C|  ; 
l'abscisse  x-2,  de  ce  point,  qui  se  déduit  de  (^9)  par  le  changement 
de  Xi  en  x^  et  de  b  en  JC|,  est  encore  une  valeur  approchée  de  la 
racine  dans  le  même  sens  que  ^,,  mais  pins  a|)pi()(li(''c  (pic  ./•, .  Va\ 
rempla(;anl  ensuite  B,  |)ar  B^,  on  oblien(,liii  une  iroisième  Nalcnr 
approchée  J73  et  ainsi  de  suite.  La  figure  montre  (pie  les  points  C,,  C^, 
C3,  ...  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  C  et  l'on  conçoit  (pi  on 
finisse,  au  bout  d'un  nombre  suffisant  d'o|)éiali()ns,  p;ir  obtenu-  un 
point  C„  aussi  voisin  qu'on  le  voudra  du  point  (].  Aulremenl  dit, 
V  application  suffisamment  répétée  de  la  for  nui  le  de  récurrence 

af{x„^\)  —  T„-xf(a) 
(101  ^/j  =  -^ — r7 : 77 — ; —  ' 
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finit  par  donner  pour  .r„  une  valeur  aussi  aj)prochée  de  la  racine 
qu'on  le  désire  et  dans  le  même  sens  que  h. 

268.  Remarques.  —  I.  Au  lieu  de  faire  jouer  à  13,  le  rôle  de  B,  on 
aurait  pu  vouloir  lui  fiiire  jouer  le  rôle  de  A,  c'est-à-dire  joindre  B,B 
et  non  B,  A.  iNJais  le  poiut  C,  qu'on  aurait  obtenu  ne  se  serait  plus 
trouvé  du  même  côté  de  C  que  C|  et  il  aurait  même  pu  sortir  du 
segment  C|a  (ce  qui  est  le  cas  sur  la  figure). 

Autrement  dit,  la  deuxième  valeur  approchée  n'aurait  plus  été 
approchée  dans  le  même  sens  que  la  première  et  aurait  [)u  être  moins 
approchée  qu'elle.  Ceci  nous  montre  que  c'est  nécessairement  au 
point  A  qu'on  doit  joindre  les  points  successifs  Bf^Bo,..-.  On  dit 
qu'o/i  applique  la  méthode  au  point  B,  ou  encore  au  nombre  b. 

II.  Dans  le  cas  de  la  (igure  4o?  on  voit  que  c'est  au  point  A  qu'il 
convient  d'appliquer  la  méthode.  Dans  le  cas  de  la  figure  /\\ ,  on  ren- 
contre des  difficultés.  (  kiel  que  soit  le  point  auquel  on  applique  la 
méthode,  x-i  n'est  plus  approché  dans  le  même  sens  que  a:,  et  l'on 
n'est  pas  certain  qu'il  soit  plus  approché. 

Fis.  Vi. 


Il  s'agit  de  savoir  reconnaître  analjtiquement  ces  diflerentes  cir- 
constances. A  cet  etlet,  nous  observons  que  sur  la  figure  09,  l'arc  AB 
tourne  constamment  sa  concavité  \ers  le  haut;  donc  (t.  11)  f"{x) 
garde  le  signe  -h  dans  tout  rinteivalle  (a,  b).  Pour  la  figure  4o, 
f"{x)  garde  an  contraire  le  signe  — .  Dans  les  deux  cas,  on  voit  que 
le  signe  constant  de/"(.r)  est  opposé  au  signe  de  l'ordonnée  du  point 
auquel  on  applique  la  méthode.  Onarit  à  la  figure  4ii  elle  nous 
montre  qn"il  v  a  un  point  dinilcxion  ;  donc,  y"(x)  s'annule  dans 
lintervalle  (a,  b)  et  ciiange  de  signe.  De  cette  discussiou.  on  jieiil 
induire  bi  rè^le  suivante  : 

Pour  que  la  méthode  soit  applicable  à  coup  sûr  dans  l'inter- 
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valle  (a,  b)^  il  faut  que  la  dérivée  seconde  /"{x)  y  conser\'e  un 
signe  constant.  S^ilen  est  ainsi,  il  faut  appliquer  la  méthode  à 
celui  des  deux  nombres  a  et  b  qui,  substitué  dans  f{x)^  donne  un 
résultat  de  signe  contraire  à  celui  de  f" [x). 


Kig.  4i. 


Celle  règle  vient  d'êlre  élablie  d'une  manière  en  quelque  sorte 
empirique.  Néanmoins,  elle  est  entièrement  rigoureuse,  car  on  |ieul 
en  donner  une  démonstration  purement  analytique,  mais  dont  la  place 
n'est  jias  dans  cet  Ouvrage. 

269.  Méthode  de  Newton.  —  La  méihode  de  Newton  consiste  à 
remplacer  l'arc  AB  par  la  tangente  en  Vune  de  ses  extrémités. 
Sur  la  ligure  4-^,  on  voit  que,  pour  être  certain  d'avoir  une  approxi- 

l'ie.  42. 


mation  meilleure,  \\  faut  |)rendre  la  langcnle  en  A,  ou,  comme  on 
dit,  appliquer  la  méthode  au  point  A  ou  au  nonibre  a.  L'équation 
de  la  tangente  en  A  est  (t.  II) 

J— /(«J=/'(«)(^  — «)• 

Faisonsjj^  =  (),  nous  avons  l'abscisse  du  poinl  (>,,  soil 


Ou 


/'(«) 
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(]elte  valeur  est  |)lus  ai)|)rochée  que  a  el  dans  le  même  sens.  Rem- 
plaçons maintenant  le  point  A  par  le  point  A,  d'abscisse  x^  ;  cela 
laous  donne  une  valeur  x-^  plus  approchée  que  x^  et  dans  le  même 
sens;  on  la  déduit  de  (ii)  par  le  changement  de  x^  en  x-^  el  de  a 
en  .r,.  En  remplaçant  ensuite  A,  par  Ao,  on  obtiendra  une  troisième 
valeur  approchée  ^3  et  ainsi  de  suite.  La  figure  montre  que  les  points 
C,  Co,  C;j,  ...  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  C  et  peuvent  en 
devenir  aussi  voisins  qu'on  le  veut.  Autrement  dit,  V application 
suffisamment  répétée  de  la  formule  de  récurrence 


('2) 


X  II  —  Xii—\  ■ 


f(x„-i) 


finit  par  donner  pour  x„  une  valeur  aussi  approchée  de  la  racine 
qu'on  le  désire  et  dans  le  même  sens  que  a. 

270.  Remarque.  —  Sur  les  ligures  89  et  4o,  on  voit  que  la  mé- 
thode actuelle  s'applique  à  celui  des  points  A  et  H  auquel  la 
méthode  des  parties  proportionnelles  ne  s\ipplique  pas. 

Quant  à   la  figure  43,  elle  montre  que,  dans  le  cas  où  la  dérivée 

Fig.  43. 
A 


seconde  s'annule,  la  méthode  ne  s'applique  à  aucun  des  deux  points 
et  peut  donner  pour  .r,  une  valeur  beaucoup  moins  approchée  que 
ne  l'étaient  les  nombres  a  et  b.  D'où  la  règle  suivante  : 

Pour  que  la  méthode  de  Neivton  soit  applicable  à  coup  sûr  dans 
V  intervalle  (a,  />),  il  faut  que  la  dérivée  seconde  f"  {x)  y  conserve 
un  signe  constant.  S 'il  en  est  ainsi,  il  faut  appliquer  la  méthode 
à  celui  des  deux  nombres  a  el  b  qui.,  substitué  dans  /"(.r),  donne 
un  résultat  de  même  signe  que  f" {x). 

Comme  celle  du  numéro  précédent,  cette  règle,  que  nous  venons 
d'établir  empiriquement,  est  susceptible  d'une  démonstration  analy- 
tique entièrement  rigoureuse. 
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271.  Limite  ds  l'erreur.  —  Quelle  que  soit  la  iiiélliode  employée, 
il  est  nécessaire  de  savoir  calculer  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
commise  en  adoptant  telle  ou  telle  valeur  approchée  de  la  racine.  Une 
première  façon  de  procéder  consiste  à  appliquer  simultanément  les 
deux  méthodes^  en  remarquant  quelles  donnent  des  valeurs  a|)])ro- 
cliées  eu  sens  inverse.  On  obtient  de  la  sorte  deux  suites  conver- 
gentes de  valeurs  approchées,  les  unes  par  défaut,  les  autres  par 
excès.  La  différence  des  derniers  ternies  calculés  dans  ces  deux 
suites  est  évidemment  une  limite  supérieure  de  Verreur  commise. 

Dansle  cas  de  la  méthode  de  Newton,  il  existe  une  autre  manière 
de  procéder,  généralement  plus  avantageuse.  Supposons  qu'on 
applique  la  méthode  au  nombre  a.  Appelons  a -\- k  la  racine  exacte 
que  nous  cherchons.  Nous  voulons  une  limite  supérieure  de  la  diflé- 
rence  z  =  a -{- /c  —  .^i.  A  cet  effet,  écrivons  (|ue  /(a-hk)  est  nul, 
mais  en  le  développant  par  la  formule  de  Taylor  limiléc  au  troisième 
terme: 

(i3)  f(a^/c)  =  fia)  -h  A- fia)—  — /"(« -^  OX)  =  o. 

La  méthode  de  Newton  consiste  en  somme  à  supposer  (pic  /est 
assez  ])etil  |iour  (pie  le  troisième  terme  soitnégligeable,  car  siTon  fait 
abstracliou  de  ce  dernier,  1  équation  (  i  3)  donne  pour  A' une  valeur 
qui,  ajoutée  à  rt,  reproduit  x^  [formule  (i  i)]. 

Nous  aurons  l'erreur  commise  en  résolvant  (  i  3  )  par  ra|)j)()rl  à  A, 
mais  sans  négliger  le  troisième  terme,  en  le  traitant  comme  un  terme 
connu;  ce  qui  donne 

f'ya)         1         fia)        ' 
d'où 

,  ,  fia)  k-  f'ia^Ok) 

(  I  1  )  t  =  a  —  A  —  xi  =  a  —  fc  —  a  -i-  V; = —. — 77- 

fia)  -i  f'(a) 

1  elle  e>l  1  cireur  commise.  Bien  entendu,  on  ik;  I,i  connaît  j)as, 
puisfju'on  ne  connaît  pas  k.  Mais  on  peut  avoir  une  limite  supérieure 
de  sa  valeur  absolue.  Nous  possédons  en  <'(l('l  toujours  un  inlcr\alle, 
quind  ce  ne  serait  que  (a,  />),  dans  letpiel  est  certainement  comprise 
la  racine.  Nous  avons  donc  une  limite  sup(''ri(;ure  assurée  //  de  |/i|, 
[)ar  exemple    U  :=  h  —  a.   iJ'autre    part,    >()it  M  la  plus  grande  \aleui' 
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de  |/"(.r)|  dans  rinlervalle  dont  il  vient  d'èlrc  question.  On  a  évi- 
demment 

(13)  IM<- 


'^     l/(«)l 

Telle  est  la  formule  que  nous  avions  en  vue.  Elle  est  très  avanta- 
geuse, surtout  lorsque  V intervalle  {a.  b)  est  déjà  suffisamment 
resserré;  car,  dans  ce  cas,  1i  étant  petit,  h-  lest  beaucoup  plus  et  Von 
peut  arriver  tout  de  suite  à  une  approximation  considérable. 

Remarque.  —  Voici  une  remarque  assez  importante  sur  l'appli- 
cation de  la  formule  (i5).  On  commence  par  v  faire  h  ^\b  —  n\; 
on  en  déduit  alors  une  limite  supérieure  s,  de  Iî].  Mais  on  peut  en 
déduire  immédiatement  un  intervalle  plus  petit  que  \  b  —  a\  compre- 
nant à  coup  sur  la  racine.  Si  1  on  suppose,  |)our  fixer  les  idées.  a<ib., 
on  est  certain  que  la  racine  est<<:r(  +  î|.  On  peut  donc  prendre 
maintenant,  comme  seconde  valeur  de  h.  le  nombre  Xi  +  Si  —  a, 
qui  donnera  une  nouvelle  limite  supérieure  s',  de  l'erreur  commise 
en  prenant  x,^  comme  racine.  Cette  limite  z\  pourra  être  beaucoup 
plus  petite  que  î,,  surtout  si  le  nombre  a  était  déjà  très  approché  de 
la  racine. 

27;2.  Conseils  pratiques.  —  Voici  comment  nous  conseillons  au 
lecteur  d'appliquer  dans  la  pratique  les  méthodes  précédentes  : 

i"  L' intervalle  [a.  b)  donné  par  la  sépai-alion  des  racines  est 
généralement  beaucoup  trop  grand  pour  qu'il  soit  avantageux 
de  lui  appliquer  directement  une  méthode  d' approximation.  Il 
faut  commencer  par  le'  resserrer  en  substituant  dans  f(x)  des 
nombres  de  plus  en  plus  rapprochés  de  la  racine  et  examinant  les 
signes  des  résultats  obtenus. 

2°  Pour  faire  des  substitutions  successives  dans  f(x),  il  convient 
d'observer  quelques  simplifications  |)ossibles.  D'abord,  si  f(x)  est 
un  polynôme  de  degré  assez  élevé,  il  est  avantageux  d'utiliser  la 
règle  de  division  par  x —  a  (n"  203).  En  second  lieu,  il  arrive  un 
moment  où  les  nombres  à  substituer  sont  très  voisins  les  uns  des 
autres.  11  est  alors  commode  de  procéder  comme  il  suit.  Soit  Xq  un 
des  nombres  à  substituer  qui  soit  à  peu  près  leur  moyenne  arithmé- 
tique. On  a  à  calculer  des  quantités  de  la  ïorme  f(xo-{-  h)  pour  de 
petites  valeurs  de  h.  Dès  lors,  il  est  tout  inditpié  de  prendre  le  déve- 


34-2  CHAPITRE    WII. 

loppemciit  de  J\xo-\-  h)  suùant  les  puissances  croissantes  de  h^ 
par  exemple  au  moyen  de  la  formule  de  Tajlor.  On  calcule  une  fois 
pour  loules  les  premiers  coefficients  de  ce  développement.  On  n'a 
plus  ensuite  qu'à  substituer  les  diverses  valeurs  de  /t,  en  suivant  la 
règle  pratique  indiquée  pour  le  calcul  numérique  des  séries  (n"  oi). 

3°  Calculs  auxilicnres.  —  On  admet  généralement,  pour  les 
calculs  auxiliaires,  la  règle  empirique  (jui  consiste  à  les  effectuer 
avec  deux  décimales  de  plus  cjue  le  nombre  de  décimales  exigé 
pour  la  racine.  Cela  peut  se  justifier  d'une  manière  plus  ou  moins 
rigoureuse  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  fait  à  la  page  63 
à  propos  des  séries. 

4°  Après  chacjue  application  d'une  des  méthodes  cV approxi- 
mation, on  doit  ccdculer  une  limite  de  terreur  el\o\v  si  elle  rentre 
dans  l'appi'oximation  demandée.  Sinon,  il  faut  appliquer  une  nou- 
velle fois  la  méthode. 

!273.  Méthodes  graphiques.  —  Il  nous  reste  à  parler  des  méthodes 
dites  graphiques,  dont  I  importance  pratique  est  tout  à  fait  considé- 
rable. La  manière  de  les  applujuer  varie  d'un  exemple  à  l'autre  et 
peut  donner  lieu  à  des  théories  tout  à  fait  ingénieuses,  qu'on  désigne 
sous  le  nom  général  de  nomographie.  Sans  vouloir  pénétrer  plus 
avant  dans  cette  science  intéressante,  nous  allons  indiquer  seulement 
quelques  procédés  très  simples  et  tout  à  fait  courants. 

En  premier  lieu,  pour  résoudre  l'écpialion 

(iG;  f{x)  =  o, 

il  est  évident  qu'^V  suffit  de  construire  la  courbe  y  =f{x)  et  de 
prendre  ses  points  d^ intersection  avec  Ox.  Le  travail  préparatoire 
à  cette  construction  est  d'ailleurs  tout  fait  si  l'on  a  déjà  séparé  les 
racines,  puisque  pour  cela  on  a  du  ('ludier  les  variations  àe  f[x).  Il 
ne  reste  plus  qu'à  construire  avec  la  plus  grande  précision  possible 
les  portions  de  la  courbe  voisine  de  Ox.  On  mesure  ensuite  au 
don bl(;-déci mètre  les  abscisses  des  points  de  rencontre  et,  en  tenant 
compte  de  l'échelle  du  dessin,  on  a  les  racines  cherchées  avec  une 
approximation  d'autant  |)lus  grande  qu'on  a  dessiné  plus  correcte- 

ent  et  à  une  plus  grande  échelle. 

Conformément    à    la    remarque    II   du    n"  t2()i.    //  ^'.s7   quchiuefois 


m 
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avantageux  de  multiplier  ou  diviser  au  préalable  Véquation  par 
un  facteur  convenable,  de  manière  à  simplifier  la  construction, 
quitte  à  tenir  compte,  s'il  y  a  lieu,  des  racines  introduiles  ou  sup- 
primées. 

Une  autre  méthode,  dont  la  précédente  est  du  reste  un  cas  parti- 
culier, consiste  à  mettie  V  équation  sous  la  forme 


;i7) 


/(■^)  =  .>?(^), 


puis  à  prendre  l'intersection  des  courbes  y  =f(x)  et  y  ^  g(x). 
Les  abscisses  des  points  de  renconire  sont  manifestement  les 
racines  cherchées.  Comme  il  se  présente  généralement  différentes 
manières  de  mettre  réquation  proposée  sous  la  forme  (17),  il  faut 
toujours  examiner  quelle  est  celle  cjui  donnera  lieu  aux  constructions 
les  plus  aisées.  P;ir  exemple,  on  jieut  essayer  de  se  ramener  à  des 
courbes  classiques  de  formes  bien  connues,  telles  que  droite,  cercle, 
coniques,  sinusoïde,  courbe  exponentielle,  etc.  ('). 

Remarques.  —  I.  Cette  seconde  méthode  graphique  est  ciuel- 
quefois  très  commode  pour  la  séparation  des  racines. 

II.  Quand  on  a  déterminé  une  racine  «  par  une  méthode  graphique, 
on  peut  en  déduire  généralement  une  valeur  Xi  beaucoup  plus 
apjprochée  en  lui  appliquant  la  méthode  de  lYeivton,  quand  bien 
même  la  condition  relative  à  la  dérivée  seconde  (11"  270)  ne  serait  pas 

rig.    44. 


réalisée.  Cela  lient  à  ce  que  le  point  A  se  trouvant  déjà  très  près  du 
point  C,  le  point  Ci  en  sera  encore  beaucoup  plus  près,  même  si  Ton 
se  trouve  dans  le  cas  de  la  figure  \/\. 


(')  Le  Iccleur  trouvera  une  élésaïUe  mélhode  graphique  de  résolution  de  l'cqualion 
du  quatrième  def;rc  dans  Leçons,  t.  II,  p.   '(O'J- 
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271.  Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues.  —  Soil  le 
sjslènie 

(18)  /(a-o')  =  o,         g{ar,y)  =  o. 

On  peut  le  résoudre  approxiiiialiveineuL  sans  être  obligé  de  faire 
aucune  éliniiiialion,  comme  nous  l'avons  [)iescril  au  n"  237. 

On  constraif  le  plus  exactement  possible  les  deux  courbes  (iS) 
(1.  in  el  l'on  mesure  les  coordonnées  de  leurs  points  d'intersection. 
A  cliaque  point  correspond  ainsi  une  solution  approchée  (^a,  b). 

On  peut  en  déduire  ensuite  une  solution  plus  approchée  par  une 
méthode  cjui  est  V extension  de  celle  de  Newton.  Soit  («  +  h,  b  -h  A.) 
la  solution  exacte  voisine  de  la  solution  approchée  (a,  b).  On  a 

/{a  -h  h,  b  ^  /t)  =  o,         ff(n  -^  /i,  l>  ^  k)  =  o. 

Développons  par  la  formule  de  Tavlor  (n"  132),  en  négligeant  les 
termes  d'ordre  supérieur  au  premier  : 

I  ^ ( a,  6 )  H-  /j^;,  ^  Agr',,  =  o. 

On  obtient  deux  équations  du  premier  degré  en  h,  k;  on  les  résout 
et  l'on  j)rend  comme  deuxième  approximation  la  solution  [a+h,  b+A). 
A  cette  dernière,  on  peut  appliquer  de  nouveau  la  même  méthode,  el 
ainsi  de  suit<'. 

On  conçoit  (|u'on  puisse  de  même  étendre  la  méthode  de  Newton  à 
un  système  de  3,  4,  •  •  •  équations  à  3,  4,  •  •  •  inconnues.  Mais  la  diffi- 
culté est  alors  de  trouver  la  première  approximation,  pour  laquelle 
on  ne  peut  jjlus  emplover  la  méthode  graphique. 
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27o.  Inversions  d'une  permutation.  —  Écrivons  sur  une  ligne 
horizonlale  une  perniut;ition  (  n"  16)  de  n  nombres  diflérents,  par 
exemple  des  n  premiers  nombres  entiers.  On  dit  que  deux  de  ses 
termes  présentent  une  inversion  si  celui  de  gauche  est  plus  grand  que 
celui  de  droite.  En  faisant  toutes  les  combinaisons  des  termes  deux  à 
deux  (n"22),  on  peut  compter  le  nombre  total  des  inversions.  Suivant 
que  ce  nombre  est  pair  ou  impair,  la  permutation  est  àiie  paire  on 
impaire. 

Théorème  I.  —  Si  Ion  échange  deux  termes,  la  parité  change. 

1°  Les  termes  échangés  sont  consécutifs.  Il  n'y  a  que  ces  deux 
termes  dont  la  position  relative  soit  changée.  Leur  combinaison  est 
donc  la  seule  qui  puisse  modifier  le  nombre  des  inversions,  ce  qui 
prouve,  de  manière  évidente,  que  ce  dernier  est  augmenté  ou  diminué 
d'une  unité  et,  par  suite,  change  de  parité. 

2"  Les  termes  échangés  ne  sont  pas  consécutifs.  Soit  à  comparer 
les  deux  permutations  Aay,  Vo . .  .y^  [iB  et  A|3y,  ya  •  •  •  Y/*^-^'  -^  ^^  ^ 
y  désignant  les  mêmes  ensembles  de  termes.  Nous  pouvons  passer  de 
la  première  à  la  seconde  en  échangeant  successivement  a  avec  v,, 
'{■2,  ■■>  ^(p^  ?5  puis  [B  avec  y^,,  ^(p^  \i  •  • .,  yi,  ce  qui  fait  en  tout  ip  +  i 
échanges  de  termes  consécutifs,  donc  (i")  ip-\-\  changements  de 
parité  et  par  suite  un  changement  définitif  de  parité. 

THÉonp;\iE  J I .  —  Si  r  on  supprime  le  premier  terme  y.fT  une  permu- 
tation, le  nombre  des  inversions  est  diminué  de  y.  —  i . 
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Car  on  suppiime  les  inversions  ])rësentées  par  a  avec  cliacun  des 
a  —  1  termes  plus  petits  (')  qui  le  suivent  dans  la  permutation. 

276.  Définition  d'un  déterminant.  —  Imaginons  n-  quantités,  que 
nous  désignerons  sous  le  nom  général  d'é/é/nents  et  qui  pourront  être 
des  nombres  donnés  ou  des  variables  (n"o6).  Ecrivons-les  suivant  un 
Tableau  carré  possédant  n  lignes  horizontales  et  n  colonnes  verti- 
cales. Numérotons  les  lignes  de  haut  en  bas  et  les  colonnes  de  iraucbe 
à  droite.  Nous  représenterons  |)ar  la  notation  a^  l'élément  qui  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  a'"""'  ligne  avec  la  a''"""'  colonne  ;  de  sorte 
que  notre  Tableau  s'écrit  : 


(0 


Cela  posé,  choisissons-y  arbitrairement  n  éléments,  sous  la  seule 
condition  que  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque  colonne  Jigure 
un  cVentre  eux  et  un  seul.  Formons  leur  produit,  soit 


iv 


a'    B' 


les  différents  facteurs  étant  du  reste  écrits  dans  un  ordre  quelconque. 
En  vertu  de  la  condition  ci-dessus  énoncée,  les  indices  a,  ^,  ...,  \ 
constituent  une  |)ermiitation  des  nombres  1,2,  ...,  n,  de  même  que 
les  indices  a',  |îi',  ...,  )/.  Soient  I  et  F  les  nombres  d'inversions  corres- 
pondants. On  appelle  terme  du  déterminant  l'expression 


(3) 


(— i)'  +  ''«*'rtê'. 


c'est-à-dire  le  produit  (•>.)  précédé  du  signe  +  ou  du  signe  — , 
suivant  que  les  permutations  inférieure  et  supérieure  ont  ou.  n^ont 
pas  la  même  parité.  11  est  à  remarquer  d'ailleurs  (pie  ce  signe  est 
indépendant  de  lortlre  dans  lequel  on  écrit  les  facteurs  diulit 
produit,  car  modilier  cet  ordre  é(pii\aul,  comme   on  >ail,   à  faire  un 


('  )  On  su  [)  pose,  bien  en  ton  du,  avoir  y  Maire  à  um-  [FeriiiuL.it  ion  des  m  >  m  lires  1,  a,. . .,«. 
S'il  s'agissait  de  nombres  quelconques  lous  diirérenls,  a  devrait  désigner  le  rang  que 
possède  le  terme  considéré  quand  on  écrit  les  nombres  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante. 
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certain  nombre  d'échanges  de  termes,  lesquels  modifient  simultané- 
ment Jes  parités  de  I  et  de  I' (n°  275)  et,  par  suite,  ne  changent  pas  la 
parité  de  I  -h  1'. 

En  choisissant  de  toutes  les  manières  possibles  les  éléments  a*,  ..., 
«X  ,  on  obtient  de  la  sorte  un  certain  nombre  de  termes.  La  somme 
de  tous  ces  termes  est,  par  définition  ('),  le  déterminant  D  déduit 
du  Tableau  (i).  On  peut  donc  écrire 


(4) 


D  =  i:  (  -  I  )' 


Nous  avons  vu  qu'il  était  permis  d'écrire  les  éléments  constitutifs 
de  chaque  terme  dans  un  ordre  arbitraire.  On  peut  profiter  de  cette 
latitude  pour  amener  par  exemple  les  indices  su|)érieurs  dans  l'ordre 
naturel,  auquel  cas  1'=  o.  On  a  donc 


(5) 


D  =  2:(  — i)i«^a;^.  .  .a) 


et  l'on  voit  que  la  formation  des  différents  termes  équivaut  à  celle  du 
Tableau  des  permutations  des  nombres  i,  2,  ...,/?.  Le  nombre  de 
ces  termes  est  donc  n  !  (n°  18). 

On  appelle  terme  principal  le  terme  a\  a't . . .  a''/,  ses  éléments  sont 
ceux  de  la  diagonale  principale  du  Tableau  (i). 

On  appelle  ordre  d'un  déterminant  le  nombre  de  ses  lignes  (ou 
colonnes). 

On  représente  ordinairement  un  déteiniinant  par  le  Tableau  dont 
il  est  tiré,  placé  entre  deux  traits  verticaux  : 


(G) 


D  = 


«i 


Celte  notation  est  la  seule  possible  quand  les  éléments  sont  numé- 
riques. Lorsfju'on   représente,  au  contraire,   ceux-ci  à  la  manière  ci- 


(')  Le  lecteur  trouvera  sans  doute,  et  ajuste  titre,  que  celte  délinilion  est  bien 
artificielle.  En  réalité,  c'est  par  létude  des  équations  linéaires  et  après  des  tâtonne- 
ments nombreux  qu'on  est  arrivé  à  cette  théorie  moderne  et  si  féconde  des  détermi- 
nants. Mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'en  faire  l'historique.  Le  lecteur  trouvera,  s'il  le 
désire,  une  exposition  plus  détaillée  dans  Leçons,  n"  i;]9. 
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dessus,   on    peut  écrire,   suivant  trois  nolalions  abrégées  également 
usilées, 

(7)  D  =  |lfli      a]      ..,      a'l\\=\n'.\  =  {a\,a\,  ...,al). 

Remarque.  —  Il  est  manilesle  qu'on  ne  change  rien  à  lonl  ce  qni 
précède  si  l'on  rem|)lace  les  indices  atFectés  aux  lignes  et  aux  colonnes 
par  des  nombres  quelconques,  à  condilion  (|ue  ceux-ci  croissent  de 
haut  en  bas,  po'.ir  les  lignes,  et  de  gauche  à  droite,  pour  les  colonnes. 
Cela  ne  modifie  en  effet  nullement  les  nombres  1  et  1'. 

277.  Propriétés  des  déterminants.  —  f^es  déterminants  jouissent 
de  |)ropriétés  fort  élégantes,  que  nous  allons  maintenant  exposer. 

TnÉoiiliME  1.  —  Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  échange  ses  lignes  ai^ec  ses  colonnes. 

L'échange  des  lignes  et  des  colonnes  consiste  à  remplacer  cha(|ue 
élément  par  l'élément  symétrique  par  ra|q)ortà  la  diagonale  principale. 
On  obtient  de  la  sorte  un  déterminant  | />/ 1  tel  que  l'on  ait,  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  et  a',  ^*=  a^,.  Les  deux  déterminants 
sont  bien  égaux,  car  il  en  est  ainsi  des  termes  correspondants 
(-,)'-"««'4'....,ret(-.)''-'^S.4...^i,. 

CouoLLAiiiE.  —  Toute  propriété  démontrée  pour  les  lignes  est 
vraie  pour  les  colonnes  et  réciproquement.  Cela  était  d'ailleurs  à 
prévoir  d"a|jrès  la  définition  même  des  déterminants,  où  les  lignes  et 
les  colonnes  jouent  exactement  le  même  rôle. 

Déterminants  symétriques  et  symétriques  gauches.  —  Un  déier- 
minanl  est  symétrique  lorsque  les  éléments  sjmétri(]ues  par  rapport 
à  la  diagonale  principale  sont  égaux.  Il  esi  symétriq ue  gauche  \oYS(\ue 
ces  éléments  sont  opposés,  ceux  de  la  diagonale  elle-même  étant  par 
suite  nuls.  Pour  un  tel  déterminant,  l'échange  des  lignes  et  des 
colonnes  écpiivaut  au  changemenl  de  signe  de  tous  les  éléments. 
iJautie  part,  la  formule  (4)  montre  qu'un  Ici  changement  mulliplie 
le  déterminant  par  ( —  1)".  De  sorte  que  si  n  est  impair,  on  a,  en 
s'ap))uyanl  sur  le  théorème  1,  D  =  — 13,  donc  D  =  o.  Par  consé- 
quent, tout  déterminant  symétrique  gauche  d^ordre  impair  est 
nul. 
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!278.  Théorème  II.  —  Si  Von  échange  deux  rangées  parallèles^ 
le  déterminant  change  de  signe. 

Echangeons,  par  exemple,  dans  D  les  lignes  de  rangs  p  et  q.  Nous 
obtenons  le  déterminant  D,  =  |6^|,  tel  que  bj=a-j  pour  toutes  les 
valeurs  de  i  et  dey',  sauf  pour  i  =^ p  ou  q,  auxquels  cas  on  a  b'  =^a^^ 
b-'  —  a^  .  Cela  posé,  prenons  un  terme  quelconque  de  D  et  écrivons-le 
en  mettant  en  évidence  les  éléments  des  lignes  p  et  ^,  que  nous 
pouvons  supposer  par  exemple  écrils  les  deux  premiers  (n°  276), 
soit 

(—  I  )' -^- •«/;>// V4'-  •  •«>;■ 

Faisons-lui  correspondre  le  terme  suivant  de  D, 

Les  éléments  des  deux  termes  sont  deux  à  deux  égaux.  En  outre, 
on  a  visiblement  I'^  ^  F,  I,  ^  I  riz  i .  Donc,  les  deux  termes  sont 
opposés  et  par  suile  aussi  les  deux  délerminatils. 

Corollaire.  —  Si  Ion  permute  les  colonnes  d'une  manière  quel- 
conque, on  obtient  un  déterminant  D'=  ||  rt'JV/ '(...«',  j|,  qui  est  égal 
à  D,  au  signe  près,  puisque  loute  permutation  équivaut  à  un  certain 
nombre  d'échanges  de  colonnes.  Pour  avoir  le  signe,  il  suffit  de  com- 
parer deux  termes  composés  des  mêmes  éléments.  Par  exemple,  le 
terme  ])rincipal  de  D' est  rt^'«^. .  .«J^.  Le  terme  correspondant  de  D 
est  ( —  iVrt'î'<:/^. .  .a]i,  I  désignant  le  nombre  d'inversions  de  la  permu- 
tation (p,  rj.  ...,  s).  Donc 

D  =  (-i/D',         D'  =  (— d'D. 

Thf.oriîme  111.  —  Tout  déterminant  qui  a  deux  rangées  paral- 
lèles identiijues  est  nul. 

En  effet,  si  Ion  échange  ces  deux  rangées,  le  déterminant  ne 
change  pas.  Comme  il  doit,  d'autre  part  (théorème  II),  changer  de 
signe,  il  est  nécessairement  nul. 

^TD.  Développement  d'un  déterminant.  —  Considérons,  dans  le 
déterininan[  D.  tous  les  termes  cpii  contiennent  un  élément  donné  rtj^. 
Si  Ion  y  met  cel  élément  eu  facteur,  ou  (ilihcnl  une  expression  de 
la   l'orme   a'' A'',  où  A''^  désigne  un  certain  coefficient,  qui,  a  priori, 
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ne  peul  renfermer  aucun  des  éléments  de  la  ligne  p  ni  de  la  colonne  q 
et  qu'on  appelle  Le  mineur  relatif  à  a'i,. 

Calculons  ce  niineur.  A  cet  efVel,  choisissons  dans  l'expression  (4) 
de  D  tous  les  termes  pour  lesquels  on  a  y.  =  p  et  a'=r/.  La  somme 
de  ces  termes  est  évidemment  a'jjA'^ .  Donc 

le  signe  1'  indiquant  qu'on  doit  permuter  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles les  indices  ,j,  . . .,  A  et  les  indices  |j',  ....  )/.  J3e  là,  on  tire 


A^=S,-,) 


I  +  IV/': 


O'n    «.'. 


Dans  cette  formule ([j,  y,..., À)  est  une  permutation  quelconque  des 
nombres  i,  2,  ...,  n,  desquels  on  aurait  retranché  p;  nous  savons 
(n"  27o)  que  le  nombre  1|  de  ses  inversions  est  égal  à  I  —  (p  —  1). 
De  même,  (p',y', ...,  a' )  est  une  permutation  quelconque  des  nombres 
I,  2,  ...,  /?,  desquels  on  aurait  retranché  q;  le  nombre  1',  de  ses 
inversions  est  égal  à  I' —  [q  — ■  i).  Dès  lors,  on  peut  écrire 

Or,  si  l'on  se  reporte  au  n"  1270  et,  en  particulier,  à  la  remarque  qui 
le  termine,  on  constate  que  la  somme  i'  du  second  membre  n'est  autre 
que  le  délerminant  D^  déduit  de  D  par  la  suppression  de  la 
ligne  pet  de  la  colonne  q. 

On  a  donc  finalement  \di  formule  très  importante 

(8)  k'p={-x)i'-^'i\i'j,. 

Développement  suivant  la  ligne  p.  —  On  peut  décomposer  D 
en  n  grouj)es  composés  respectivement  des  termes  qui  contiennent 
a^,  a^^,  ...,  «^',  puisque  tout  terme  doit  contenii- un  élément  et  un  seul 
de  la  ligne/?.  On  obtient  ainsi  la  formule 

(9)  D  =  «j, A;,-i-  al  A2  4-. . . ^  a'l,K';,\ 

qui  constitue  le  développement  du  déterminant   suivant  les  élé- 
ments de  la  p'''""^  ligne. 

On  peut  de  même  développer  suivant  les  él(Mn«jnls  d'une  colonne, 
soit 

(10)  \)  =  a'[  \\  -f-  a'/  A^  -+-...  +  al  Kl 
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D'après  cela,  le  calcul  tl'uu  dclenninanl  J'oidre  n  est  ramené  à 
celui  de  n  délerniinants  d'ordie  n  —  i,  et,  par  suite,  de  proche  en 
proche,  à  celui  d'un  certain  nombre  de  délerniinants  du  premier 
ordre,  lesquels  se  réduisent  chacun  à  leur  uni(|ne  clément.  Telle  est 
la  véritable  méthode  pratique  qu'on  emploie  ordinairement  pour  le 
calcul  numérique  des  déterminants. 


280.  Par  exemple,  le  déterminant  du  second  ordre 
loppé  suivant  la  première  ligne,  donne 


déve- 


(II) 


a      h 
a      b' 


=^  ab' —  ba  , 


résultat  qu  il  est   d  ailleurs  aussi  aisé   d  établir  directement  en  s'ap- 
pujant  seulement  sur  la  définition  des  déterminants. 
Soit  encore  le  déterminant  du  troisième  ordre 


a 

à 

c 

N 

^, 

, 

/ 

\ 

-' 

^•^ 

'>' 

-  <:' 

>'^ 

b' 

^ 

'V; 

/ 

^^c 

(12) 


'x  "  ^b"  \ 

Développons-le  suivant  la  première  ligne,  en  nous  servant  de  (i  i  ), 

D  =  a{b'  c" —  c'  b" )  h-  b(  c' a" —  ci c" )  h-  a  a'  b" —  b' a" ) 
=^  ab' c" -^  bc' a" -^  ca' b" —  cb' a" —  ba  c" —  ac  b" . 

On  peut  aisément  retenir  ce  dévelop|)ement  au  moyen  de  la  règle 
suivante,  dite  règle  de  Sai'rus  :  Les  termes  positifs  sont  fournis  par 
la  diagonale  principale  et  par  deux  triangles  isoscèles  dont  les  bases 
sont  [)arallèles  à  cette  diagonale  (nous  les  avons  tracés  en  pointillé)  ; 
les  termes  négatifs  s'obtiennent  de  manière  analogue  en  partant  de 
la  seconde  diagonale. 

281.  Conséquences  diverses.  —  Outre  le  calcul  numérique  des 
déterminants,  on  peut  tirer  des  formules  (9),  (lO)  diverses  apjdi- 
cations  intéressantes.  Signalons  d'abord  les  idenlités  telles  que  la 
suivante 


(i3) 


a},k],+  a},kfr 
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Le  premier  membre  est,  en  efFel,  le  développement,  suivant  la 
^^lerac  jjope^  du  déterminant  D  dans  lequel  on  aurait  remplacé  les  élé- 
menls  de  rcttc  y>""'*'  ligne  par  ceux  de  la  ^'^"••^'  (  ').  Or^  nous  savons 
cpi  un  tt'l  d(''terminant  est  nul  (n"278).  On  a  de  même 

( 1 4  )  a'I  \';  ^  a'!.  A''  ^  .  .  .  _f-  «;/  A';  =  o. 

■  Thcouème  I.  —  Si  l'on  multiplie  tous  les  i'iémenls  cl  une  rangée 
par  un  même  nombre^  le  déterminctnt  est  multiplié  par  ce 
nombre. 

Il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  développer  suivant  cette 
rangée. 

THÉoui-:Mi!:  11.  — ■  Tout  déterminant  qui  a  deux  rangées  paral- 
lèles proportionnelles  est  nul. 

Car  on  peut  multiplier  les  éléments  d'une  de  ces  deux  rangées  par 
un  nombre  tel  que  les  deux  rangées  deviennent  identiques,  anf|uel  cas 
on  est  ramené  au  théorème  111  du  n"  278. 

Théorî^me  III.  —  Si  les  éléments  d' une  rangée  sont  constitués 
chacun  par  une  somme  de  k  éléments  partiels  (-),  on  peut  décom- 
poser le  déterminant  en  une  somme  de  /.  déterminants.,  obtenus 
en  réduisant  successivement  les  éléments  considérés  aux  i*"", 
a*",  .  .  . ,  A"'""'  éléments  partiels. 

En  ellet,  supposons  par  exemple  (|u'on  ail,  j)Our  la  ligne  /;, 
a'i,  =  to'j  -h  tu'., -h .  .  . -h  u>'^.         ( i  =  i ,  2,  .  .  .,  n). 

Portons  dans  la  formule  (9)  : 

/=  I 

n  n  n 

(i5)  D  =  Vio^A;,-4-ytu^AJ,  +  ...  +  V,.,lA;^. 


(')  Une  Iclle  moflifiration  laisse  inallért-s  les  mineurs  A,',,  A^,.  ....  A",,  puisqu'ils 
ne  dépendent  pas  des  éléments  de  la  p''"'^  ligne. 

(')  Si  certaines  sommes  comprennent,  moins  do  /.  éii'rricuts  partiels,  on  remplace 
les  éléments  manquants  |)ar  des  zéros. 
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n 

Or  N  co'i  A'.,,  par  exemple,  n 'es  l  autre  que  le  développement,  sui- 

i=  1 

vaut  la />'^"*  ligne,  du  délerminant  D  dans  lequel  on  aurait  réduit  les 
éléments  aux  premiers  éléments  partiels.  Dès  lors,  la  formule  (i5) 
démontre  le  théorème. 

Théorème  IV.  —  On  ne  change  pas  la  valeur  cV an  déterminant 
quand  on  ajoute  aux  éléments  d^ une  ligne  les  éléments  corres- 
pondants d^une  autre  ligne  multipliés  tous  par  un  même  nombre 
arbitraire. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  décomposer  le  déterminant  obtenu  en 
deux  déterminants  partiels,  au  moyen  du  théorème  précédent.  L'un 
de  ceux-ci  est  le  déterminant  proposé;  l'autre  est  nul,  en  vertu  du 
théorème  II  précédent. 

Ce  théorème  est  très  utile  pour  la  simpiilication  de  certains  déter- 
minants. C'est  ainsi  que,  si  les  éléments  de  deux  lignes  sont  prestpie 
tous  égaux  deux  à  deux,  il  j  a  avantage  à  les  retrancher  l'une  de 
l'autre,  car  on  fait  apparaître  de  la  sorte  un  grand  nombre  d'éléments 
nuls.  Nous  verrons  du  reste  divers  exemples  de  simplifications  de 
celte  nature  dans  les  exercices  correspondant  à  ce  Chapitre  et  aussi 
dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 

282.  Dérivée  d'un  déterminant.  —  Une  application  immédiate  du 
théorème  IH  est  le  calcul  de  la  dérivée  d'un  délerminant  dont  les 
éléments  sont  des  fonctions  d'une  certaine  variable  x.  Supposons, 
par  exemple,  que  les  éléments  «^  du  déterminant  (6)  soient  des 
fonctions  de  x,  admettant  des  dérivées  a/ .  Il  est  clair  que  D  est  aussi 
une  fonction  de  x.  Cherchons  sa  dérivée. 

Donnons  à  x  l'accroissement  \x]  D  devient 

D  -f-  AD  =  Il  a]  -r-  \al     aj  ~  \aj      .  .  .     a'^  -^  Aa,"  ||  . 

Chaque  élément  de  ce  déterminant  est  une  somme  de  deux  élé- 
ments partiels.  On  peut  donc  le  décomposer  en  une  somme  de 
déterminants,  obtenus  en  réduisant  les  éléments  à  leurs  premiers 
termes  pour  certaines  lignes  et  à  leurs  seconds  termes  pour  les  autres 
lignes.  En  prenant  les  premiers  termes  dans  toutes  les  lignes,  on 
oblienl  D;  de  sorte  que  AD  est  la  somme  des  autres  déterminants  o. 
IIa.vg.  —  Cours.  I.  20 
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Divisons  ceux-ci  par  A:r  et  clicichons  la  limite  pour  A.r  =  o.  A  cet 
elTet,  nous  divisons  par  A:c,  dans  chaque  déterminant  o,  une  ligne 
formée  par  des  accroissements,  par  exemple  la  ligne  \<i]  \cq  . . .  ^a'I . 
A  la  limite,  elle  devient  a^  a'-' . .  .a'-" .  S'il  y  a  d'autres  lignes 
d'accroissements,  elles  deviennent  des  lignes  de  zéros;  le  détermi- 
nant devient  nul(').  Sinon,  ii  devient  égal  au  déterminant  obtenu  en 
reiliplaçant,  dansD,  les  éléments  de  la  /'^""'  ligne  par  leurs  dérivées  (  '  ). 
La  limite  de  - —  est  la  somme  de  tous  les  déterminants  analogues  (-). 
Finalement,  on  ])eut  énoncer  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  La  dérivée  cV un  déterminant  d^ ordre  n  est  la  somme 
des  n  déterminants  obtenus  en  y  remplaçant  les  éléments  d\ine 
ligne  et  d' une  seule  par  leurs  dérivées,  celte  ligne  occupant  suc- 
cessivement les  rangs  i,  2,  . . .,  //. 

On  a  évidemment  une  règle  analogue  pour  les  colonnes. 

283.  Multiplication  des  déterminants.  —  Soient  deux  déterminants 
d'ordre  /t,  E)  =  |  aj\  et  1^'^  ]  b'j\-  Considérons  le  déterminant  A  dont 
l'élément  général  c;^  est  donné  par  la  formule 


(16; 


C/  =  a]  bj  ■+■  aj  bj 


a'Ib'j 


Je  dis  que  A  :=  D.D'.  En  effet,  les  éléments  de  la  première  colonne 
de  A  sont  des  sommes  de  n  éléments  partiels  ;  on  peut  donc,  conformé- 
ment au  théorème  III  du  n°  281 ,  décomposer  A  en  n  déterminants  par- 
tiels. Dans  chacun  de  ceux-ci, on  peut  faire  une  décomposition  analogue 
relativement  à  la  deuxième  colonne;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu'on  nait  plus,  dans  chaque  déterminant,  (pie  des  éléments  réduits 
à  un  seul  élément  partiel.  Il  est  visible  que  les  déterminants  finale- 
ment obtenus  sont  tous  de  la  forme 


af.b'l     a'{b'l 
a'U'':     a'UA 


a'nb'l     alb'!. 


(')  Il  faut  remarquer,  à  ce  propos,  que  loul  déterniinanl  est  une  fonclion  conliiuie 
d'un  nombre  quelconque  de  ses  éléments,  comme  étant  un  polynôme. 

(-)  Le  lecteur  pourra  les  écrire  tout  au  long  en  prenant,  par  exemple,  un  déter- 
minant du  troisième  ordre;  la  démonstration  lui  semblera  peut-être  plus  claire,  tout 
en  étant  aussi  générale. 
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y>,  q^  ...,  s  désignanl  ccrlaius  des  nombres  i,  2,  ...,  n.  En  remar- 
quant que  b^l  est  en  facteur  dans  la  première  colonne,  b\  dans  la 
seconde,  ...,  b\^  dans  la  /?'*""'',  on  peut  écrire  (n"  281,  théorème  I) 


(I-  )  ^.  =  b<\b1,...  b%  X  11  a';     a'I      .  .  .      a\  \\  . 

Or,  le  déterminant  0'  est  nul  comme  ayant  deux  ou  jjlusieurs 
colonnes  identiques  si  deux  ou  plusieurs  des  nombres/»,  q,  ...,  5  sont 
égaux.  S'ils  sont  tous  différents  et  si  Ton  appelle  I  le  nombre  des 
inversions  de  la  permutation  (p,  q,  —  s),  il  est  égal  à  ( — i)'D 
(n"  278).  Mettant  ainsi  D  en  facteur  dans  tous  les  déterminants  0  qui 
ne  sont  pas  nuls,  nous  avons 

A  =  D.i:(—iyb';b'!,...bi. 

Mais  la  somme  I]  est,  par  définition,  le  déterminant  D'.  Donc 

A  =  D.D'.  C.  Q.  F.  D. 

La  multiplication  telle  que  nous  venons  de  l'effectuer  est  appelée 
jyiultiplication  ligne  par  ligne,  en  ce  sens  qu'on  obtient  l'élément 
général  c/  du  produit  en  multipliant  les  éléments  de  la  ligne  i  de  D 
par  les  éléments  de  même  rang  de  la  ligne  j  de  D'  et  ajoutant  les 
résultats  obtenus.  Mais  on  peut  aussi  effectuer  le  produit  colonne 
par  colonne,  ligne  par  colonne  on  colonne  par  ligne,  comme  on 
le  voit  en  échangeant  les  lignes  et  colonnes  de  D  et  D',  de  D'  ou 
deD. 

Si  l'on  multiplie  un  déterminant  par  lui-même,  on  obtient  son 
carré.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  ce  carré  est  un 
déterminant  symétrique,  quand  on  effectue  la  multiplication  ligne 
par  ligne  ou  colonne  par  colonne. 

28i.  Nous  ne  nous  sommes  occupés  jusqu'à  présent  (|ue  de  la  mul- 
tiplication de  deux  déterminants  de  même  ordre.  S' ils  sont  cV ordres 
différents,  on  les  ramène  à  être  de  même  ordre  de  la  manière 
suivante. 

Soit  à  transformer  le  déterminant  D  cV ordre  n  en  un  détermi- 
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nant  D,  d'ordre  supérieur  n  -h p.  On  écrit 

P 


(.8) 


D, 


o 

o 

0 

o 

o 

0 

o 

o 

o 

I 

o 

o 

o 

r 

o       ... 

o 

C'est  ce  qu'on  appelle  border  le  déterminant  D  avec  p  lignes  et 
p  colonnes.  Ces  p  lignes  et  p  colonnes  sont,  comme  on  le  voit,  com- 
posées exclusivement  de  zéros,  exception  faite  pour  les  éléments  de 
la  diagonale  principale,  qui  sont  égaux  à  i.  Le  déterminant  D,  est 
bien  égal  à  D,  car  si  on  le  développe  suivant  la  dernière  colonne,  on 
voit  qu'il  est  égal  au  mineur  relatif  à  son  dernier  élément,  lequel  est 
à  son  tour  égal  au  mineur  analogue,  etainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
obtienne  D  comme  mineur.  Ce  raisonnement  prouve  même  qu'on  ne 
changerait  pas  D,  en  remplaçant  par  des  nombres  quelconques  les 
zéros  des  p  dernières  lignes  qui  sont  au-dessous  de  la  diagonale  prin- 
cipale, ou  les  zéros  des  p  dernières  colonnes  qui  sont  au-dessus  de 
cette  diagonale. 

285.  Multiplication  des  tableaux  rectangulaires.  —  On  peut  donner 
à  la  mulliplicatinii  de?  ilt-iermiiiants  l'extension  suivanle,  dont  on  peut  quel- 
quefois trouver  des  applications  intéressantes.  Soient  les  deux  matrices  ou 
tableaux  rectangulaires^  coniplanl  p  lignes  et  n  colonnes  : 


(i9i 


(A; 


«1 
al 


a% 


al     a-„ 


(B) 


/>î 

b\  . 

•      b'I 

b\ 

bl  . 

.     b'I 

^]> 

bl    . 

b" 

Ils  n'ont  par  eux-mêmes  aucune  valeur  numérique.  Néanmoins,  nous  con- 
viendrons d'appeler /?rorf«t<  des  deu.r  tableaux  le  déterminant  A  du  p^'^"*'^ 
ordre,  dont  l'élément  général  est  donné  par  la  formule  (') 


(20; 


:i]  b)  -r-  «7  />j  -r- .  .  .  -t-  a'I  b" 


ii.j  =1. 


P)- 


('j  On  multiplie  toujours  ligne  par  ligne. 


di:terminants.  3  5; 

Cherchons  la  valeur  de  ce  tléterminanl.  Trois  cas  se  présenlent  suivant  la 
valeur  relative  de  p  et  de  n. 

Premier  cas  :  n  =/>.  —  On  retombe  sur  la  multiplication  des  déterminants 
D  et  D',  déduits  des    tableaux  (A)  et  (D).  qui  sont  alors  carrés. 

Deuxième  cas  :  p'^  n.  —  Bordons  chaque  tableau  par  p  —  n  colonnes  de 
zéros  écrits  à  sa  droite,  nous  obtenons  deux  tableaux  carrés,  qui  donnent 
naissance  à  deux  déterminants  D  et  D',  d'ordre  p  et  visiblement  nuls.  Or,  si 
l'on  fait  le  produit  DD'  ligne  par  ligne,  on  obtient  manifestement  le  détermi- 
nant A,  qui  est  donc  nul. 

Troisième  cas  :  p  <C  n.  —  Comme  au  n"  283,  décomposons  A  en  une  somme 
de  déterminants  tels  que 


a[b'[     a'ib'i 
alb'i     a'-_b'.^ 


a\  b] 
aibi 


a'j,b'[     a',M_ 


a],b], 


q,  r,  ...,  s  désignant  certains  des  nombres  i,  2,  ...,  n. 

Pour  que  0  ne  soit  pas  nul,  il  faut  que  ceux-ci  soient  tous  différents,  c'est- 
à-dire  que  (</,  r,  ...,  s)  soit  un  arrangement  p  'a  p  (n"  19j  des  nombres  i, 
2,  . . .,  n.  On  a  alors 

3' 


(21) 


0  =  b^b'^  .  .  .  b^iiX 


Il  faut  faire  la  somme  de  tous  les  déterminants  analogues.  Dans  ce  but, 
souvenons-nous  que.  pour  former  le  tableau  des  arrangements  />  à  />  de  n 
nombres,  on  peut  d'abord  former  le  tableau  des  combinaisons/?  à  /?,  en  ran- 
geant par  exemple  les  nombres  par  ordre  de  grandeur  croissante,  puis  faire  le 
tableau  des  permutations  relatif  à  chaque  combinaison  (n"  24).  Dès  lors,  soit 
{q' ,  /•',  ...,  s')  la  combinaison  obtenue  en  rangeant  q,  r,  ...,  5,  par  ordre  de 
grandeur  croissante.  Si  I  désigne  le  nombre  d'inversion  de  (q,  /•,  ...,  5),  on  a 
(n°278) 


ô  =  ( —  I)'  b'(b'.,  .  . .  bj,  X  II  a''i      a'i      . . .     a\  ||. 

Ajoutons    tous  les  0  obtenus    en    prenant   pour  (q,  r,  ...,  s)  les  did'érentes 
permutations  déduites  de  (q'.  /',  ....  5');  nous  obtenons  une  somme 

G  =  o".Z(— 1)'6'[6; .  ..bj,, 

ou  (n°  276,  remarque) 

(22)     a=||a'C     r/'i'      ...      «V  II  X II  ^'T     K     •••      M'  Il         iç' <  r' <. .  .<  s'). 
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Enfin,  A  esl  la  somme  de  tous  les  produits  analogues. Finalement,  nous  pou- 
vons énoncer  le  lliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  produit  des  deux  tableaux  (A)  et  (B)  est  nul,  si  le 
nombre  des  lignes  dépasse  celui  des  colonnes.  Sinon,  il  est  égal  à  la 
somme  de  tous  les  produits  tels  que  7,  (g\  /•'...,  s')  représentant  une  quel- 
conque des  combinaisons  p  à  p  des  nombres  i,  2,  ....  /i,  oit  l'on  suppose  les 
novibres  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

Ce  théorème  permet  assez  souvent  d'obtenir  des  identités  intéressantes. 
Nous  en  donnerons  quelques  exemples  en  exercices.  Pour  Tinstanl,  indiquons 
seulement  le  suivant.   Multiplions  les  deux  tableaux 


nous  obtenons,  eu  développant, 

(23)  (('/-+  b--^  c-  )(«'2-i-  6'- -4-  c'-)  —  (aa' -h  bb' -h  ce' )- 

ES  (  ab' —  ba'  )--\-  (bc' —  cb')--h  (ca' —  ac'  )"-. 

Cette  identité,  connue  sous  le  nom  d'identité  de  Lagrange,  sert  assez 
souvent,  surtout  en  Géométrie  analytique. 

286.  Règle  de  Laplace. —  Dans  ce  numéro,  nous  désignerons  d'une 
manière  générale  par  L)'^  '  ^"  ^■^'  le  déterminant  déduit  de  D  parla  sup- 
pression des  lignes  p,  q,  ...,  5  et  des  colonnes,  en  nombre  égal,^?', 
q' ,  ...,  s'.  Un  lel  déterminant  est  dit  sous-détermiiiant  ou  encore 
mineur  { '  )  de  D.  Nous  désignerons  par  A^' ^''  y  '"  le  sous-délerminant 
formé  au  contraire  par  les  éléments  communs  aux  lignes  y?,  q.,  ...,5 
et  aux  colonnes  p',  q' .,  ...,  s',  et  qu'on  ajipelle  fjnelquefois  mi/ieur 
comp  lé  me  ntaire  du  précédent. 

Cela  posé,  soit  (p,  </,  ...,  i;  une  combinaison  m  à  m  des  nombres  i,  ?.,...,  «, 
{m<Cn),  où  l'on  suppose  /?<^<...<5.  Proposons-nous  de  calculer  la 
somme  a  des  termes  de  A,  tels  que  les  éléments  des  m  premières  lignes  qui  y 
figurent  appartiennent  dans  leur  ensemble  aux  colonnes /j,  q,  ...,  s.  On  pour- 
rait le  faire  directement  en  étendant  le  raisonnement  fait  au  n°  ^79.  Nous 
emploierons  de  préféience  la  méthode  suivante  : 

La  somme  cherchée  est  évidemment  indépendante  des  cléments  des  m  pre- 
mières lignes  qui  n'appartiennent  pas  aux  colonnes />,  q,  ...,  s  et  des  éléments 
des  autres  lignes  qui  appartiennent  au  contraire  à    ces   colonnes.    Profilons-en 


(')  Celte  dernière  dcnominalion  présente  l'incoiivcMiicnl  de  donner  lieu  à  des 
confusions  de  signes  quand  il  s'agit  des  mineurs  d'urdre  /(  —  i,  pour  lesquels  nous 
avons  donné,  au  n"  '279,  une  diMinilion   un  peu  diMiitciilc. 
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pour  annuler  tous  ces  élénnents.  Nous  obtenons  un  déterminant  Di  qui  se  réduit 
visiblement  à  a.  Par  des  échanges  de  colonnes,  amenons  les  colonnes  /?, 
q,  ...,  s  à  être  les  premières,  leur  ordre  relatif  n'étant  pas  changé,  pas  plus  que 
l'ordre  relatif  des  autres  colonnes.  Pour  cela,  il  suffit  d'échanger  successive- 
ment la  colonne/)  avec  chacune  des  p —  i  colonnes  précédentes,  puis  la 
colonne  q  avec  chacune  des  q — x  colonnes  précédentes,  ...  et  enfin  la 
colonne  s  avec  chacune  des  5  —  m  colonnes  précédentes,  ce  qui   fait  eu   tout 


(  />  -h  ^r  -f- . . .  -f-  .y  )  —  (  H-  2  4-  . . .  -f-  /?i  ) 
m  (  /»  -f- 1  ) 


(/»-)-  q  4-...-f-s)  — 


k  échanges. 


On  a  donc 


Di=(-./ 


af,, 


a* 


=  (-iy'D2 


D'autre  part,  bordons  le  sous-déterminant  \f^'^  !l'y;  f,i  par  n  —  m  lignes  et 
colonnes  comme  on  l'a  expliqué  pour  le  déterminant  (18).  Bordons  de  même 
D'i':  ?;  .:.;  m  par  m  lignes  et  colonnes,  mais  que  nous  écrivons  cette  fois  respec- 
tivement en  haut  et  à  gauche;  puis  échangeons  les  lignes  avec  les  colonnes. 
Enfin  niulliplions  les  deux  déterminants  ainsi  formés  ligne  par  ligne.  Nous 
obtenons  D2,  comme  le  constatera  le  lecteur  en  écrivant  les  déterminants, 
pour  y  voir  plus  clair.  De  là  résulte  que  la  somme  a  cherchée  est  donnée  par 
la  formule 

m{in  +  \) 

(24)  a  =  (-.)     ^  A(;-;/;;;^D(;':/;;;^ 


Imaginons  maintenant  que,  laissant  fixe  le  nombre  m,  on  prenne  pour 
(/>,  q,  .  .  .,  s)  successivement  toutes  les  combinaisons  ni  à  m  des  nombres 
I,  2,  ...,  n.  Il  est  clair  qu'en  ajoutant  toutes  les  sommes  a  correspondantes, 
on  obtiendra  le  déterminant  D  en  entier,  puisque  tout  terme  de  D  doit  avoir 
un  élément  dans   chacune   des  m  premières  lignes.  On  a  donc  la  formule 


(25) 


D  =  (— i)    -    5:(— i)/'+?+-+^a(;:/ ;;;,;. D ;;•:/;;,;;. 


Elle  constitue  une  généralisation  de  la  formule  (9),  sur  laquelle  on  retom- 
berait en  supposant  m  =  i  et  faisant  au  besoin  des  échanges  de  lignes.  Elle 
donne  une  nouvelle  règle,  qu'on  appelle  règle  de  Laplace,  pour  le  calcul 
d'un  déterminant.  Quand  on  l'applique,  on  dit  qn'ori  développe  le  détermi- 
nant suivant  les  m  premières  Usines.  On  pourrait  aussi  développer  suivant 
/n  lignes  quelconques.    Mais  il    vaut    mieux   se  ramener  au  cas  précédent   par 


a6o 
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des  échanges  convenables  de  lignes.   Il   va  de   soi    qu'on   peut   développer    de 
même  suivant  plusieurs  colonnes. 

La  règle  de  Laplace  est  particulièrement  commode  pour  le  calcul  des  déter- 
minants du  quatrième  ordre;  en  prenant  m  =  2,  on  se  ramène  uniquement  à 
des  calculs  de  déterminants  du  second  ordre,  lesquels  se  font  très  rapidement. 
On  a,  par  exemple, 


b 
b' 
b" 
b'" 


d 
d' 

d" 
d'" 


=  ■  (ab'  —  ba'){c"d' — d"  c"  )  —  {ac  — ca  ){b"  d'" — d"  U"  ) 
-h{ad' — da)(b"  c'" —  c"  b"  )  —  (bd' — b' d){a"  c'" —  c'a'") 
-^(bc'—  cb')(a"d"'~  d"a" ) -h  (cd'— de'  ){a"  b'"  —  b" a'"). 

287.   Déterminant  adjoint.  —  On  appelle  déterminant  adjoint  du 
déterminant  D  le  déterminant  A  =  |  A^|  formé  par  les  mineurs. 

Théorème  I.  —  On  a  \  =  D""'. 

En  effet,  inulliplions  D  par  A,    ligne   par  ligne,   TélémenL  général 
du  produit  est  (n"  283) 

c{  =  a]  X)  ^  a]  k]  ^ .  .  .-^  a'I  k% 

c'est-à-dire  zéro  ou  D,  suivant  que  iy^j  ou  /=y  (n"281).Le  déter- 
minant DA  a  donc  tous  ses  éléments  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale 
principale,  qui  sont  égaux  à  D.  (3n  a,  par  suite. 


d'où,  en  supposant  D  ^  o, 
(26) 


DA  =  D« 


A  =  D«->, 


Lorsque  D  est  nul,  A  l'est  aussi,  et  la  formule  (26)  est  encore  vraie. 
En  effet,  on  a,  par  exemple, 


a}  A,-  -H  rtf  Af 


«?A? 


et  cela  pour  f  =  i,  2,  ...,  n.  Donc  A  est  nul,  en  vertu  d'un  théorème 
qui  sera  démontré  au  n"  292,  car  les  rt],  r,f^,  ...,  a'[  sont  supposés  ne 
pas  èti'e  tous  nuls  (s'ils  I  étaient,  tous  les  mineurs  seraient  nuls, 
sauf  a;,  ...,  a;'). 
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Théorème  H.  — •  Si  aj  désigne  le  mineur  de  A  relatij  à  \j  on  a, 
en  supposant  D  7^  o,  a'^=  a/D""-. 

En  effet,  on  a  (n'^^  279  et  281) 


Dans  tous  les  cas,  on  peut  écrire 

A' (a/  -  a)  r)"-2)  +  A|(a7-  af  D"-^) 


A  =  D"-i 


si         i 

?^/-, 

si          i 

=  />; 

si 

:  52J  A-, 

si 

■=  k. 

k'IAo^l  -  a'iXy-^)  =  o, 


et   cela   pour  A"  ^  i ,  2,  ...,   /*.  On  obtient  de   la  sorte  n   équations 

linéaires    et    homogènes    entre    les    n    quantités    v.^  — rt^'D"~-,   

Comme  le  déterminant  A  =  D'^"'  des  coefficients  est  supposé   diffé- 
rent de  zéro,  on  a  nécessairement  (n"  292) 


a]  D«-2  =  a;  —  a]  D"-^ 


C.    Q.   F.   D. 
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ÉQUATIONS  ET  FORMES  LINÉAIRES. 


I.  -  ÉQUATIONS  LINÉAIRES. 

288.  Équations  linéaires.  —  Ou  appelle  équation  linéaire  loule 
équation  qui  est  du  premier  degré  par  rapport  à  l'ensemble  des 
inconnues. 

Considérons  le  système  d'équations  linéaires 

a  \  .rj  -+-  a  j  .r,  -f- .  .  .  -+-  «"J  ^'„  =  6, , 
a \ Xi  -V-  a\x-2-\- .  .  .^  a'i x,i  =  60, 


(0 

aj,x.2-^ 

où  les  Xi  sont  les  inconnues  et  les  a  et  b  des  conslanles  données.  On 
appelle  solution  de  ce  système  tout  ensemble  de  valeurs  qui,  attribuées 
aux  Xi,  transforme  chaque  équation  en  une  identité.  Deux  sjslèmes 
sont  équivalents  s'ils  admettent  les  mêmes  solutions,  c'est-à-dire  si 
loule  solution  de  l'un  esl  solution  de  l'autre  et  réciproquement.  Ré- 
soudre un  système^  c'est  trouver  toutes  ses  solutions.  Un  système  est 
compatible  s'il  admet  une  ou  plusieurs  solutions;  il  est  incompa- 
tible s'il  n'en  admet  aucune. 

289.  Systèmes  de  Cramer.  —  On  appelle  système  de  Cramer  loul 
système  comprenant  autant  d  équations  que  d^inconnues  et  tel  que 
le  déterminant  D  =  |  «/ 1  des  coefficients  ne  soit  pas  nul.  Nous 
allons  montrer  (pT////  tel  système  admet  toujours  une  solution  et 
une  seule  et  nous  apprendrons  du  même  coup  à  la  calculer. 

Supposons  donc  que,  pour  le  système  (i),  on  ait  p=  n  et  D^o. 
Si  les  équations  (i)  sont  vérifiées  pour'certaines  valeurs  des  .r,  il  en 
sera  évidemment   de   même  de   toute  couibinaison   linéaire  de  ces 
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équaliona.  c'est-à-dire  de  tonte  équation  obtenue  en  multipliant  la 
première  par  une  constante  quelconque  A(,  la  seconde  par  une  cons- 
tante Ao,  ...,  la  dernière  par  une  constante  /,„,  et  ajoutant  membre  à 
membre.  Essayons  alors  de  choisir  nos  multi|:)licateurs  de  façon  à 
éliminer  le  plus  grand  nombre  possible  d^ inconnues.  On  y  arrive 
immédiatement  grâce  aux  propriétés  élégantes  des  déterminants. 
Prenons  A,  ^A'j,  Ao  =  A',,  ...,  a„  =  A',  ;  nous  obtenons  réfjuation 

car  le  coefficient  de  x,  est  D,  d'après  la  formule  (lOj  du  n"  279  et 
ceux  des  autres  inconnues  sont  nuls  d'après  la  formule  (i4)  du 
n^^Sl. 

Gomme  on  le   voit,   on  a  éliminé  toutes   les  inconnues,  sauf  xi. 
Comme  D^  o,  on  en  tire 

o)  .r,  = 


Donc,  sMI  y  a  une  solution,  elle  est  donnée  par  les  formules  telles 
que  (3).  Nous  n'avons  plus  qu'à  vérifier  que  les  valeurs  obtenues 
satisfont  bien  à  chaque  équation  du  système.  Effectivemnt,  si  on 
les  porte  dans  la  A•'*''"^  il  vient 

2^  ^'A- ^ =  bk. 

Or,  le  coefficient  de  èy,  soit  j-- («].  Aï -h  «^  Ay -h  ...  +  a^' A'-),  est 

nul  (n°  281),  tant  que  y  ^ /i"  et  égal  à  =-  =  i  poury'^/.".  Donc  l'équa- 
tion est  bien  vérifiée. 

Finalement,  nous  avons  la  proposition  suivante  : 

Ïhéorè-me  {de  Cramer).  —  Si  le  système  (i)  est  un  système  de 
Cramer^  il  admet  une  solution  unique  donnée  par  les  formules 

(,)  •'■•  =  Tr'      •^^  =  17'      •••'      •'•"=17' 

où  Bi  désigne  ce  que  devient  le  déterminant  \)  (juand  on  y  rem- 
place cliacun  des  éléments  de  la  Z"^"""  colonne  par  le  terme  cons- 
tant bj  qui  se  trouie  su/-  la  même  ligne  dans  (i). 
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Celte  interprétation  du  numérateur  de  la  fraction  (3)  est,  en  eftet, 
évidente,  car  ce  numérateur  n'est  autre  c|ue  le  développement,  sui- 
vant la  i"'™'^  colonne,  du  déterminant  ci-dessus  mentionné  ('). 

Les  formules  (4)  sont  appelées  formules  de  Cramer. 

.  290.  Cas  général.  —  Arrivons  maintenant  au  cas  général  où  les 
noml)res  p  et  n  sont  quelconques  et  où  l'on  ne  fait  aucune  hypolliêse 
particulière  sur  les  coefficients,  si  ce  n'est  que,  dans  chaque  équation, 
il  y  en  a  au  moins  un  qui  n'est  pas  nui. 

Nous  allons  d'abord  donner  cjuelques  définitions   fondamentales. 

Considérons  le  tableau  rectangulaire  (carré  si  p  =  n)  T  formé 
par  les  coefficients  a{ .  De  ce  tableau  on  peut  tirer  des  déterminants 
en  j  prenant  un  certain  nombre  de  lignes  et  un  nombre  égal  de 
colonnes.  C'est  ce  que  nous  appellerons  les  déterminants  du 
tableau.  On  appelle  déterminant  principal  tout  déterminant  du 
tableau    assujetti  aux  conditions  suivantes   : 

i"  Il  n^ est  pas  nul;  2°  Tout  déterminant  du  tableau  qui  a  un 
ordre  supérieur  est  nul.  Il  peut  v  avoir  plusieurs  déterminants  prin- 
cipaux ;  tnais,  bien  entendu,  ils  sont  tous  du  même  ordre  (-). 

Le  déterminant  principal  o  étant  choisi,  nous  appellerons  écjua- 
tions  et  variables  principales  les  équations  et  variables  dont  les 
coefficients  figurent  dans  o.  On  nomme  déterminant  caractéristique 
relatif  à  une  écjuation  non  principale,  par  exemple  la  A'""'',  que 
nous  appellei'ons  l'équation  (A),  le  déterminant  Z^  obtenu  en  bor- 
dant (n"  284)  0,  en  bas  par  une  ligne  formée  par  les  coefficients 
des  variables  principales  dans  l  équation  iji),  à  droite  par  une 
colonne  formée  par  les  termes  constants  des  équations  principales 
et  de  r équation  (A  ). 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant,  qu'on 
appelle  quelcjuefois  théorème  de  Méray,  mais  qui,  en  réalité,  a  été 
trouvé    indépendamment  par  plusieurs  auteurs,   et   que,   j)Our  cette 


(')  Nous  rappelons  que  A{,  A.(,  ...,  A',  sont  indépendants  des  éléments  de  la 
jème  colonne.. 

(^)  Cet  ordre  est  appelé  quelquefois  \g  rang  du  tableau,  ou  du  système  (i).  l'our 
reconnaître  qu'un  déterminant  non  nul  d'ordre  q  est  principal,  il  suffit  de  vérifier 
la  nullité  de  tous  les  déterminants  d'ordre  7 -M,  car,  ceux-ci  étant  des  mineurs  des 
déterminants  d'ordre  */ -f- 2,  ces  derniers  seront  nécessairement  nuls,  et  ainsi  de 
suite. 
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raison,    et   vu     son    iinpoiiance,    nous    appellerons    de    préférence 
théorème  fondamenlal  : 

Thkorème  fondamental.  —  Pouf  qu^ un  système  soit  compatible, 
il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  déterminants  caractéristiques  soient 
nuls.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  a  la  solution  géné- 
rale en  donnant  des  valeurs  arbitraires  aux  variables  non  prin- 
cipales et  résolvant  ensuite  le  système  des  équations  principales 
par  rapport  aux  variables  principales,  au  moyen  des  formules  de 
Cramer. 

Nous  pouvons  évidemment  supposer,  en  appelant  q  l'ordre  du 
déterminant  piincipal,  qu'on  a  donné  les  numéros  i,  2,  ...,  q  aux 
variables  et  aux  équations  principales.  Ecrivons  alors  celles-ci  de  la 
manière  suivante  : 


(5) 


Xi  =  (  rt  1  J'i  -(-  a \  .»■',  —  ...-+-«'( X,, )  —  a'[  '  '  Xg^i  -;-...—  a'{x,, 


X.^(a\.r, 


cdx,) 


7-1-1 


6,  =  o, 
/;.  =  o. 


X^=  («,•./■, 


()„  —  o. 


Ecrivons  maintenant   une  quelconque  des  équations  non  princi- 
pales 


(6;     \q^y,=  {a}^^.r 


'■i]+a. 


v„) 


■V 


Si,    pour   certaines  valeurs   des  x,   les   équations  (5)  et  (6)  sont 
simultanément  vérifiées,  le  déterminant 

X, 
X2 


■^7-i-a  — 


i/J+T. 


X, 


^7-1-a 


est  nul,  puisque  la  dernière  colonne  n'a  que  des  éléments  nuls.  Mais, 
d'autre  part,  on  peut  le  décomposer  en  /i  -f-  1  déterminants  partiels 
obtenus  en  réduisant  successivement  les  X,-  à  chacun  de  leurs  termes 
(n"  281,  III).  Les  q  premiers  de  ces  déterminants  sont  identi- 
quement nuls  comme  ayant  la  dernière  colonne  proportionnelle 
à  lune  des  q  premières.  Les  n  —  q  suivants  sont  nuls  également, 
parce  que  chacun  d'eux  est  \v  jtroduit  d  une  variable  non  principale 
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par  un  déterminant  du  tableau  T  d'ordre  supérieur  à  celui  du  déter- 
minant principal.  Enfin,  le  dernier  n'est  autre  que  —  o^+a-  Donc,  on 
a  identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attri- 
buées aux  X, 

(  7  )  ^'/—OL  ^  —  ^7-i-a- 

En  particulier,  si  les  équations  (5)  et  (6)  sont  vérifiées,  on  a 
nécessairement  o^^(3t=o.  Si  le  système  (i)  admet  une  solution^ 
tous  les  déterminants  caractéristiques  sont  donc  nuls. 

Réciproquement^  supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Donnons  à  Xq^t^ 
^q+2-)  •••,  ^n  des  valeurs  numériques  quelconques.  Puis,  résolvons  (5) 
par  rapport  à  a?,,  x-,-,  •  • -,  Xq,  en  l'emarquant  qu'on  a  un  système  de 
Cramer,  puisque  o  ^  o.  Portons  les  valeurs  obtenues  dans  les  autres 
équations.  Je  dis  qu'elles  sont  vérifiées.  Prouvons,  par  exemple, 
que  Xy^a  s'annule.  En  effet,  on  a,  d"a|;rès  (-)  et  grâce  à  l'hypothèse 
faite,  A^^a=o.  Or,  si  l'on  développe  ce  déterminant  suivant  la 
dernière  colonne  et  si  l'on  tient  compte  de  (5),  on  voit  qu'il  se 
réduit  à  X^^^-^-  Comme  o  ^  o,  X^_,.o(  est  nul.  c.  q.  f.  d. 

291.  Remarques.  —  I.  Dans  le  cas  où  il  y  a  au  plus  autant 
d'équations  que  d'inconnues  (p^ /«),  il  peut  arriver  que  q  =/>.  Dans 
ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  déterminants  caractéristiques;  le  système  est 
toujours  compatible.  Il  admet  une  solution  ou  une  infinité,  suivant 
que  n  ■=  p  ou  n  >>  p. 

W.  Au  contraire,  lorsqu  il  y  a  plus  d^équations  que  d' inconnues.^ 
comme  q  =  n.,  on  a  nécessairement  q  <ip^  et  il  y  a  toujours  des 
déterminants  caractérisques.  En  les  annulant,  on  obtient  les  condi- 
tions (le  compatibilité.  C'est  ce  qu'on  appelle  aussi  éliminer  les 
inconnues  xi  entre  les  équations  proposées.  En  particulier,  il 
arrive  souvent  qu'on  a  à  éliminer  n  variables  entre  n  -\-  i  équations 
linéaires.  Dans  ce  cas,  on  annule  le  déteiiuinant  d'ordre  //  -j-  i  foimé 
par  les  coefficients  des  inc^innues  el  les  termes  constanls.  Mais  il  faut 
bien  prendre  garde  que  si  la  condition  ainsi  obtenue  est  toujours 
nécessaire  ('),  elle  nest  suffisante  que  si  le  délerminaat   principal 

(')  ^\  q  ^^  X,  h;  dclcrriiiiiunl  en  (|iicslioii  csL  l'uiiiciuc  diileniiinaiil  caractéristique 
et,  comme  tel,  doit  être  nul.  Si  c/  :,n,  il  est  encore  nui,  car  les  mineurs  relatifs  à 
la  dernière  colonne  sont  tous  nuls.  [t;ii-ce  que  ce  sont  des  déterminants  il'ordrc /2  "^q 
du  tableau   T. 
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est  d'ordre    n.    S'il  est   d'ordre    q<Cn^    il    faut   annuler  /^ -!- i — q 
déterminanls  caractéristiques. 

292.  Équations  homogènes.  —  Lue  des  équations  (i)  est  dite  homo- 
gène  si  elle  ne  possède  pas  de  terme  constant.  Le  système  est  homo- 
gène si  tous  les  6/ sont  nuls. 

Quand  un  système  est  homogène,  les  déterminanls  caracté- 
ristiques sont  toujours  nuls^  puisque  la  dernière  colonne  ne 
comprend  jamais  que  des  zéros.  Donc,  un  système  homogène  est 
toujours  compatible.  C'est  du  reste  évident,  a  priori.,  car  on  a  tou- 
jours la  solution  .r,  =--_r2=  ...  =  .2?«=  o,  que  nous  appellerons  la 
solution  nulle. 

Pour  qu'il  y  ait  d  autres  solutions  que  la  solution  nulle ^  il 
faut  et  sufjit  (\\\\\  y  ait  des  variables  non  principales,  c'est-à-dii^e 
que  le  déterminant  principal  soit  d'ordre  inférieur  au  nombre 
des  inconnues.  En  particulier,  cela  arrive  toujours  lorsqu'il 
y  a  moins  d'' équations  cjue  d' inconnues.,  car  on  a  qSp  <<  n. 

Ln  cas  assez  fréquent  est  celui  où  ^  ^^  = /z  —  i.  Si  l'on  suppose 
par  exemple  que  les  variables  principales  soient  x-.,  x^.  ...  x,/.,  on  peut 
choisir  arbitrairement  la  valeur  de  x^.  Les  formules  de  Cramer 
donnent  ensuite 

_    \\  ri'^      a'I      ...      «',-'— rt{  37,      n\+^      ...      a'I  \\ 


Il  «I     <'{     ■  ■  ■     (ti  II 

Le  numérateur  contient  — x,  en  fadeur  et  s'écrit,  en  écliangeant 
la   (i  —  iyet»e  colonne  successivement  avec   les  /  — 2  précédentes, 

(-i)'-i:r,  Il  a}      a\      ...      a'f  ^      «;+'       ...      a'{  \\  . 

Désignons  par  D,  le  déterminant  déduit  du  tableau  T  |)ar  la  sup- 
pression de  la  i"'""  colonne  et  multiplié  par  ( —  i)'~'-  ^^  serait  le 
mineur  relatif  à  Xi  dans  le  déterminant  cjuon  obtiendrait  en  complé- 
tant le  tableau  T  par  la  ligne  Xi.,x-2,  •••■,  x„  écrite  en  haut;  aussi 
l'appellerons-nous,  pour  abréger,  le  mineur  relatif  à  .r,.  Nous 
avons,   dans  ces  conditions, 

d'où 
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D'où  la  règle  suivante  : 

La  solution  générale  cP un  système  de  n  — i  é'/uations  linéaires 
et  homogènes  à  n  inconnues,  dont  le  déterminant  principal  est 
d^  ordre  n  —  i,  est  fournie  par  des  quantités  proportionnelles  aux 
mineurs  définis  ci-dessus.  Par  exemple,  si,  comme  on  le  fait  sou- 
vent, on  appelle  p  la  valeur  commune  des  rapports  (8),  ou  a 

(9)  .ri=pDi,         j72=pDo,  ...,         .-r„=pD„, 

formules  clans  lesquelles  p  peut  prendre  une  valeur  arbitraire.  Celle 
règle  est  avantageuse  en  ce  sens  qu'elle  ne  détruit  pas  la  symétrie 
entre  les  variables.  On  l'applique  en  particulier  très  fréquemment  en 
Géométrie  analvtique.  Par  exemple,  les  deux  équations 

i   ax  -{-  by  -f-  c^   =0, 
I   ax^by-^cz  =  o, 

OÙ  l'on  suppose  que  lun  au  moins  des  mineurs  tels  (jue  bc  —  cb 
n'est  pas  nul  ('),  équivalent  à 


('0 


y 


bc' — cb'        CCI  — ac'        ab' — ba! 
ou 

(12)  X  =  ç,{bc' — c6'),         y=.o{ca' — ac'),         z  =  p(ab' — ba'), 

p  étant  un  facteur  arbitraire. 

Dans  le  cas  oii  p  ^  n,  pour  cju'il  y  ait  des  solutions  non 
nulles,  il  faut  et  suffit  que  le  déterminant  des  coefficients  des 
inconnues  soit  nul,  car  c'est  la  condition  pour  que  le  déterminant 
principal  soit  d'ordre  inférieur  à  n.  Ecrire  cette  condition  s'appelle 
aussi  éliminer  X),  jTo,  ...,  x,i  entre  les  n  équations  homogènes. 

293.  On  peut  déduire  de  là  le  tliéorème  suivant,  qui  est  d'un 
usage  assez  frécpient  : 

Thkorkme.  —  Pour  qu' un  déterminant  soit  nul,  il  faut  et  suffit 
qu'on  puisse  trouver  une  relation  linéaire  et  homogène  qui  soit 


a'        b'        c'  111- 

P)  Cela  revient  a  supposer  qu  on  n  a  luis  —  =  —  =  — ,  auquel  cas  les  deux  equa- 
■    '  I  r  T  abc 

lions  seraient  en  somme  idenliiiues.  ce  qui  serait  sans  intérêt. 
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vérifiée  par  les  éléments  de  chacune  des  lignes  ou  de  chacune  des 
colonnes  (  '  ). 

En  effet,  si  l'on  écrit  ({ue  la  relation  linéaire   et  homogène 

(l3)  \iXx-^\i.r,-r-.  .  .—  l„Xn=  O, 

est  vériiiée  par  les  éléments  de  chaque   ligne  du  déterminant  |  aj  |,  on 
obtient,  pour  déterminer  les  coefficients  inconnus  A,  le  système 

(i4)  a}li^aff,2  —  .  .  .-h  n'/A,t=  o         (  i  =  i  ,■>,...,  n). 

Pour  que  la  relation  existe,  il  faut  et  suffit  que  ce  système  admette 
des  solutions  non  nulles,  c'est-à-dire,  d'après  ce  qui  a  été  vu  plus 
haut,  que  le  déterminant  soit  nul. 

Remarque.  —  Nous  connaissions  en  somme  déjà  l'existence  des 
relations  telles  que  (i4)  quand  on  suppose  que  le  déterminant  est  nul 
sans  que  tous  ses  mineurs  le  soient.  Il  nous  suffit,  en  effet,  de  prendre 
par  exemple  ).|  =  A|,  Ao^^^^j  •■■,  ^-/i  =  A"  pour  retomber  sur  les 
formules  (q)  et  (i3  )  du  Chapitre  précédent. 

294.  Résolution  pratique  des  équations  linéaires.  —  Les  mé- 
thodes que  nous  venons  d'exposer  sont  surtout  théoriques  et  sont 
presque  indispensables  quand  on  a  affaire  à  des  équations  à  coeffi- 
cients littéraux,  surtout  s'il  y  a  lieu  de  faire  une  discussion.  Mais, 
lorsqu'on  a  à  résoudre  un  système  à  coefficients  tous  ou  presque  tous 
numériques,  on  va  souvent  plus  vite  en  procédant  d'une  manière  jdus 
élémentaire. 

Le  principe  général  de  la  iiiétiiode  à  laquelle  nous  voulons  faire 
allusion  consiste  à  chercher  des  combinaisons  linéaires  (n°  289) 
des  équations  proposées.,  dans  lesquelles  figurent  le  moins  cVin- 
connues  possible.  C'est,  au  fond,  le  principe  (|ui  nous  a  guidé  au 
début  du  n°  289.  Seulement,  dans  la  praticpie,  on  ne  fait  pas  appel  à 
la  théorie  des  déterminants  et  l'on  n'élimine  généralement  pas  d'un 
seul  coup  toutes  les  inconrnies  sauf  une.  On  procède  plus  ou  moins 
|)ar  tâtonnements.  Ou  bien,  on  élimine  méllio(li(piemenl  une  des 
inconnues,  par  exemple  ,r„,  entre  les  é(piatit>ns  proposées  combinées 


(  '  )  lîieii  enlendii,  la  relation   n'est  pas,  en  général,  la  même  pour  les  lignes  et  iioiir 
les  colonnes. 

Haag.  —  Cours,  I.  24 
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Jinéairenienl  deux  à  deux.  On  (.'sl.  conduit  de  la  soi'le  à  des  équations 
ne  renfernianl  plus  que  //  —  i  in(H)unues,  sur  lesquelles  on  opère  de 
la  uièuie  manière,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu  on  obtienne  une 
équation  à  une  inconnue. 

JNous  ne  croyons  pas  utile  d'insister  davantage  sur  celte  manière 
d'opérer,  qui  est  tout  à  fait  élémentaire,  et  doit  être  connue  du  lec- 
teur, du  moins  pour  les  petites  valeurs  de  n.  La  meilleure  façon  de  se 
familiariser  avec  elle  consiste  d'ailleurs  à  en  l'aire  de  nombreuses 
applications.  Nous  en  indiquons  quelques-unes  dans  les  exercices. 


II.  —  FORMES  LINÉAIRES. 

29o.  Formes  linéaires.  —  Etant  données  «  variables  indé|iendantes 
a7|,  JC-2,  ...,  x,n  on  appelle  forme  linéaire  tout  polynôme  homo- 
gène ('  )  et  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  variables,  soit 

(i5)  /  =  «13^1  + r/2J"24-.  .  .+ fl„.r„. 

Etant  données   />    formes  linéaires    des    mêmes    variables,    soient 


/'  /i  ^^  (t\xi^  a\x-i^  . .  .■ 


1  •'•  /i  ) 


,  /".,  E=  rti  ar  1  -I-  rt  1 3".)  -f-  .  .  .  -i-  a'I  x„ , 

(i(i)  y-       -  -   -  - 

fi,  =  «/'-  .r,  -{-  cf /,  r.,  —  .  .  .  -+-  cf'/,  T„ , 

on  dit  qu'elles  sont  liiiéinreincnl  indépendantes^  ou  simplement 
indépendantes^  s'il  est  intpossible  de  trouver  des  coefficients  X,, 
/,2,  ...,  Lp  non  tous  nuls  tels  qu^on  ait  identiquement,  c'esl-à-dirc 
jjour  toutes  les  valeurs  des  .r/, 

(17)  À,/I-4-X2/2^-...+  X/,//,Eso     (2). 

Sinon,  elles  sont  dépendantes.  Dans  ce  cas,  on  peut  exprimer 
Tune  d'elles  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  autres;  car,  si  l'on 
suppose  par  exemple  A,  ^  o,  ce  qui  est  jiermis  puisque  les  À  ne  sont 


(')  On  considéic  aussi  qii<'l(|uef(Hs  des  formes  linéaires  non  liomogénes.  l'our 
éviler  loule  confusion,  il  v;iuL  mieux  dire  p;ir  exemple,  dans  ce  cas,  expression 
linéaire. 

(-)  Aulremenl  dit,  il  n'cxisLe  pas  de  conibinaison  linéaire  des  formes  proposées 
qui  soit  idenliquenii'iil   nulle. 
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pas  tous  nuls,  on  peut  résoudre   (i~)  par  rapport  à  y*( ,  ce  qui   donne 
manitestemeiit  une  expression  de  la  forme  annoncée. 

"I^Q.  TuF-OuiiArr  1.  —  Pour  tjite  les  formes  /,,  f  y,  . ..^  fp  soient 
indépendantes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  principal 
déduit  du  tableau  de  leurs  coefficients  soit  d'^ordre  égal  au 
nombre  des  formes. 

Glierchons  en  efl'et  à  vérifier  l'identité  (17).  Il  nous  faut  annuler 
séparément  les  coefficients  de  jT),  ^05  •■-,  x„  {  n"  200  bis)  (') 

/    ci\  X,  -i-  n\  )..2  -H .  ■  .  -+-  ci]j  If,  =  o, 

[  a'1 1 1  -+-  a'.{  A2  ^ .  .  .  -i-  a'I,  À„  =  o. 

Or,  nous  savons  (n"  292)  qu'un  tel  système  linéaire  et  homogène 
n  admet  des  solutions  non  nulles  que  si  son  déterminant  principal 
est  d'un  ordre  inférieur  au  nombre  p  des  inconnues,  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

Remarcjue.  —  Dans  le  cas  où  il  y  a  plus  de  formes  que  de 
variables,  les  formes  sont  forcément  dépendantes^  car  Tordre  du 
déterminant  principal  étant  î;/?,  il  est  sûrement  <ip,  si  n  <ip.  Dans 
le  cas  de  n  =/>,  il  faut  et  suffit.,  pour  V indépendance .,  que  le 
déterminant  des  coefficients,  qu'on  appelle  souvent  le  détermi- 
nant des  n  formes.,   soit  difi'érent  de  zéro. 

Théorème  II.  —  Pour  que  plusieurs  formes  linéaires  soient  indé- 
pendantes, il  faut  et  suffit  qu'ion  puisse  déterminer  les  xi  pour 
qu^elles  prennent  des  valeurs  numériques  arbitrairement 
choisies. 

1"  La  condition  est  suffisante.  —  En  eflet,  si  elle  est  remplie, 
les  p  formes  fi  ne  sauraient  être  liées  par  une  relation  de  la 
forme  (17),  sans  quoi  leurs  valeurs  numériques  seraient  toujours  liées 
par  cette  relation  et  ne  pourraient  pas,  contrairement  à  riijpolhèse, 
être  choisies  arbitrairement. 

(M  Sans  s'appuyer  sur  le  théorème  général  auquel  le  lecteur  est  renvoyé,  on  peu 
se  contenter  d'annuler  tous  les  x,  sauf  un  seul  d'entre  eux,  qui  sera  successive- 
ment  ar,,  JCo,  .-.,  -r„. 
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2"  La  condf/io/j  esf  nécessaire.  —  Les  formes  étant  supposées 
indépendantes,  cJierchons  à  leur  faire  prendre  des  valeurs  quel- 
conques b,,  ^21  •••7  ^p-  Nous  sommes  conduits,  pour  déterminer 
les  .r/,  à  résoudre  le  système  (i).  Or,  ce  sjstème  est  toujours  com- 
patible (n"!291,  remarque  I  ),  car,  d'après  le  théorème  précédent, 
son  déterminant  principal  est  d'ordre  p. 

!207.  Substitutions  linéaires.  —  Etant  données  n  variables  indépen- 
dantes x^,  X'2i  ...,  ic,i,  il  arrive  fré([uemment  qu'on  est  conduit  à  les 
iemj)lacer  par  d'autres  variables  j', ,  y.,,  .  ••,  J'«,  liées  aux  anciennes 
par  les  formules 

'  -^1  =  "Iri-^  "îJ^2-i-...-+-'7'/.r/,, 

.(•.,=  al  Vi  ■^.  ..-ha'.ly„, 


(19) 


«/ÎJ/-. 


Pour  que  les  anciennes  variables  soient  véritablement  indépen- 
dantes, c  est-à-dirc  puissent  prendre  des  valeurs  numériques  quel- 
conques, il  faut  et  il  suffit  (n°  296,  théorème  II)  que  les  n  formes 
linéaires  (19)  des  variables  jk/  soient  indéperidantes,  c'est-à-dire  que 
le  déterminant  \aj\  soit  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas,  on  dit  que 
les  formules  (19)  définissent  une  substitution  linéaire.  Le  déter- 
minant non  nul  m  =  |  «^  |  est  appelé  module  de  la  substitution. 

On  peut  résoudre  les  équations  (19),  par  rapport  aux  j',  par  les 
formules  de  Cramer.  On  obtient 


(xo) 

en  posant  (n"  !289) 
(21) 


Yi  =  a  { .ri  -H  aj  .ra  -f- .  .  .  +  a','  x„ , 
jo  =  a|.ri  +.  .  .-h  a{ix„, 

• • î 

1  7„=  a;,  .ri  -4-...+  a;!a:-„, 


cL  désij^nant  j)ar   \'   le  mineur  de  ///  lelalif  à  r/'y. 

Les  formules  (20)  définissent   ce    rpTon    appelle    la    substitution 
inverse  de  la  précédente.  Le  module;  correspondant  est 

'  '        I    V  I  , . ,  «  , ,  ■  //  , , , 
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en    vertu   (lune   propriété  des  déterminants   adjoints    (n"  287,    théo- 
rème 1).  Donc  : 

Théorème.  —  Les  modules  de  deux  suhstitulions  irnerses  sont 
inverses  l^ un  de  Vautre. 

;298.  Soit  maintenant  une  forme  linéaire  quelconque  des  Xi,  ])ar 
exemple  la  forme  (jo).  Si  l'on  y  remplace  les  xi  par  les  expres- 
sions (19),  on  obtient  évidemment  une  forme  linéaire  des  y,-,  qui 
est  dite  transformée  de  la  précédente  par  la  substitution  (iç)  ). 

Théorème  I. —  Si p  formes  linéaires  sont  indépendantes.,  leurs 
transformées  le  sont  aussi. 

Cela  résulte  manifestement  du  théorème  II  du  n"  296  et  de  ce 
qu'on  peut  toujours  déterminer  les  y  pour  faiie  piendre  aux  x  des 
valeurs  données  quelconques. 

Théorème  II.  —  Etant  données  n  formes  linéaires  des  x/,  le 
déterminant  des  formes  transforniées  est  égal  au  déterminant 
des  formes  proposées  multiplié  par  le  module  de  la  substitution. 

Soient  les  n  formes 

(  22  )  /,  =  b]  xi  -^  b]  x^-h  .  .  .-¥-  b'I  Xa  {i  =  l,  2,  . .  .,  n). 

Leurs  transformées  s'écrivent 

en  posant 

(iÂ)  ^l=a'{l,)^ahb]-^...-^a';J>';. 

Dès   lors,    le   déterminant   |  [î^|   apparaît  comme  étant  égal  au  produit 
des  déterminants  |  b\\  et  j  a-'-\.  elléctué  ligne  par  colonne  (n"  283] 

C.  (^).  F.  u. 

Remarque.  —  Si  Ion  fait  sur  les  i.»,  la  substitution  inverse  (r^o), 
on  retombe  naturellement  sur  les  fi.  En  appliquant  de  nouveau  le 
théorème  précédent,  on  retrouve  l'égalité  <^xm  =  i. 
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!299.  Substitutions  orthogonales.  —  Parmi  les  siihsiilulions 
linéaires,  il  existe  une  catégorie  fort  im|)ortanle.  qu'on  appelle  subs- 
litutions  ortliogonales^  à  cause  de  leur  origine  géométrique,  et  (jue 
nous  retrouverons  en  Géométrie  analytique  (t.  11).  On  dit  que  les 
formules  (19)  définissent  une  substitution  orthogonale  si  elles 
donnent  lieu  à  ^identité 

(  25  )  xl-^  xl^  .  .  .-\-  xl=  y\-^  yl-^ .  .  .^  yr,. 

Imaginons  donc  ([u'on  remplace,  au  prenner  membre,  les  xi  par 
les  valeurs  (19)  et  identifions  les  deux  membres  (n"  200  bis).  En 
égalant  successivement  les  termes  carrés  et  annulant  les  termes  rec- 
tangles, on  a  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 

(■26)  («',)2_4_(«;^)2  +  ..._^  (4)2=1  (/=  1,0,    ...,;,), 

(27)  n\a{-\- a'^ai^,.  .-^- a'naJ„=  o         (i  ^  j  =  i,  ■>,...,  n). 

Autrement  dit,  la  somme  des  carrés  des  éléments  d^ une  même 
colonne  du  déterminant  m  doit  être  égale  à  1  et  la  somme  des 
produits  des  éléments  de  même  rang  de  deux  colonnes  doit  être 
nulle. 

On  peut  déduire  très  simplement  de  là  les  formules  relatives  à  la 
substitution  inverse.  Pour  avoir  y/,  par  exemple,  multiplions  la  pre- 
mière ligne  de  (19)  par  a\,  la  seconde  par  a'.,.  . . .,  la  /?"''""'  par  a.^^  et 
ajoutons.  Le  second  membre  se  réduit  manifestement  à  )/,  si  1  on 
tient  compte  des  relations  telles  cjue  (26)  et  (2-).  On  a  donc 

(a8j  yi=  a\Xx-^  a'^x.y-\-.  .  .-\- a'nXii         {i  =  i ,  7.,  .  .  ..  n). 

Autrement  dit,  les  coefficients  de  la  substitution  inverse  s'ob- 
tiennent par  un  simple  échange  des  lignes  et  des  colonnes  dans 
le  déterminant  m.  De  là  résultent  diverses  conséquences  : 

1"  On  a  pour  les  lignes  les  mêmes  relations  fjur  plus  haut  peur 
les  colonnes;  c'est-à-dire 

(■x^)  („})t^(aJr-^...-h{a'fy^=i         (i=--i.2 n); 

(  3o;  a)  fij  -\-  aj  aj  -<-...  -h  a'/  a"  =  o         (i^j  =  \,'jL,...^n). 

Il  Nuflit,  |)our  le  voir,  de  remplacer,  dans  (aS),  les  yi  par  les 
expressions  (28). 
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2"  Les  deux  substitutions  ont  mr/ne  module,   lequel  est  égal 

à  ±  I . 

En  eflet,  a  se  déduit  de  m  par  léchange  des  lignes  avec  les 
colonnes;  donc  (n"  277)  'x=  nu  \)e  plus  (n"  297),  |j.m  =  i  ; 
donc  t7i-^^\,  /«  =  rt  I .  On  peut  aussi  le  vérifier  en  élevant  m  au 
carré  colonne  par  colonne  et  tenant  couipte  de  (26)  et  (2-). 

3"  Chaque  mineur  de  m  est  égal  ou  opposé  à  Vêlement  corres- 
pondant, suivant  que  m  =  -\-  \  ou  —  1 . 

En  elTel,  comparons  (28)  à  (20)  et  (21).  Nous  avons 

,,'■  _  J  _  -^J 
m 

A'  =  ma'. .  c.  Q.   F.  I). 


CHAPITRE  XXV. 

FORMES  OUAIMUTIQUES. 


300.  Définitions.  —  (hi  appelle  forme  quadratique  f/e5 /?  variables 
Xi,  x-2,  •••,  -T/i  loiit  polynôme  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  à  ces  variables. 

La  forme  quadratique  la  plus  générale  peut  se  représenter  par  la 
notation  suivante  : 

n  n  n 

(i)  io{xi)  =2«'^/  ^  ^'^    21"'  ''^'^^'         ('  ?^^')' 

;  =  1  ;  =  1     ;  =  1 

où  les  a'-  et  aj  désignent  des  coefficienls  constants  quelconques.  Les 
termes  de  la  première  somme  sont  appelés  termes  carrés;  ceux  de  la 
seconde  somme  sont  les  termes  rectangles;  pour  les  avoir  lous,  on 
doit  prendre  pour  /  et  j  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des 
nombres  i,  2,  ...,  //,  sans  distinguer  l'ordre  relatif  de  ces  deux 
indices,  de  sorte  qu'on  a  le  droit  d'écrire  indifféremment  aj  ou  aj. 
On  peut,  par  exemple,  assujetti]'  /  à  être  toujours  <C/. 

Une  autre  notation  égalt-inenl  adoptée  est  la  suivante  : 

/(  n 

(2)  w(3"/)=2     ^aiTiTj, 

/  =  1    /  =  1 

OÙ  l'on  doit  prendre  pour  (i.j)  lous  les  arrangements  avec  répétition  et  deux 
à  deux  des  noml)rcs  i,  ■>..  ....  /i  i  K.rerc.  :  Giiap.  H,  Exercice  proposé  n"  0),  en 

convenant  en  outre  de  l'égalité  a',-  =  a'j  ;  de  sorte  que,  lorsque  i  9^  j\  a',-  (ou  a'j) 
représente,  comme  plus  liant,  le  demi-coefficient  de  X/Xj,  et,  lorsque  i=J, 
a'i  représente  le  coefficient  de  xj . 

i)\\   appelle   dcnii-déri^écs    d'une    forme   quadratique    ses     demi- 
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dérivées  partielles   par   ia|)porl   aux    n    variables  qui  la  constituenl, 

soient 

/  /i  =  a  1  .ri  -H  rt  r  .r.  -4- . .  .  -!-  o'I  x„. 
\  fi  ==  a\  Xi  -^  a\x.2-¥- .  .  .-^  'l'i-fn^ 


(3)  '     . 


J'„^n},Xi  -r-..  .~a','^x„. 

Ce  sont,  eonime  on  le  voit,  des  formes  linéaires.  La  formey^,  par 
exemple,  est  obtenue  en  prenant  dans  la  formule  (i)  tous  les  termes 
pour  lesquels  ?=p,  ce  cpii  donne 

«p^/,-H  -iiaj.xix,,  -+-  «/..r.,.//, -!-...-!-  a'/~^  .>:,,-i.r,,^a'/,^^  .r,,+iXf,^...+  a'/,XnX,,). 

En  dérivant  par  rapport  à  Xp  et  divisant  par  2,  on  trouve  manifes- 
tement la  valeur  àe  fp  donnée  par  (3). 

Le  déterminant  des  demi-dérivées  est  appelé  discrlininant  de  la 
forme  quadratique.  C'est  le  déterminant  \o.{\'  A  cause  de  l'éga- 
lité aj:=a'i,  on  voit  (\i\il  est  syméliique. 

30L  Décomposition  en  carrés.  —  \Jn  problème  très  important, 
ainsi  que  nons  le  verrons  en  particulier  en  (léométrie  analytique 
(t.  11),  est  celui  de  la  décomposition  des  formes  quadratiques  en 
carrés.  Nous  allons  montrer  que  toute  forme  quadratique  peut 
toufnurs  être  décomposée  en  une  somme  algébrique  de  carrés  de 
formes  linécdres  indépendantes^  le  nombre  des  carrés  étant  au 
plus  égal  aux  nombres  des  variables. 

Nous  emploierons  à  cet  effet  la  méthode  de  Gauss.  Soit  à  eflectuer 
la  (b'composition  de  t)j(jr,).  On  peut  faire  apparaître  ou,  comme  on 
dit,  extraire  des  carrés  de  deux  manières  différentes,  suivant  qu'on 
prend  une  ou  denx  variables  directrices. 

i"  Une  variable  directrice.  —  Ce  sera  une  varifd>le  dont  le 
carré  figure  dans  m.  Si,  par  exemple,  a\  n  est  pas  nul,  on  peut 
prendre  pour  variable  directrice  .r,.  On  peut  écrire  alors 

oj  —  a  \  ./■  I  -I-  2  ./'i  (  rt  ]  ./o  -I-  .  .  .  -r  n'I  ./•„  )  -+-  0 , 

=  —  [''^'l'''i)--^-  ■i(('\-'--i)(/i'i-r-î  +  .  .  .-+-  a'i.r„  ij  -r-  Oi 

=  —  L"l  '1  ^  ("'i ■''i-^--  ■  -^  «7 ■?-//)]- -H  Oi r  <  "f''2  +  -  •  --^  «':'■'•/()- 
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et 

(4) 


=  r7(/.)-^- 


Oii. 


où/,  désigne  la  demi-dérivée  par  rapport  à  la  variable  directrice 
et  &,  et  w,  des  formes  quadratiques  où  ne  figure  pas  cette  variable( '). 
Comme  on  le  \oit,  en  même  temps  qu'on  a  fait  apparaître  un 
carré  ^  on  a  fait  disparaître  une  vaiiable  de  la  forme  quadrali(|ne 
restante,  à  savoir  la  variable  directrice. 

•i°  Deux  variables  directrices.  —  Ce  sont  deux  variables  dont 
le  produit  se  trouve  dans  (o,  leurs  carrés  n^ y  figurant  pas.  Si,  par 
exemple,  ci\  n'est  pas  nul,  a\  et  a-,  Tétaur,  on  peut  prendre  pour 
variables  directrices  simultanées  X\  et  x^.  On  peut  écrire  alors 


2 


,/•„)  + 0,2 


—  [(a\.r,){a'\.r.) 
^-L«,-,r2-i-(«i'.r3- 


(3) 
(6) 


(  r/|. r,  )  (rtf.rs -4-...— <■/'/. r,;; 
(af.r,)  (alx:i-^.  ..-4-  ^'','.r„  i]  +  0,, 
.  .  .  ^-  r//  ,r„  )]  [  r4  .r  1  -h  (  a l  .r,j  h-  .  .  .  4-  «{,'  .;■„  )] 

-^hi T,{^'\-''-i-^--  --^  «','.'•„)( «2 ./'s -4-.., 

•ia\ 


,'!.r„). 


l(-"^) 


OÙ  /,  et/a  d(^signenl  /e,v  demi-dériiées  par  rapport  aux  variables 
directrices  el  0,2  et  to,2  des  formes  qnadraticpies  où  ne  figurent  pas 
ces  variables  (-).  Comme  on  le  \oit,  ei}  même  temps  qu^on  a  fait 
apparaître  deux  carrés.,  on  a  fait  dispaialtre  deux  variables 
de  la  forme  cptadralique  restante,  à  savoir  les  variables  directrices. 

30!2.  Cela  posé,  voici  comment  on  procède  pour  eiléctuer  la  décoin- 

(  '  )  Le  lecteur  se  rend  aisément  compte  de  la  marche  suivie  :  nous  firoupons  les 
termes  qui  renferment  x^  et  nous  les  considérons  comme  le-^  deux  premiers  termes 
du  développement  du  carré  d'un  certain  binôme.  Nous  les  remplaçons  par  ce  larré; 
triais  nous  corrigeons  en  retranchant  les  termes  introduits  en  trop. 

(^)  Nous  groupons  les  termes  qui  renferment  x^  et  ./\,  puis  j;,,  puisj;^  ^^  nous  les 
considérons  comme  les  trois  premiers  termes  du  développement  du  produit  de  deux 
certains  binômes.  Nous  les  remplaçons  par  ce  produit;  mais  nous  corrigeons  en 
retranchant  les  termes  introduits  en  trop. 
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position  totale.  On  commence  par  extraire  un  ou  deux  carrés  par 
Tune  des  méthodes  précédentes,  suivant  les  valeurs  numériques  par- 
ticulières des  coefficients.  Il  reste  une  forme  quadratique  renfermant 
une  ou  deux  variables  en  moins,  sur  laquelle  on  recommence  la 
même  opération,  et  ainsi  de  suite.  Les  formes  f|iiadratiques  rési- 
duelles successivement  obtenues  renferment  un  nombre  de  variables 
qui  diminue  chaque  fois  d^  une  quantité  au  moins  (')  égale  au 
nombre  de  carrés  qiÇon  fait  apparaître .  Il  en  résulte  qu'au  bout 
de  n  opérations  au  plus,  on  aura  épuisé  toute  la  forme  quadratique 
proposée  et  l'on  aura  fait  apparaître  au  plus  n  carrés.  Donc,  la 
méthode  de  Gauss  permet  de  décomposer  toute  forme  quadra- 
tique en  un  nombre  de  carrés  qui  ne  dépasse  pas  le  nombre  des 
variables. 

303.  Je  dis  que  ces  carrés  sont  indépendants^  ou,  plus  exactement, 
que  les  formes  linéaires  dont  ils  sont  les  carrés  sont  indépendantes. 
Pour  le  prouver,  nous  allons  utiliser  le  théorème  JI  du  n"  296  et  faire 
voir  qu'on  peut  leur  faire  prendre  des  valeurs  arbitraires.  Il  s'agit  de 
montrer  qu'on  peut  toujours  résoudre,  par  rapport  auxx/,  le  système 
obtenu  en  égalant  à  des  constantes  quelconques  les  formes  linéaires 
dont  les  carrés  figurent  dans  la  décomposition.  Pvangeons  ces  équa- 
tions suivant  Tordre  dans  lequel  ont  été  obtenus  les  carrés  corres- 
pondants et  groupons  deux  à  deux  celles  qui  proviennent  de  deux 
variables  directrices  simultanées.  Je  dis  que  chaque  groupe  peut 
être  résolu  par  rapport  aux  variables  directrices  correspondantes . 
En  effet,  si  le  groupe  ne  renferme  qu'une  équation,  telle  que 
y,  =const.,  on  peut  en  tirer  ^,,  car  le  coefficient  a\  de  cette 
variable  dans/",  n'est  pas  nul,  par  hypothèse.  Si  le  groupe  renferme 
deux  é(|nations,  telles  quey'i  -\-  f-i  =  const.  et  /,  —  /"o  =  const. ,  on  en 
déduit,  par  addition  et  soustraction,  y,  =  const.  et  /'2=  const.  Mais 
de/'i  on  peut  tirer  Xo  et  de/o  <^n  peut  tirer  x^  en  fonction  de  X3,  ..., 
.r„,  car  «f  ^  o. 

Dès  lors,  pour  résoudre  le  système,  on  peut  procéder  comme  il 
suit  :  on  résout  le  dernier  groupe  par  rapport  à  la  ou  aux  variables 
directrices  correspondantes.  Puis  on  porte  le  résultat  dans  le  groupe 

(')  Nous  disons  «au  moins»  parce  qu'il  peut,  se  produire  accidentellement,  au 
courant  des  calculs,  des  réductions  faisant  disparaître  d'autres  variables  que  les 
variables  directrices. 
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précédent,  ([u'oii  résout  à  son  tour  par  rapport  à  sa  on  ses  \ariables 
directrices.  On  porte  dans  le  groupe  précédent  el  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au premier  groupe.  Le  système  est  alors  résolu  ('). 

30i.  Bemarques.  — ■  I.  I^a  méthode  de  Gauss  comporte  un  certain 
degré  d'arbitraire  à  cause  de  l' indétermination  qui  existe,  à  chaque 
opération,  dans  le  choix  de  la  ou  des  variables  directrices.  II  faut 
savoir  en  profiter  pour  a\oir  les  calculs  les  ])lus  simples  possible. 
Par  exemple,  si  une  variable  ne  rentre  que  dans  un  petit  nombre  de 
termes,  il  y  a  avantage  à  la  prendre,  si  possible,  |)Our  variable  direc- 
trice, de  préférence  à  une  autre. 

11.  La  méthode  de  Gauss  ne  s' applique  pratiquement  qu'à  des 
formes  à  coefficients  tous  ou  presque  tous  numériques.  Si  les  coef- 
licienls  sont  littéraux,  les  calculs  de\iennenl  rapidement  très  pénibles 
et  s'encombrent  d'hvpothèses  relatives  à  la  non-nullité  des  coefficients 
des  variables  directrices. 

;{0.").  Théorèmes  généraux  sur  la  décomposition.  —  Il  existe,  on  vient  de 
le  voir,  difl'érentes  manières  d  elTectuer  la  décomposition  suivant  la  métliode 
de  Gauss.  En  outre,  on  peut  concevoir  qu'il  y  ait  d'autres  procédés  pour 
résoudre  le  problème  (-).  Quoi  qu'il  en  soit,  il  existe  certaines  propriétés, 
dites  propriétés  d'invarianct\  qui  sont  indépendantes  de  la  marche  suivie 
pour  obtenir  la  décomposition. 

TnKORi:.ME  1.  —  Le  nombre  des  carrés  indépendants  en  lesquels  on  peut 
décomposer  une  forme  quadratique  est  égal  à  l'ordre  du  déterminant 
principal  déduit  de  son  discriminant  {■'). 

En  effet,  soil 

(7)  tu  =  XÏ+X^  +  ...+  X^ 

avec 

les  formes  linéaires  X] ,  \..,  ....  \/;  étant  su|)pf)sées  indépendantes,  de  sorte  que 

(  '  )  Si  toutes  les  variables  ont  servi  de  \arial)les  directrices,  c'est-à-dire  si  la 
décomposition  comporte  n  carrés,  il  n'y  aur^i  évidemment  qu'une  soluti»)n.  Sinon, 
les  variables  qui  n'ont  pas  été  directrices  peuvent  être  choisies  arhilrairement. 

('-)  C'est  ainsi  que  toute  substitution  orthogonale  (  n°  2!)9)  ed'ectut'e  sur  la  fojine 
quadratique  x]--  xl-h . .  ■-i-..z:a  la  transforme  en  une  somme  de  n  carrés. 

{'■)  Ou  encore  au  rang  du  discriminant  {cf.  [>.  SG'i,  note  :>.). 
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leur   nombre  est  %n   et  qvion    peut   siip|>oser    par    exemple    (n"296,    tiiéo- 
rème  I) 

(9)  Il  a}      af      ...      a';  Il  ,^0. 
Prenons  les  demi-dérivées  ;  on  a,  d'une  manière  générale, 

(10)  /y—  a-/  Xi+  xi  Xo-i-.  .  .-+-  a;^X/,. 
Cela  posé,  considérons  les  deux  systèmes  lim'aires 

(11)  Xi  =  o,         X.2=o,  ...,  \^,  =  0; 
(m)                               /i=o,          fi=o,          ...,  ,fa=o. 

Toute  solution  du  premier  vérifie  évidemment  le  second,  grâce  à  (10). 

Inversement,  toute  solution  du  second  vérifie  le  premier,  car  les /?  pre- 
mières équations  (12),  considérées  comme  des  équations  en  X,,  X,,  ...,  X,, 
au  moyen  des  formules  (10),  n'admettent  que  la  solution  zéro,  à  cause  de  (9). 
Les  systèmes  (11)  et  {\i)  sont  donc  équivalents.  Par  suite,  ils  admettent 
les  mêmes  groupes  de  variables  principales  (n^SOO).  Or,  on  peut  prendre 
pour  variables  principales  du  premier  j-j,  a?2,  .  .  ■ ,  a^/;,  toujours  à  cause  de  (9). 
Donc,  le  déterminant  formé  par  les  p  premières  lignes  et  les  p  premières 
colonnes  du  discriminant  est  principal  et  le  théorème  est  démontré. 

306.  Dans  ce  qui  précède,  nous  ne  nous  occupons  pas  de  la  réalité 
des  formes  X,,  Xo,  ...,  X^.  Plaçons-nous  maintenant  à  ce  point  de 
vue  particulier.  La  forme  to  étant  supposée  à  coefficients  réels,  ne 
considérons  que  les  déconiposi lions  réelles.,  c'est-à-dire  que  nos  carrés 
ne  devront  porter  que  sur  des  quantités  réelles.  Mais  alors  il  pourra 
s'en  trouver  qui  seront  précédés  du  signe  +  et  d'autres  qui  seront 
précédés  du  signe  — .  Les  premiers  seront  appelés  carrés  positifs 
les  seconds  carrés  négatifs.  Cela  posé,  nous  avons  le  lliéorèm«; 
suivant  : 

TiU':oRÈME  H.  —  Quel  que  soit  le  mode  de  décomposition  en  carrés  indé-*. 
pendants,  le  nombre  des  carrés  positifs  et  le  nombre  des  carrés  néi^atifi 
sont  invariables. 

En  effet,  soient  les  deux  décompositions  ! 

(i3)  a)  =  X?  +Xi  l...-^X|  —  Y?  — \1  — ...- Y2, 

(14)  a,  =  x',2^x,2+...-i-X;;?- y,2-y,^-...-y;;.  I 

Les  deux  sommes  L -^  q  et  k'--q'  sont  égales,  d'après  le  théorème  précé-i 
dent.  Supposons  alors  qu'on  ait,  par  exemple,  k  >•  /r';  on  en  déduirait  q  <  c/\ 
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(considérons  les  deux  systèmes  linéaires 

(i5)       Yi  =  o.         Y2=o,         ...,         Y,,  =  o,         Xi  =  o,         Xi.=  o; 
(i6)        Yi  =  o.         Y2=o,  ....         Y^=o,         \i=o.         X/ =  o. 

On  peut  satisfaire  au  premier  sans  satisfaire  au  second,  car  si  toute  solution 
de  (i5  )  vérifiait  (16  ),  les  variables  non  principales  de  (16)  comprendraient 
toutes  les  variables  non  principales  de  (i5).  Or,  les  formes  Y'i,  ...,  Y',/, 
X,,  ...,  X;;.  étant  indépendantes,  le  nombre  des  premières  est  n  —  {q~[-k). 
Quant  au  nombre  des  secondes,  il  est  au  moins  égala  n  —  (g  -h  k' ).  On  aurait 
donc  /i  —  (q  -^  Aj^n  —  (q-hk'),  on  X|A',  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse 
/  >  k' .  Dès  lors,  si  dans(i3)  et  (14)  nous  remplaçons  les  .r,-  par  une  solution 
de  ([5)  qui  ne  soit  pas  solution  de  (16),  on  voit  que,  d'après  (l'i),  10  devrait  être 
>  o  et,  d'après  (j4).  il  devrait  être  S  o.  Ces  deux  inégalités  étant  incompatibles, 
l'hypothèse  /i  > /i'  est  inadmissible.  Il  en  va  de  même  pour  A  <  A'.  Donc 
k  —  k\  puis  q  =  q  .  0.  q.  f.  D. 

Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  Joi  d'inertie. 

Une  forme  quadratique  réelle  à  11  variables  est  dile  drjlnic  si  elle 
est  décomposable  en  une  somme  de  n  carrés  indépendants  et  de  même 
signe.  Elle  conserve  évidemineiU  un  si's'ne  invariable  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  des  xt  et  ne  peut  s'annuler  que  si  tous  les  Xi  sont 

n  u  Is . 

307.  Forme  polaire.  —  On  i\\)\)e\\e  forme  polaire  ('  )  de  oj  relali- 
vemenl  aux  deux  groupes  de  variables  (a:*,,  x>-,  ••.,  Xn)  et 
{x\j  x[-,^  ...,  x'n)  et  nous  représenterons  par  la  noLalion  (o(.r/|.r|) 
l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions  identiques  : 

(17)  i.<){Zi\Xi)  ==  -    .r, r-x.y- H.  .  .-!-  a- ,  - —    , 

(18)  o.(^,!^,,=  -(.r,_+^,— +...+  ^„_ 

On  v  est  conduit  tout  naliirellemenl  lorsqu'on  se  propose  d'ordon- 
ner par  rapport  à  /., '/  la  cpianlili'  to  (  A  .r/-|- a,2:|  ),  qui  est,  a  priori, 
un  liinoiiK;  homogène  et  du  second  degré  rclativcmcnl  à  ces  variabk'S, 
soit 

(19  j  tui'hXi^  \xx'i)  =  AX^H-  2BX|Jl  -+-  C[jl2, 

(')  Celli-  dénoniiiiJilion  a  mui  orij^iiie  en  <j('onii-lric  aiialyti(|ue,  dans  la  liièori!' des 
pôles,  [loiaires  et  plans  polaires,  >>n  la  fortue  pcjlain;  jour  un  r<"ile  l'ondanicntal 
(t.  H). 
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A,  B,  C  désignant  cerlaines  l'oaclions  des  xi^  x\ ,  que  nous  allons  cal- 
culer. 

L'égalité  (19)  ajant  lieu  quels  que  soient  A  et  [J.,  faisons-A'  u.  =  o. 
À  =z  I  ;  il  vient  A  =:  w  {xi).  De  même,  C  =  w(.r'/).  l*our  a\oir  B,  déri- 
vons par  raj)porl  à  a  ;  nous  obtenons  (n°  130) 

n 

^x'J  —  \  =2BX  +  2G|Jl, 

^mà  \  OXiJ'l..xj  +  \l.x',  ' 

;  =  1  ' 

en  représentant  par     —  ce  que  devienl  - —  quand  on  y  rem- 

place  les  :cy  par  les  \xj-{-  [xx':.  Faisons  maintenant    |j.  =  o,  ).  =  i  ; 
nous  avons 

n 

1  =  1 

En  dérivant  (19)  par  rapport  à  )>,  puis  faisant  Ai=o,  [-/-^i,  on 
obtiendrait  de  même 


Ceci  nous  prouve  l'identité  des  expressions  (1-)  et  (18)  et  nous 
donne  du  même  coup  \?i formule  dès  impovLante  (') 

(■iO)  (0(Xa-/H-   \J.x'i)  SE  X-Oj(a"/)  -h  'i.\\Xiù{Xi\  x'i)  -T-  [J.'-^0>(^/). 

En  particulier,  si  Ton  suppose  x'^  =  Xi  et  A  =  y.  =  i ,  on  trouve 

(21)  M{Xi\Xi)  =  Ui{Xi), 

ce  qui  n'est  autre  que  l'identité  d'Euler  (  n"  ISl). 

308.  A  cause  de  son  importance  en  Géométrie  analytique,  il  est 
essentiel  de  savoir  calculer  de  diiïérentes  manières  la  forme  polaire 
d'une  forme  quadratique  donnée.  Tout  d'abord,  si  Von  lient  à  ce 
quelle  soit  ordonnée  par  rapport  aux  Xi  ou  aux  x\ ,  on  utilisera  la 
formule  (18)  ou  la  formule  (17).  Il  en  sera  de  même  si  un  grand 
nombre  des  xi  ou  des  x\  sont  nuls,  circonstance  qui  apporte  des 

C)  On  auiail  [)ii  aussi  l'ctaljlir  au  uioj'cn  de  la   formule  cIcTaylor  (11°  132). 
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simplifications  évidenles.  Mais,  si  l'on  c-caiie  ces  hypothèses,  la  véri- 
table méthode  pratique  est  la  suivante  : 

On  remarque,  ce  qui  est  évident  sur  (17)  ou  (iH),  que  la  forme 
polaire  d'une  somme  est  la  somme  des  formes  polaires  de  chacun 
de  ces  termes  et  Ton  elTectue  le  calcul  terme  à  terme,  en  retenant  une 
fois  pour  toutes  que  les  formes  polaires  de  a'^xf  et  ia\xiXj  sont 
respect iK-emen t  a^-XiX-  et  aj{xix'j-h  x'^xj),  comme  cela  résull(>  im- 
médiatement des  formules  de  définition  (17)  et  (18). 

11  arrive  que  la  forme  quadratique  (o  ne  se  présente  pas  sous  forme 
ordonnée  par  rapport  aux  a?,,  mais  sous  l'aspect  cV  une  for  me  quadra- 
tique relativement  à  un  certain  nombre  de  formes  linéaires  j',, 
j'o,  ...,jp  des  Xi.  Dans  ce  cas,  il  faut  bien  se  garder,  si  l'on  n'a  pas 
d'autres  raisons  de  le  faire,  de  développer  oj.  Nons  allons,  en  effet, 
prouver  qu'il  est  légitime  de  calculer  la  forme  polaire  en  re<^ar- 
dant  les  yi  comme  les  variables  indépendantes. 

D'une  manière  précise,  soit 

(2-2)  w(a",-)  =  f)(7^0- 

Désignons  par  y)  ce  que  devient  y j  quand  on  y  remplace  les  xi 
par  les  x\  .  Si  l'on  remplace  maintenant  .r,  par  X^,+  [j..r^  ,  X  et  a  dé- 
signant deux  paramètres  quelconques,  yj  dexient  Xyj-h  [^J'yi  comme 
cela  résulte  manifestement  du  fait  que  )-y  dépend  des  Xi  d'une  façon 
linéaire  et  homogène.  Dès  lors,  on  a  identiquement 

ou,  en  se  servant  de  (/io), 

Comme  ceci  est  vrai  (piels  que  soient  ).,  ;j.,  on  peut  égaler  les  coef- 
ficients de  Au  (n"  200  bis),  ce  qui  donne 

(23)  oi(xi\x'j)  =  (Hyj\yj)  <:•  U-  P-  »• 

:}0!).  Transformations  des  formes  quadratiques  par  substitution 
linéaire.  —  liiiiii;inniis  (]ii'on  ellccluc  sur  cji./,;  hi  siihslituliou  linriiiro 
(n"  ^97; 

(24)  ^/=  'J-) yi-^ '■>■': y -.-^•- '^ ^'lyn      i'  ^  '-  •■>-.  •  •  •>  «)■ 

Nous  oblcnons  une  forme  (|iiii<lr;il  i(|ue  ')(j',),  .]ui  csl  dite  /a  (ra/isfnr//iée  de 
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M  parla  substitution  {i\).  On  a  l'idenlilé 

(23)  o)(.r,-)  =  6(7/), 

qui  a  lieu  quels  que  soient  les  Xi  ou  les  j^,  suivant  qu'on  y  remplace  les  j^,-    ou 
les  Xj  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  x,  ou  des  jk/- 

Appelons/], /a ,  ■  ■  ■  ^  fn  'es  demi-dérivées  de  to  et  g'i,  gi,  .  , . ,  ^„  celles  de  6. 
Dérivant  (25)  par  rapport  à  jk/,  on  a 

(iG)  gi  =  a',  /,  +  a'2/o  +  .  .  .-h  a;,/„  (  f  =  i,  a,  .  .  .,  /i). 

On  voit  que  ces  formules  définissent  une  substitution  linéaire  dont  le  module 
[JL  se  déduit  de  celui  de  (24)  par  l'échange  des  lignes  et  des  colonnes  et  lui  est 
par  conséquent  égal. 

Appelons  5  et  0'  les  discriminants  de  oj  et  9.  Par  définition,  0'  est  le  déter- 
minant des  formes  ('.6)  où  l'on  suppose  lesy"/  exprimés  en  fonction  des^,.  Or, 
on  a 

(27)  fi=  aj.ii-i- aj.r.2  +  .  .  .-h  a'fxa         («  =  i ,?.,...,  n). 

On  obtient  donc  les  g',-  en  fonction  des  jk/  en  faisant  successivement  sur  les 
formules  (26)  les  substitutions  linéaires  (27)  et  (24)  (*).  Appliquons  alors  le 
théorème  II  du  n°  '298.  Le  déterminant  des  formes  (2G)  est  |jl  par  rapport 
aux//.  Après  la  substitution  (27),  il  devient  [lo  par  rapport  aux  Xi.  Enfin, 
après  la  subslilution  (24),  il  devient  [xo .[x  r=  o^x'^^  par  rapport  aux  yi. 
Donc  : 

ThÉorè.me.  —  Le  nouveau  discriminant  est  égal  à  l'ancien  multiplié  par 
le  carré  du  module  de  la  substitution. 

310.  On  peut  se  proposer  de  chercher  une  substitution  telle  que  la  forme  ^ 
ne  renferjne  pas  de  termes  rectangles.  Cela  équivaut  évidemment  à  la  dé- 
composition en  carrés  (n"30l  ).  Nous  allons  restreindre  le  problème  en  assu- 
jettissant la  substitution  à  être  orthogonale  (n°  299). 

Supposons  donc  (pi'on  ait  identiquement 

(28)  w(a7/)  =  ^^y\->^  S2JKI-H.  •  .-H  ^ajl- 
Différencions  par  rapport  à  jk/ 

(  ^9  )  S,-7,-  =  -  (oc\ f-  a; +- .  .  .-H  a  ,  - —    • 

^'  -^  2  \      (/ri  -  drq  à.rn/ 

Le   second    membre    est   la   forme    |)olaire   de   w    relativement   aux   gioupes 


(')  Les  formules  (^7)  ne  définissent  à  proprement  parler  une  substitution  linéaire 
que  si  5  ^  o  (  n°  297).  Mais  cette  restriction  est  inutile  ici,  car  elle  l'est  pour  la 
démonstration  du  lliéorèine  II  ilu  11°  2!)S,  sur  lequel  nous  nous  appuyons. 

Haao.  —   Cours,  I.  20 
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(arj,  . . . ,  a:,,)  et  (a'i .  . . .,  aj,  ).  On  peut  tlonc  aussi  écrire,  en  posant.  |)Our  faci- 
liter récriture, 


(3.) 


a',  =  //,,          ai  =  i(,,          .  .  ., 
Ï5/^/=  -     .'■, r-  ■':, h  .  .  .—  .r„  - — 

■2   \        âUi  OUi  dUn 


Il  —  "//) 


b'autre  part,  on  a  (  n"  ^299) 

yi  =  a',  Jc,  -f-  a(  x^  -+-...  -r-  o.',,  .Vn  ; 


don( 


D'où 


-  ['l  -—- 

■i  \       du. 


dlln  j 


=  S,(«|;ri-r-.  .  .-h  UnXn). 


(o-2j         -  — -  ==  S/ H,,  -  -—  =  b///j, 

•2  (>«i  -2  d». 


I      dhi 

">■  du,, 


=  S,?/„. 


D'une  manière  générale,  5t  l'on  di'sii^ne  par   Ui,  Uy u n    ^c'>    clt'inenls 

d'une  même  colonne  du  délcrniinanl  ;j.  de  {•î\),  on  doit  avoir  des   relations 
de  la  forme 


(33) 
(34) 


I      ÔM 

2  du. 


S«i, 


I     dbi 

•?.   du-i 

U  1  -r-  «  2 


=   S»2, 


I      ()M 


—  ^U,i, 


où  s  désigne  une  inconnue  auxiliaire,  i:jui  doit  devenir,  après   la    substitution, 
le  coefficient  du  carré  de  même  rang  que  la  colonne  considérée. 

Les  équations  (33)  sont  linéaires  et  homogènes;  pour  que  (34)  puisse  être 
vérifié,  il  faut  que  leur  déterminant  soit  nul(n"29'2),  ce  qui  conduit,  pour 
déterminer  S,  à  l'équation  suivante  : 


(35) 


S(S)  = 


a\  —  S         ttf 
a!,         rtl  — S 


«r 

a'.l 


Cette  équation,  qui  est  Nisihiemciit  de  d('gi'(;  //,  s'appelle  réi/unlion  en  S  de 
la  forme  quadralUjue  oj.  On  peut  établir  à  son  sujet  dilléreiites  propriétés, 
entre  autres  qu'elle  a  toutes  ses  racines  réelles  si  les  a{  sont  réels.  Mais  nous 
ne  pouvons  entreprendre  ici  cette  élude,  qui  sera  d'ailleurs  faite  en  détail  dans 
le  Tome  H,  pour  les  cas  de  n  =  ■>-.  et  de  n  =  3.  Voyons  seulement  comment  de 
sa  résolution  on  peut  déduire  lu  solution  du  prohlcme  (jue  nous  nous 
sommes  posé. 

Boinons-nous  au  cas  où  il  n'y  a  (jue  des  racines  simples.  f|ue  nous  ap])e- 
lons  Si,  S2,  ...,  Sn.  Les  équations  (33),  où  S  est  supposé  représenter  une 
quelconque  de  ces  racines,  ont  un  d('-terminant  principal  d'ordre  n  —  1,  car  si 
tous  les  mineurs  de  5(8;  étaient  nuls,  la  d(-rivée  o'(Sj.  qui  est,  au  signe  près, 
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la  somme  des  mineurs  relatifs  aux.  éléments  de  la  diagonale  principale  (n^SSSj, 
serait  également  nulle  et  S  serait  racine  multiple.  La  solution  générale  du 
système  (33j  est  donc  déterminée  à  un  facteur  jMès,  lequel  se  calculera,  au 
signe  prés,   en   portant  dans  (34). 

Chaque  racine  de  (35)  nous  fournit  donc  une  colonne  de  a.  Je  dis  main- 
tenant qu'à  deux  racines  différentes  S  et  S'  correspondant  deux  colonnes 
liées  par  la  relation 


(36  j  Uiii 


qui,  a\ec  (34),  caractérise  les  substitutions  orthogonales.  En  effet,    en    tenant 
compte  de  (33)  et  des  équations  analogues  accentuées,  on  peut  écrire 

~[ic,  —  +...^u,.—J  =  ^{u,u,  +  ...^a,,u„), 

-      "l-r^  —  .  .  .-H  Un-—-  )   =  b  (UiUj^.  .  .-h  u„u„). 
1  \      Ou  1  Ou^ I 

Les  premiers  membres  étant  égaux  (n°  307  j,  on  en  déduit 

(S  —  S';  (  Ux  U\  -\-  .  .  .-^  Un  U'n  )  =  O, 

c'est-à-dire  (36),  puisque  S  7=  S'. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  vérifier  qu'o/î  a  bien  l'identité  ii'^  ).  Nous  sommes 
assurés  de(a9).  Multipliant  par  j^/  et  ajoutant  toutes  les  équations  analogues, 
il  vient,  en  se  servant  de  i i\  )  et  (21), 

n  n 

dlO  ■     d(M 

■  -^  '-^11  ■ 

O-rn 

} 

1      ÔM 


n 
I      OM    V^  1      f)M     ^^ 

=  — ■ —    7  3f',  r,-+-  . .  .H — -    7  3t ,  Yi 


\  [       diji  do)  \  , 

=  -     ,ri i-.  .  .-H  Xn =  w(.r,).        C.  Q.  F.  D. 

•2  \       dri  àxn  I 

311.  Forme  adjointe.   —    Supposons   que    le   discriininaiU    o   de 
M  [Xi)  ne  soit  pas  tuil.  Les  formules 

(37)  y^=.ô7rz/''-''^ 

définissent  une  substitution  linéaire  (n°  297).  Les  nouvelles  \arialjles 
Yi  sont  appelées  variables  adjointes.  De  (jj),  on  tire  (n**  297) 


(38)  .r,  =  2a/7y, 


/  =  i 
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en  posant 

(39) 
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,y_A)  _A/ 


et  désignant  par  A^  le  mineur  de  o  relatif  à  a'-.  Si  l'on  porte  ces  va- 
leurs des  Xi  dans  w(^,),  on  obtient  une  nouvelle  ("orme  quadratique 
Çl[yi),  qui  est  dite  la  forme  adjointe  de  la  proposée. 

Au  lieu  de  porter  les  xi  donnés  par  (38)  dans   w(:r,),   on   peut  les 
porter  dans 


(4o) 


>(.n)^9.{yi)^^.riyi, 


d'après  (21).  De  là  résulte  un  mojen  élégant  pour  calculer  £2  sous 
forme  de  déterminant.  Eliminons  les  xi  entre  les  n  -\-  i  équations 
linéaires  (3-  )  et  (4o)  (n"  291) 


«1     Ji 


Ji 


<  y» 


Pour  en  tirer  rapidement  Q,  écrivons^la  dernière  ligne 
j'i -+- o,     ^^2-^0»      •■■î     JK((-f-o,     0-+-Û; 
puis  décomposons  notre  déterminant  par  la  règle  du  n"  281    (th.  III). 


y\ 


yn 


7i 


yn .   o 


ri 


yn 

o        i> 


Le  second  déterminant  (Uiinl  développé   suivant  la  dernière   ligne, 
on  a 

y\ 


(^^) 


o(.r/)  =  -- 


72 

yn 


y\   y-i    ■■■    y»     " 
312.   Nous  savons  que  If/  /'o/-nie  polaire  se   conserve  dans  loiitc 
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suhsliliilion  linéaire  (n°  308);  on  a  donc  identiquement 

(42)  co  (, rv  |, /•;■)  =  £2  (  7,- 1  ;■;■), 

ou 

Il  n 

/= 1  / = 1 

ou,  en  tenant  compte  de  (3j), 

Comme  ceci  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  j'^' ,  on  a 

I  ôQ. 

(4j)  •'■/  =--;—• 

11  résulte  de  là  que  la  forme  adjointe  de  ii(j'<)  est  oj  (x,).  Il  y  a 
réciprocité  entre  les  deux  formes  quadratiques. 

En  comparant  (4^)  avec  (38  ),  on  voit  que  les  coefficients  de  ù  ( yi) 
sont  les  a/  définis  par  la  formule  (Sg),  ce  qu'on  |)0urrait  d'ailleurs 
vérifier  directement  sur  la  formule  (4  0'  ^'^  développant  le  second 
membre  suivant  la  dernière  colonne,  les  mineurs  étant  à  leur  tour 
développés  suivant  la  dernière  ligne. 

Signalons,  pour  terminer,  les  différentes  manières  d'écrire  la  forme 
polaire,  d'après  ce  qui  précède  : 

n  n 

dtà  I    V^  àiM 


/  =  1  i<=\ 

n  n  n  n 

I    V^      ,    (VQ  I   V^         Ôiî  -^  -^      , 


NOTE  I. 

su  M  LES  RELATIONS  DE  HÉCURHENCE. 


313.  Imaginons  une  quantité  «„  qui  dépende  du  nombre  naturel  n  et 
qui  soit  déterminée  dès  que  ce  nombre  est  connu.  Il  peut  arriver  que  //„ 
soit  donné  explicitement  sous  la  forme  d'une  certaine  fonction  de  /?, 
comme  nous  en  avons  rencontré  bien  des  exemples  dans  le  courant  de 
cet  Ouvrage  (en  particulier  au  Chapitre  1\  ).  Mais  on  peut  être  conduit 
aussi  à  définir  u^  au  moyen  d'une  relation  de  la  forme 

(1)  '1,1  =  fnil'n-\,  "„-2,    ■  ■  ■)■, 

OÙ  /,i  désigne  une  fonction  donnée  (pouvant  dépendre  de  /i)  de  cer- 
taines des  quantités  //„_i,  «^-o.  •••  d'indices  moindres. 

Une  telle  relation  est  dite  relation  de  récurrence.  Elle  permet  évi- 
demment de  calculer,  de  proche  en  proche,  toutes  les  valeurs  de  //„,  en 
supposant  connues  les  valeurs  relatives  aux  piemiers  indices. 

Une  relation  de  récurrence  étant  donnée,  on  peut  se  proposer  de  cal- 
culer explicilenienl  i/,^  en  fonction  de  n.  C'est  là  un  problème  qui  n'est 
pratiquement  possible  que  ilans  des  cas  très  particuliers.  iNous  nous 
bornerons  ici  au  cas  où  la  relation  ne  porte  que  sur  u„  et  «„_)  et.  de 
plus,  est  linéaire  (  '  ) . 

314-.  Soit  donc 

(2)  Un=  'fnU„-i-h  hn, 

a,t  et  hn  désignant  deux  fonctions  données  de  n. 

Ecrivons,  les  unes  au-dessous  des  autres,  la  relation  (3)  et  celles  qu'on 


(')  Pour  le  Ciis  (l'une  iL'ialion  lini^ain-  à  plus  de  deux  inconnues,  le  lecteur  pouriM 
consuilcr  un  article  de  M.  II.  lîegliin.  diins  l;i  llcviie  de  Malhcinaliques  spéciales 
(décembre  1912), 
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en  déduit  en  remplaçant  n  puv  n  —  i ,  /i  —  2,  1 

a^Uii—i  lin— 2  =  f'f/i— 2 "/(— 3 -+-  Oii—n 


(7^rt„_l...rt3  Ui         =  a-i        lli        -H  60, 

a„a^_, .  .  .«3^2     "1      =«1      "0      H-^>). 

Xoiis  allons  maintenant  éliminer //i,  i/^ //„_i  entre  ces  n  équations. 

A  cet  elTet,  nous  multiplions  par  les  facteurs  indiqués  à  gauche  et   nous 
ajoutons;  il  vient  visiblement 

(4)  11,1=  6„—  bn-ifin—  ^,i-2««««-i-^.  .  . 

—  b^andn-i  ■  ■  -«3+  bia,ta,i-i  .  .  .«srt.,—  «,,««_, .  .  .a^rn  ih. 

Comme  on  le  voit,  l'expression  obtenue  e>t  assez  compliquée.  Elle 
peut  néanmoins  quelquefois  se  simplifier,  quand  les  coefficients  a  el  b 
sont  convenal)les. 

En  particulier,  il  y  a  lieu  d'examiner  à  part  le  cas  oit  la  relation  de 
récurrence  est  à  la  fois  linéaire  et  homogène .  Les  6,,  6^,  ...  sont  nuls 
et  la  formule  (4)  se  réduit  à 

(5)  11,1=.  UQ.aia^.  .  .a,i, 

ce  ([u'on  peut  d'ailleurs  obtenir  très  rapidement  en  multipliant  membre 
à  membre  toutes  les  équations  (3)  et  divisant,  de   part  et  d'autre,  par 

313.  On  peut  arriver  quelquefois  ;i  .st/;?/?/(//V/' /es  calculs  par  un  change- 
ment d'inconnue. 

Essayons,  par  exemple,  de  rendre  la  relation  {:>)  homogène  en  posant 

(6)  »,j  =(,•„-!- A         (A  =  const.). 
L'équation  (>)  se  transforme  en 

(  7  )  ''/i  =  ««  ^n-\  -r-  (  «;2  —  I  )  A  -h  bn  ■ 

Elle  sera  homogène  si 
(8)  («7„— I  )A  —  è„  =  o. 

On  conclut  de  là  que  la  relation  (2)  peut  èlre  rendue  homogène  toutes 
les  fois  que  le  rapport  -^ est  constant  (^). 

'^  n 

(')  Ceci  est  toutefois  en  défaut  si  ce  rapport  est  nul,  c'esl-à-dirc  si  a„  =  i.  Mais, 
dans  ce  cas,  il  suffit  d'ajouter  les  relations  (3)  pour  obtenir 

u„=  u„-^- b^-^  b..-\- ... -\- b,^. 


3(J2  NOTK    I.    —    SIR    LKS    RELATIONS    DE    RÉCl  RRENCE. 

En  particulier,   cela  arrive  touJDiirs.  si  la  relation  est  à  coefficients  cons- 
tants. 

Si  la  relation  est  donnée  sous  la  for/ne  générale 

a„  Un  -+-  li„  ;/„_!  -+-  Y„  =  o, 
le  critérium  précédent  devient  — ^  =  const. 

316.    On  rencontre  quelquefois  des  relations  de  récurrence  non  linéaires 
pouvant    le    devenir  par  une   transformation   convenable. 
D'une  façon  générale,  si  la  relation  |)eut  se  mettre  sous  la  forme 

(9)  a„f(Un)^  bnf{  U,i-l}  +  C,i=  O. 

il  suffit  de  poser  i'„  —  f(u„).  Ayant  calculé  (^„,  on  en  dé(Juit  u„. 
C'est  ainsi  que  toute  relation   de  la  forme 

(10)  (Un  )•■''■{  U„-i)''n  =  C„ 

se  ramène  à 

(11)  a^Vn-^  bnV,i-i=  d,i. 


SI  I  on  pose 


log«,;,         f/„=logc„. 


1-  •       I-  ■  '^n  ■"•-  i'n  ,  ,       . 

r-n  particulier,  si  — =  const..  on  pour/ a  se  ramener  ft  une  relation 

logc„ 

linéaire  et  homogène  (n"315).    Ceci  arrivera  si  «„,   i„,  c„  sont  des  cons- 
tantes. 

317.  Disons  un  mot.  pour  terminer,  duue  méthode  qui  réussit  quel- 
quefois et  qu'on  pourrait  appeler  méthode  des  tâtonnements.  Elle 
consiste  à  calculer  u„  pour  les  premières  valeurs  de  l'indice,  puis,  par 
l'examen  attentif  des  résultats  obtenus,  à  deviner  l' expression  générale 
pour  n  quelconque.  On  démontre  ensuite  (|ue  la  formule  devinée  est 
exacte  en  raisonnant  par  induction,  c'est-à-dire  qu'on  prouve  qu'elle 
est  vraie  pour  n  -\- i .  si  elle  Test  pour  n. 

Celte  méthode  est  quel(|uefois  très  simple;  mais  elle  a  l'inconvénient 
de  n'ofïrir  aucune  génëralilé  et  d'exiger  souvent  une  grande  perspicacité 
de  la  part  du  clierclieur. 


NOTE  IL 

SUR  LE  RAPPORT  ANHARMONIQUE  DE  QUATRE  NOMBRES. 


318.  Étant  donnés  quatre  nombres  distincts  .Zi,  .Tj,  x^,  x,^,  on  appelle 
rapport  anharmonique  de  ces  quatre  nombres^  pris  dans  Vordre  où 
ils  sont  écrits^  la  quantité  (*) 

.r3— .ri  ..z-i— .ri 

(i)  (a71.r2.r3  .ri)  =  : 

.r3  —  jc^    je ^  —  .r2 

Si  Ton  modifie  Tordre  des  nombres,  on  obtient ,  a  priori^  autant  de 
rapports  anharmoniques  quil  y  a  de  permutations  de  quatre  lettres, 
c'est-à-dire  if\.  Mais,  ces  rapports  ne  sont  pas  tous  distincts.  Démon- 
trons, en  effet,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  Von  échange  deux  des  nombres  et  en  même  temps 
les  deux  autres^  le  rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

Je  dis  que  l'on  a,  par  exemple, 


(2) 

{xiX^XiX!,)  =  (j:2-r).r4.r3). 

Cela  s'écrit 

,r:j  —  .r ,  _  .r;  —  .r ,         .r^  —  x^  ,  ./'s  —  .r.. 

.r:j  —  .ro  ■  .r*  —  .r2        x,,  —  x^  '  x^  —  .r, 

ou 

.r3  —  .ri     Xit  —Xi        X4  —  .r2    x^  —  .rj 

.r3  —  x^    x^  —  Xi        x^  —  Xi    X'^  —  .r2 

ce  qui  est  évident. 

Le  lecteur  vérifiera  de  même  les  identités 

(  .r3  x^  Xi  X2  )  ^  (  x^  x^  x^  .ri  j  =  (,  «r  1  x^  -^3  x^  j. 

(')  Nous  supposons  les  quatre  nombres  finis.  Mais  on  peut  aussi  imaginer  que  x^, 
par  exemple,  croisse  indéfiniment.  Le  rapport  — •'  leiul  alors  vers  i   et  l'on  peut 


Xi 


a^j      x^ 
Haag.  —  Cours,  L  aS. 
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Corollaire.  —  H  f  <^  ^"  plus  sir  rapports  anharinoniques  distincts. 

En  effet,  on  peut  toujours  supposer,  grâce  au  théorème  précédent,  que 
le  nombre  ,r,  est  amené  à  la  première  place.  Il  reste  alors  à  permuter 
seulement  a*,,  .Tj,  ^4,  ce  qui  donne  six  rapports. 

Théorème  II.  —  Si  l'on  échange  les  deux  derniers  nombres  {ou  les 
deux  premiers)^  le  rapport  est  changé  en  son  inverse. 
Car 

.2*4 J^i      .2^3 5?i  I 


(  .rj  Xi  Xi,  X3  )  — 


,r4 .272      •'^S  —  -^2  (  •■'^'l  -''2  ■^'i  ■'''-■4  ) 


Corollaire.  —  Il  suffit  de  calculer  les  trois  rapports  {xiX^^i^i,), 
{Xi^i^x^x-i),  (.c^x-^x^Xi),  obtenus  en  permutant  circulairement  x^,  ^3,  x^i,- 
En  prenant  leurs  inverses,  on  aura  les  trois  autres. 

319.  Calcul  de  tous  les  rapports  en  fonction  de  l'un  d'entre  eux.  — 
Parlons  de  l'identité  (*) 

(3)     (.2-2— .'•i)(.r4— .rj)  -+-(x3—.x:i)(x2—J^i)  -i- ( .^^4  — -ri )  ( ^'3  —  ^2 )  =  », 

qu'il  est  aisé  de  vérifier,  soit  en  effectuant  les  calculs,  soit  en  observant 
que  son  premier  membre  est  un  polynôme  du  premier  degré  en  Xi,  qui 
s'annule  pour  les  trois  valeurs  distinctes  x^,  ^3,  ^i,j  donc  quel  que  soit  Xi 
(n°  205,  théorème  I). 

Divisons  successivement  celle  identité  par  chacun  de  ses  termes,  nous 
avons,  en  appelant  ).,  fx,  v  les  rapports  anharmoniques  {x^x^x^x^), 
[XiX^XjfX^i^  {XyXifX^x^)  : 

I  II. 

I u  =  o,        —  V  -i-  I  —  -  =  o, y^  -H  I  ^  o. 

Ces  trois  équations  doivent  se  réduire  à  deux  au  plus,  sans  quoi  elles 
détermineraient  les  valeurs  numériques  de  À,  [j.,  v,  indépendamment  de 
Xi,  X.2,  X;i,j  X4,  ce  qui  est  évidemment  ab-urde. 

Effectivement,  des  deux  dernières  on  tire 


1  —  -r 


en  portant  dans  la  première,  on  obtient  une  identité. 

Nous  voyons  finalement,  en  tenant  compte  des  théorèmes  I  el  II,  que 

(')  Géomélriquerncfil,     si    l'on    a   quatre   points    M,,    Mj,   .M3,   M^   sur   un    axe,  on  » 
l'idcnlilé 


SUR    LE    RAPPORT   ANIIARMONIQL  E    l»E    QUATRE    NOMBRES.  Sgâ 

si  1  désigne  l'an  des  rapports   anharnioniques   de   quatre    nombres 
donnés^  ils  sont  tous  compris  dans  la  liste  sdiranle  : 

(4)  A,      T-,      i  —  /.,      ^,      ^ — ,      ^ 


320.  Proportion  harmonique.  —  Les  quatre  nombres  .r,,  .r,,  jc^,  a^, 
pris  dans  l'ordre  oii  ils  sont  écrits^  sont  dits  en  proportion  harmonique 
si  Von  a  {oc^  x^oc^x,^)  :=^  —  i  (  *  ). 

D'après  cette  défînilion  et  les  théorèmes  du  n°  318,  la  proporlion  liar 
monique  subsiste  si  Too  échange  x^  et  x^  ou  X:^  et  x,^,  ou  les  groupe-, 
(ri,  x.^)  et  (j:3,  x,^).  Autrement  dit,  la  condition  d'harmonie  est  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  groupes  {x^,  x,)  et  (.Tj,  x^)^  ainsi  que 
par  rapport  aux  deux  lettres  de  chaque  groupe. 

Du  reste,  cetle  condition  peut  s'écrire 

.^'3 J0[  JC\ Jl[ 


JC^ X^  ,X'4 .^2 

ou 

{X3—Xx){X'^  —  Xi)  -h  {x-i  —  Xi){x^—  Xi)  =  G, 

OU  enfin 

(5)  ixi-^X2)(x3-h  Xi)  =  2(.ri.r2-!-.r3.ri), 

comme  le  vérifiera  le  lecteur  en  développant  les  calculs. 

Sous  cette  forme,  les  symétries  précédentes  sautent  aux  yeux. 

Cas  particuliers.   —    La   condition   d'harmonie   est   particulièrement 
simple  dans  les  deux  cas  suivants  ; 

Premier  cas  :  j?,  :=  o.  —  L'équation  (5)  s'écrit 

-t2(-f3-i--n)  =  2.r3.rt, 

ou,  en  divisant  par  x-^x^x^, 

(6  —  = 1 . 

.i'2         .^'3         .r^ 

Le    nombre    x,,    est   dit   la  moyenne  harmonitiue    des   nombres   x-^ 
et  x^  (2). 

(')   La  liste  (4)  se  réduit,  dans  ce  cas,  aux  Irois  nouiijics  — i,  2,  -• 
(^)  Si,  en  même  teinps,  x..  est  irifiiii,  on  a  x^  =  —  x^. 
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Deuxième  cas  :  x.2  =  —  j?, .  —  L'équalion  (5)  se  réduit  à 
(7^  .t\  =  .i-s.ri,. 

Le  nomljre  j.\  (ainsi  que  jCj)  est  la  moyenne  géométrique  de  x^.,  x^ . 

321.  Condition  d'harmonie  des  racines  de  deux  équations  du  second 
degré.  —  Soient  les  deux  équations 

(8)  A.r2+2B.r-hC  =  o,         A'.r^-h  2  B'.r -^- C  =  o. 

Clierchons  la  condition  pour  que  les  racines  de  la  première  soient  en 
proportion  harmonique  avec  les  racines  de  la  seconde.  Il  nous  suffit 
d'appliquer  (5)  en  tenant  compte  des  relations  entre  les  coefficients  et 
les  racines  (n»  22.0) 


(-^)(-^ 


B\  /      ■xV,'\  /G        C 


(9)  AC'+CA'— ..BB^o. 

On  peut  remarquer  que  le  premier  membre  de  celte  égalité  n'est  autre 
que  la  forme  polaire  (n''  307)  de  la  forme  quadratique  AC  —  B-  (discri- 
minant du  premier  trinôme),  relativement  à  (A,  B,  C),  (A',  B',  C). 

322.  Propriété  fondamentale  du  rapport  anharmo nique.  —  L'intro- 
duction du  rapport  anharmonique  dans  la  Science  (*)  s'est  surtout  révélée 
féconde  et  élégante  grâce  au  théorème  suivant,  dont  nous  ferons  un  fré- 
quent usage  au  Tome  II  : 

Théokè.me  FO.NDAMENrAi..  —  Le  rapport  anharmonique  est  invariant 
pour  toute  substitution  liomographUjue. 

D'une  façon  précise,  soit  une  fonction  homographique  quelconque 
,  a  X  -4-  h 

(lOj  y=   . 

ex  -+-  d 

Si  l'on  donne  à  .r  quatre  valeurs  distinctes,  .r,,  .r.,,  x^,  x,,,  il  leui-  cor- 
respond quatre  valeurs  pour  y,  soient  y^,  y^,  l'g,  y,,.  Je  dis  que  l'on  a 

(11)  ''.'"17273^4  )  =  (■^l-ï^2.'-3./\  )• 


C)  Celle  inlroduclion  csl  duc  au  gconicUc  français  Chasics,  qui  en  a  tiré  une 
foule  de  conséquences  géomélriques,  dont  nous  retrouverons  quelques-unes  au 
Tome  II  de  cel  Ouvra  fie. 
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On  pourrait  le  vérifier  par  un  calcul  direct.  H  est  plus  rapide  et  plus 
élégant  de  se  rappeler  que  la  substitution  hoinographique  équivaut  à 
une  succession  de  transformations  élémentaires  (n°  244^)  et  de  vérifier 
que  chacune  de  celles-ci  ne  modifie  pas  le  rapport  anharmonique. 

EfFeclivement,  si  l'on  change  x  en  x -\-  A,  le  rapport  (i)  reste  visible- 
ment le  même.  De  même,  si  Ton  change  x  en  kx.  Enfin,  si  l'on  change  x 


I 
en  —,  on  a 

X 


■'■•2 


•'■.•i  —   ■'■l    .   '''i  —  ••'-l  .  s 

•''3  —  ■■'■2      ■''!,  —  •■'■2 

Nous  n'indiquons  pas  d'exercices  se  rapportant  à  cette  Note,  parce  que 
Ses  véritables  applications  du  rapport  anharmonique  sont  surtout  géomé- 
triques et  seront  étudiées  en  détail  dans  le  Tome  II. 


NOTE  m. 

SUR  L-ÉOUATION  DK   HICCATI, 


328.  On  appelle  équation  de  Riccali  toute  équation  différentielle  de 
la  forme 

(I)  ^£=a-^by^cy\ 

oîi  a,  b.  c  sont  des  fonctions  données  de  x. 

On  ne  sait  pas  l'intégrer  en  général.  Mais,  on  peut  la  ramener  à  une 
équation  linéaire  dès  qu'on  en  connaît  une  intégrale  particulière  . 

Soit  en  effet  y,  une  telle  intégrale.  Si  Ton  fait  le  changement  de  va- 
riable 

^■>')  y^yi  —  ^, 

réquation  en  z  est  visiblement  de  même  forme  (');  mais  elle  doit  être 
vérifiée  pour^:=o,  puisque  (i)  Test  pour  y  =/i.  Donc,  elle  ne  ren- 
ferme pas  de  terme  indépendant  de  z]  c'est  alors  une  équation  de  Ber- 

noulli  (n°  192),  qui  se  ramène  à  une  équation  linéaire  en  posant  z^  -• 

On  peut  vérifier  toutes  ces  prévisions  en  effectuant  directement  le 
changement  de  variable 

On  trouve,  en  tenant  compte  de  ce  <|ue  )',  vérifie  (i), 
(4)  -n \-  uib  -^■xcyx)-+-  c  —  o. 

Cette  équation  s'intègre  par  2,  i  ou  o  (piadrature,  suivant  (|u"on  en 
connaît  G,  i  ou  2  inlégiales  particulières  (n"  IfM).  Donc  : 

(')  Plus  généralemi-nl.  nous  );ii^snn>^  hii  liriciir  le  soin  do  vôrilier  que  toute  subs- 
fitution  homograp/iir^w  Irans/oioie  une  cjuatioi)  de  niccati  en  une  équation  de 
Uiccati. 
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L'équation  de  Riccati  s'intègre  par  2,    i   ou  o  quadrature,  suivant 
quon  en  connaît  i,  1  ou  Z  intégrales  particulières. 

324.    L'équation  (4)  a  une  intégrale  générale  de  la  forme 

u  =  \-\-C\r. 

en  portant  dans  (3),  on  v^oit  que  l'intégrale  générale  de  Inéquation  de 
Biccati  est  de  la  forme 

X,-4-C\, 


(3)  y 


X— CXi 


où  C  désigne  une  constante  arbitraire  et  X,  X,,  X,,  X3  des  fonctions 
déterminées  de  x.  Autrement  dit,  l'intégrale  générale  de  l'équation 
de  Riccati  est  une  fonction  homographique  de  la  constante  d'inté- 
gration. 

Lne  conséquence  immédiate  de  cette  propriété  est  que  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  intégrales  particulières  est  constant^  c'est- 
à-dire  indépendant  de  oc.  Il  est,  en  effet,  égal  au  rapport  anharmonique 
des  quatre  valeurs  correspondantes  de  la  constante  d'intégration 
(n°  322). 

325.  L'équation  de  Riccati  est  liée  intimement  à  l'équation  linéaire  du 
second  ordre.  —  Soit,  en  elFet,  l'équation 

(6)  p^y"^By-Cj  =  o. 
Faisons  le  changement  de  variahie 

(7)  --  =  -^• 

y 

Nous  avons 

Portons  dans  (6)  et  divisons  par^ 

B  G 

A  A 

ce  qui  est  une  équation  de  Riccati. 

Si  l'on  sait  intégrer  (8),  on  aura  l'intégrale  générale  de  (fi)  par  la  formule 


(9)  y  =  e 

déduite  de  (7). 


=  J-" 


4<<o 


NOTI':    m.    —    SUR    L  Kyl  ATION    DK    lUCCATI. 


Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  Riccati,  on  peut  la  ramener 
à  une  équation  lin('aire  du  second  ordre.  A  cet  elTet,  il  faut  d'abord  la  ramener 
à  la  forme  (8).  qui  est  caractérisée  par  ce  fait  que  le  coefficient  de  z^  est  égal 
à  celui  de  z'.  On  y  arrive  aisément  par  le  cliani;ement  de  variable  j'  =  Xg,  qui 
transforme  l'équation  (i)  en  la  suivante   : 


Xz'  ~  cl-z--~  z{  01 


-HA  ;  —  r/  =  o. 


Eu  })rcnant  À  = ;  on   obtient    une    équation    du    type    (8),    laquelle    se 

ramène  à  l'équation  (G)  par  rapplication  de  la  formule  (7).  On  jiourrait 
aisément  déduire  de  là  les  propriétés  démontrées  plus  liaut,  en  s'appuyant 
sur  celles  du  n"  190. 


326.  Pour  terminer,  nous  citerons  encore  une  autre  équation,  qui  se 
rencontre  assez  couramment,  et  qui  se  ramène  à  rëquation  de  Hiccali. 
Nous  voulons  parler  de  l'équation 


(10) 


-J-  =  \  cos(£  -+-  B  sine  -r-  C, 


dj- 


où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  données  de  r. 
Posons 


il  vient 


tang.'    =j 


■'ê  ^^^'  ~^''^  "^  ^'^^*'  "^  *'^'  "^•^'^' 


ce  qui  est  bien  une  équation  de  Riccati. 


FIN    DU    l'OMK   I. 
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EXERCICES  DU  COURS 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 


CHAPITRE  I. 

NOMBRES  INCOMMENSURABLES.  —  RADICAUX:  EXPOSANTS. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  EtanL    donnés    quatre    iioml^res   incommensurables   positifs   A.    B, 

A',  B',  démontrer  que  si  l'on  a 

A>B         et         A'>B', 
on  a  aussi 

A-+- A'>  B-^  B'.         AA'>BB',  4"  <  è* 

A  h 

2.  Etendre  aux  nombres  incommensurables  ridentilé 

(  A ,  -+-  A2  -^ . . .  —  A„  )  B  =  A,  B  —  Ao  B  -4- . . .  -^  A„  B  ; 

en  déduire  la  règle  de  multiplication  de  deux  sommes. 

3.  Etant  données  deux  suites  infinies  (n°37)  de  nombres  rationnels 
(«„)  et  (('„),  la  première  non  décroissante,  la  deuxième  non  croissante, 
on  suppose  que  la  différence  r„  — ■  i/p  soit  positive,  quels  que  soient  n  elyj, 
et  puisse  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  veut,  à  condition  de  choisir  n 
et  p  assez  grands.  Cela  posé,  oti  range  dans  une  première  classe  tous 
les  Un  et  les  nombres  plus  petits,  et  dans  une  seconde  classe  tous  les  (•„ 
et  les  nombres  plus  grands.  Montrer  qu'on  obtient  une  coupure  et  que, 
par  suite,  on  définit  un  nombre  commensurable  ou  incommensurable. 
Déduire  de  là  que  tout  svmbole  décimal  illiuiilé  drlinit  un  nombre 
déterminé. 

(Prendre  jiour  les  //„  les  nombres  obtenus  en   limitant  le  symbole  à 
Haac.  —  hxertices    I.  i 


2  CHAPITRE    I. 

I,  2,  ...,  n  décimales  et  pour  les  r„  les  nombres  obtenus  de  la  même 
manière,  mais  en  forçant  la  dernière  décimale.) 

\.  Pour  multiplier  une  racine  /;*"'"^'^par  un  nombre,  on  peut  multiplier 
la  (juanlité  sous  le  radical  par  la  puissance  ««'èn^e  de  ce  nombre  (c'est  ce 
qu'on  appelle/«f/-e  entrer  le  nombre  sous  le  radical).  De  même,  si  sous 
un  radical  d'indice  m  se  trouve  un  facteur  élevé  à  la  puissance  m,  on 
peut  \e  faire  sortir  du  radical  en  le  réduisant  à  la  première  puissance. 

5.  Simplifier  les  radicaux  suivants  : 

/s,      \/-î-,      \/(i.1  ,      v''4*>)      V'^o")!      v/980. 
(^Utiliser  l'exercice  précédent.  On   peut  aussi  se  servir  des  exposants 
fractionnaires,  l'ar  exemple,  y  8;^  2^=  2      -=  2  .  2-==  2  v'2./ 

6.  Simpliiier  les  expressions 

V^/I      ■  '      (a/v/3)'v^ 
(Utiliser  les  exposants  fractionnaires  et  négatifs.) 

7.  Ranger  par  ordre  de  grandeur  croissante  les  trois  nombres 

y/a 
(Les  mettre  sous  forme  de  puissances  fractionnaires  de  2.) 

8.  Déterminer  y.  pour  que  100* — i  soit  inférieure  à  y^'^u  . 
y.   Déterminer  ni  pour  (|ue  l'on  ait 


\) 


<  _J_  (E.  C.,i<)o8)     ('), 

lOOC» 


9."'<  — !—  (E.  P.,  1907)     (1). 

1000 

10.   Les    nombres  A,    13,    C   a.    b  étant    rationnels,   on   ne  peut   avoir 
'égalité 

A  s'a  -+-  H  s/Tj  =  C, 


M)  Nous  dési;^iierons  doréfiavanl  sous  les  rubriques  K.  C.  K.  P.,  IC.  \.,  les 
examens  oraux  des  Kcoles  Centrale,  rolyieclinique  cl  Normale  supérieure.  Le 
nombre  r|ui  suivra  indi(|ucra  l'aimée  où  a  été  posée  la   ipieslion  mentionnée. 
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que  Si  a  el  b  sont  des  carrés  de  nombres  rationnels,  on  bien  si  C  =  o 
.   /«  B 

(Multiplier  Tégalité  par  l'expression  conjuguée  du  premier  membre, 
c'esl-à-dire  A  \la  —  B  \f  b.) 

11.   Les    nombres   a   ei   b  étant    rationnels,    mais  \' b   ne   rélanl  pas, 
peut-on  trouver  deux,  nombres  rationnels  a'  el  y  tels  que 


s/  a±\Jb  =  \fx±  \/y'1 

(Elevant  au  carré  et  tenant  compte  de  l'exercice  précédent,  on  trouve 

a"-H-j^  =  a,         \xy=^b\         d'où         (.r — j^j-=«2 — b. 

Le  problème  est  donc  possilde  seulement  si  a"- —  b  est  carré  parfait  .^ 
\'l.  Simplifier  les  expressions 

/^  v4  +  ^(v/3  -  i),  v/2--v/^(/6-v/ï)  h-  +  v/3). 
(Utiliser  l'exercice  précédent.)   (L.  P..  1906.) 


13.  Montrer  que  la  quantité  V7  +  4\/5  +  V7  —  4  V'^-^  est  un  nombre 
entier. 

(Cf.  Leçons:  exercice  li).  (lîllever  au  carré  ou  bien  utiliser  l'exer- 
cice 11.) 

li.   Calculer  les  quantités 

3  / 7=       3  / j=      3  / -=       3  /  ^ 

V  20 -t- 14  \/2 -t- V  20 — i4v/2,     V  54 -^- -30  \/3  -+- V  54  —  00  y/o  (E.  P.,  igii). 

[Ce  sont  des  nombres  entiers.  Les  désigner  par  jt,  puis  élever  au  cube. 
On  obtient  une  équation  du  troisième  degré  en  x^  dont  on  cherche  la 
racine  positive  et  entière  (6'/.  Chapitre  XXI).  Pour  la  première 
expression,    par  exemple,    on    limitera    les    essais    en    remarquant    que 

x>  v/27  =  3.]  • 

15.    Rendre     rationnel     le     dénominateur     de    la     fraction    ■:^çj=- 


(E.  C,  1902.)  _  _     _  _ 

[Multiplier  haut  et  bas  par  ({■))'— y/o.  y/7  H- (^/j)',   en   s'aj)puvant 
sur  l'identité  jc'^  -{-  r^=:  {x  +  v)  (•^''  —  •x'y  +  J'")-J 


CHAPITRE  II. 

ANALYSE  COMBIWTOIHK.  —  FORMULE   DL    BINOME. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  Probabilités.  —  Imaginons  t)i  événements  possibles  et  également 
probables;  supposons  que  p  d'entre  eux  satisfassent  à  une  condition 
déterminée  (c'est  ce  qu'on  appelle  les  événements  ou  cas  favorables). 
Un  de  ces  m  événements  venant  à  se  produire  au  hasard,  la  probabilité 
pour     qu'il     remplisse     la     condition     considérée     est,   par    définition, 

1  P 

le  rapport  ^—  • 

'  ^  m 

Cela  posé,  on  demande  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'on  ail  le  roi 
en  Jouant  à  deux  à  l'écarté,  en  supposant  successivement  qu'on  ait 
donné  les  cartes  ou  qu'elles  aient  été  données  par  l'adversaire.  Rap- 
port   de  ces  deux  probabilités. 

Rappelons  qu'à  l'écarté  chaque  joueur  a  5  cartes.  De  plus,  le  donneur 
en  retourne  une  sixième,  qui  fixe  l'atout,  et  qu'il  a  le  droit  de  garder 
pour  lui,  à  condition  d'en  écarter  une  autre  quelconque.  Avoir  le  roi, 
c'est  avoir  dans  son  jeu  le  roi  d'atout.  Enfin  le  jeu  est  de  Sa  cartes. 

Gela  posé,  la  question  revient  à  la  suivante  :  Dans  un  jeu  de  82  cartes, 
on  prend  au  hasard  5  cartes  que  nous  appellerons  le  groupe  A,  puis  une 
sixième,  que  nous  appellerons  la  carte  B.  Quelle  est  la  probabilité  pour 
que,  soit  dans  le  groupe  A  +  B,  soit  dans  le  groupe  A  seulement,  se 
trouve  le  roi  de  même  espèce  que  la  carie  B  '? 

Nombre  de  cas  possibles.  —  A  chaque  groupe  A  correspond  une 
combinaison  de  Sa  cartes  5  à  5  et  récipro(|uement.  Il  v  a  donc  C:J.,  manières 
d'obtenir  ce  groupe.  Un  groupe  étant  formé,  il  faut  tirer  la  carte  B,  ce 
qui  peut  se  faire  de  27  manières,  puis(|u'il  reste  27  caries  au  jeu. 
Le  nombre  total  de  cas  possibles  est  donc  27. C3.,. 

Nombre  de  cas  favorables.  —  I.  Le  premier  Joueur  a  donné  les 
cartes. 

Il  peut  Y  avoir  le  roi  dans  le  groupe  A.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  B  soit  l'as  de  cœur.  A  chaque  grou|)e  A  conleuanl,  dans 
cette  hvpothèse,  le  roi  de  cœur,  coirespond   une  combinaison  4  à  4  <^'es 
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3o  cartes  autres  que  le  roi  et  l'as  de  cœur,  et  réciproquement.  Donc, 
quand  on  tourne  las  de  cœur,  il  v  a  C.j„  manières  d'avoir  le  roi.  Il  en  va 
de  même  chaque  fois  que  B  n'est  pas  un  roi,  ce  qui  peut  arriver  28  fois 
et  donne,  en  tout,  28. C^^  cas  favorables. 

Il  peuL  arriver  inaintenanL  que  B  soit  an  roi.  —  Si,  par  exemple, 
B  est  le  roi  de  cœur,  le  groupe  A  donne  une  combinaison  5  à  5  des 
3i  cartes  autres  que  ce  roi.  Il  y  a  donc  C^j  cas  où  l'on  tourne  le  roi  de 
cœur.  En  tout,  il  y  a  4.C3,  cas  où  B  est  un  roi. 

Le  nombre  total  des  cas  favorables  est  finalement  ^S.Cj^  4- 4- C3 , . 

La  probabilité  d'avoir  le  roi  est  donc 

_  2.S.CI0 -i- 4  G|,  _  '28.30,29.28.27.5 -H  4. 3i  .30.29.28.27 
27. C|,  27.32.31.30.29.28 

ou,  en  divisant  haut  et  bas  par  80.29.28.2-, 

.    .  28 . 5  -^  4  •  3 1         GT)  33 

(2)  p  = ; =  — —  =  =  0,27         (par  excès), 

^    ^  '  32. 3 1  24s         124  '  ^'  ' 

II.  Le  premier  jouearn'a  pas  donné  les  cartes.  —  Dans  ce  cas,  il  ne 
peut  avoir  le  roi  que  si  celui-ci  se  trouve  dans  le  groupe  A,  puisque  la 
carte  B  ne  lui  appartient  pas.  D'après  ce  qui  précède,  le  nombre  des  cas 
favorables  est  alors  28.  C^^,;  la  j^robabilité  est 

/ox  '        28.Cjn  28.:!  3J  ^  j'f      .X 

(  3  )  p  =  :rr-  = —  =  =  o,  I  4         (  par  deiaut). 

^    '  '  -'-J-'-lo         ^•^•'31        ^48  '    *         ^1  > 

Le  rapport  ^  est  e^al  a  -r  :^  i  ,bQ  (  par  excès). 
P  '  3  3  "      ' 

Conclusions.  —  Des  calculs  précédents  nous  pouvons  conclure  que 
le  joueur  qui   donne   les   cartes  a  un  peu   plus  d'une  chance  sur  quatre 

d'avoir  le  roi    ip  est  un  peu  plus  grand  que  -  1>   tandis  que   son    parte- 


naire a  un  peu  moins  d'une  chance  sur  sept  \p'  <^-)'  De  ce  point  de 
vue,  il  V  a  donc  environ  deux  fois  plus  d'avantage  à  donner  qu'à  ne  pas 
donner  (  '  ). 

(')  Quand  on  dit  que  le  premier  joueur  a  une  chance  sur  quatre  d'avoir  le  roi,  on 
veut  dire  que  sur  un  très  grand  nombre  de  parties,  il  yen  aura  approximativement 
le  quart  pour  lesquelles  cet  événement  se  réalisera.  Mais,  il  serait  évidemment  absurde 
de  prétendre  que  sur  quatre  parties  consécutives,  il  y  en  aura  toujours  une  et  une 
seule  qui  donnera  le  roi.  L'expérience  montre  au  contraire  qu'on  peut  avoir  le  roi 
plusieurs  fois  de  suite,  ou  bien  ne  pas  l'avoir  pendant  très  longtemps.  D'une  façon 
générale,  pour  que  le  calcul  des  probabilités  ait  quelque  signi/icolion  pratique, 
il  faut  que  les  événements  au.vquels  if  se  rapporte  soient  répétés  un  très  grand 
nombre  de  fois. 


CHAPITRE    II. 


•2.  Combien  de  mots  différenls  peut-on  former  a<.-ec  les  lettres 
du  mot  «  administration  »  ? 

Tout  d'abord,  nous  entendons  par  mol  un  assemblai;e  quelconque  de 
lettres,  n'avant  pas  forcément  une  signification.  Deux,  mois  diflereront 
par  l'ordre  des  lettres.  On  a  donc  en  somme  à  compter  des  permutations. 
mais  dans  lesquelles  certaines  lettres  {a,  n,  t,  i)  sont  répétées  plusieurs 
fois.  Ces  permutations,  un  peu  difterentes  de  celles  du  n°  16,  portent  le 
nom  de  permutations  avec  répétition  ('  ). 

Pour  les  compter,  commençons  par  placer  les  deuN.  lettres  a.  Il  y  a  en 
tout  14  places.  De  plus.  Tordre  relatif  des  deux  lettres  a  n'importe  pas, 
puisqu'en  les  échangeant  on  retombe  sur  le  même  mot.  A  chaque 
manière  de  placer  les  a  correspond  dès  lors  une  combinaison  2  8  2  des 
14  places  possibles  et  réciproquement;  cela  nous  fait  doncCj^  manières. 
Les  a  étant  placés,  nous  plaçons  d  dans  l'une  des  12  places  restantes,  ce 
qui  peut  se  faire  de  C}.,  manières.  Il  y  a  donc  en  tout  Cj,  .CJj  manières 
de  placer  les  deux  lettres  a  et  la  lettre  d.  On  place  ensuite  m  dans  Tune 
des  I  1  places  restantes,  puis  les  trois  /dans  trois  des  10  places  restantes, 
et  ainsi  de  suite. 

Finalement,  on  voit  que  le  nombre  des  mots  différents  est 


cuc\,c\,C],Gu:icicic\ 


I  !  1  !  3  !  ■>.  !  1  !  ■>.  I  I  !  1  !        8.6 


1  i 

14.  r>  .2.  II.  10.9. 7. 6. 5. 4. 2  =  6o5  404  800. 


Plus  généralement,  le  lecteur  démontrera  que  le  nombre  de  mots  diffé- 
rents qu'on  peut  former  avec  a  lettres  a,  (3  lettres  b,  .....  '/.  lettres  /  est 


(  a -+-  3  -H .  . . -T- A  )  ! 


'i^- 


;i.  Somme  des  puissances  semblables  des  termes  d^une  progression 
arithmétique. 

Soit  à  calculer  la  somme 

S„=  a"  -+-  {a  -+-  r)''-^  (a  -H  ■.>./•)"  +  .  .  .-f-  (a  -+-pr)". 
Partons  de  lidentilé  (11°  25) 

(i)     {x-hr)"+^  =  x-"+'-h-  C,\^,a:-"/--^G-^  +  ,a7"-'/-2-+-.  ..-+-  C;;+,ar/-"H-  /•"•'. 
liemplaçons-y  successivement  .r  par  «,  «  -f-  /•,  «  4-  2/\  .  .  . ,  a  +/^r  et 


(')  Il  existe  aussi   des  arraii^einenls   el  des  combinaisons  avec  répétition.    (Cf. 
Leçons,  exercices  117,  118.) 
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ajoutons  en  colonnes  (').  Le  premier  membre,  à  l'exception  de  son 
deiMiier  terme,  est  détruit  j^ar  la  première  colonne  du  second  membre, 
abstraction  faite  de  son  premier  terme.  La  deuxième  colonne  du  second 
membre  devient  visiblement,  en  y  mettant  C,î_^,ren  facteur,  C^+ir.S„. 
La  troisième  colonne  devient  de  même  C,-,^_ir-S„  ,  ;  etc.  Finalement, 
on  a 

(2)     [rt  +  (p  -1-  i)r]''->  =  a«^i  +  C;,^,  r  S„  +  Cf,+,  r^  S„„i  +  .  .  . 

-l- G;i+,;-«  S, -t-/-"-^ '(/'  +  ')• 

Cette  formule  de  récurrence  (Note  I)  permet  de  calculer  S„  en 
fonction  des  sommes  d'indices  moindres,  lîn  l'appliquant  pour  les 
valeurs  successives  de  «,  à  partir  de  /<  =  i ,  on  aura,  de  proche  en 
proche,  les  valeurs  de  Sj,  S,,  S3,   .... 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Former  le  Tableau  des  permutations  des  5  lettres  «,  b,  c.  d,  e. 

2.  Former  le  Tableau  des  arrangements  3  à  3  de  ces  5  lettre*. 

3.  Former  le  Tableau  des  combinaisons  3  à  3,  puis  4  à  4,  des  lettres 
rt,  b,  c,  <:/,  e,  /. 

i.    Combien     de    mots     peut-on     former    avec     les     lettres    du    mot 


«  musique  » 


5.  Même  question  pour  le  mot  «  perpétuellement  ».  {Cf.  exercice 
résolu  n°  2.) 

6.  Combien  d'airs  diflerents  peut-on  former  avec  les  5  notes  :  do, 
n'%  mi,  fa,  sol,  en  supposant  d'abord  qu'aucune  d'elles  n'est  répétée  et 
que  l'air  comprend  quatre  notes  de  même  durée,  puis  que  l'air  comprend 
huit  notes  de  même  durée,  un  nombre  quelconque  d'entre  elles  pouvant 
être  identiques. 

(Dans  le  second  cas,  on  a  des  arrangements  avec  répétitions.  On  peut 
former  leur  Tableau  suivant  un  procédé  analogue  à  celui  du  n"  20.  C'est 
ainsi  que,  dans  l'exemple  actuel,  en  supposant  formés  tous  les  airs  de 
sept  notes,  on  aura  ceux  de  liuit  en  ajoutant  successivement  à  droite  de 


(')  Nous  enlcndons  par  là  que  nous  allons  grouper  ensemble  les  termes  qui 
seraient  écrits  les  uns  au-dessous  des  autres.  Le  lecteur  est  prié  d'écrire  en'ectivcment 
les/>--i  é([ualions  les  unes  au-dessous  des  autres,  afin  de  mieux  saisir  les  réductions 
qui  se  |)r()rluisent  dans  l'addition. 
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chacun   d'eux  les  cinq  notes   données  el  non  pas  seulement   celles    qui 
pourraient  être  absentes  de  Tair  considéré.) 

7.  De  combien  de  manières  différentes  peut-on  placer  12  convives 
autour  d'une  table?  Même  question  en  supposant  qu'on  alterne  les 
dames  et  les  messieurs. 

( Dans  le  second  cas,  placer  d'abord  les  dames,  puis  les  messieurs.) 

8.  On  donne  n  points  dans  un  plan;  on  les  joint  par  des  droites  de 
toutes  les  manières  possibles.  Calculer  le  nombre  des  points  d'inter- 
section ainsi  olUenus.  (E.  P..  1912.) 

(Ne  pas  oublier  d'enlever  des  points  d'intersection  les  points  proposés, 
dont  chacun  doit  compter  C,^_i  fois.) 

9.  On  jeLle  un  dé  non  truqué;  (|uelle  est  la  probabilité  d'amener  le 
numéro  6,  ou  bien  un  numéro  inférieur  ai? 

10.  On  prend  un  domino  dans  un  jeu  complet.  Quelle  est  la  proba- 
bilité d'amener  une  somme  supérieure  à  8? 

11.  On  tire  5  cartes  d'un  jeu  de  32  caries.  Quelle  est  la  |)robabilité 
d'amener  5  cartes  rouges,  ou  bien  i.  2,  3,  4  rois? 

\'l.  Une  loterie  contient  3oo  000  numéros,  dont  1000  gagnants.  Une 
personne  en  prend  10.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'elle  gagne 
I,  2,   ....  10  lois  ? 

(A  chaque  façon  de  gagner  p  lots  correspondent  une  combinaison  des 
10  numéros  choisis  p  à  p  et  une  combinaison  des  3ooooo — p  numéros 
autres  que  ceux  de  ces  lots  1000  —  p  à  1000  —  p.) 

13.    Démontrer  la  formule 

(Généraliser  le  raisonnement  du  n"  24,  en  considérant  les  combi- 
naisons qui   renferment   une  ou  plusieurs  des  q  premières  lettres  a.  b. 

IV.    Démontrer  la  formule  du  binôme  par  la   tnélliode  de  récurrence. 

13.    Calculer  {œ-\-aY^  (.r-4-  a)'". 

16.  Calculer  la  somme  des  n  premiers  nombres  entiers,  ou  impairs, 
ainsi  que  les  sommes  de  leurs  carrés  el  de  leurs  cubes. 


ANALYSE    COMUIXATOIRK.    FORMUI.i:    DU    BINOME.  f) 

17.  Calculer  la  somme 

I .?.  .3  -H  2 .3 .4  -<-  . .  .-H  1000. 1001  .  1002         (  E.  P..  191 1). 
[Z(  «  —  i)/U  «  ^i)  =  S«(/i2—  I ,  =  I«i—  Zn\. 

18.  Calculer  ln{n  -\-  2)  {n  -i-  3).  (  E.  C.  1909.) 

19.  On  écril  les  nombres  impairs  consécutifs  de  la  manière  suivante  : 
Sur  une  première  ligne,  on  écrit  le  premier;  sur  la  seconde  ligne,  on 
écrit  les  deu\  suivants  ;  sur  la  troisième,  les  trois  suivants,  .... 

(Calculer  la  somme  des  nombres  de  la  n'^™''   ligne.)  (E.  P.,    1908   et 

1909-) 

20.  Calculer  la  somme  des  coefficients  du  binôme. 

(Faire  a-=:ï  dans  le  développement  de  (.c-i-i)'".  En  faisant  .37  =  i , 
puis  a- ^ — I,  on  a  deux  équations  qui  permettent  de  calculer  la  somme 
des  coefficients  de  rang  pair  et  la  somme  des  coefficients  de  rang 
impair.  ) 

21.  Calculer  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 
(Multiplier  par  lui-même  le  développement  de  (j:  4-  1)'"  et  prendre  le 

coefficient  de  .r'".  ) 

22.  Développer  et  ordonner  (^r  -j-  2y  —  3)-^,  (t  +  j  —  2  z  -\-  3  t  —  1  )-. 


CHAPITRE  m. 

NOMBRES  COMPLEXES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.    Calculer  ^,^  ^»-  O(--0^  _  3  .•(.-  +  .)(..•  + i)^  ^ 

(i  -h  2f)-*  3  -4-  t 

On  a  (n°  30) 

(  I  —     iy*  =  \  —  /\i  -+-    ()  i-  —  \  i^  -!-?*  =  —  4 , 
(i  -+-  '2 1 ;3  =  I  —  6 i  H-  1 2 1- -!-  8 «■■*  =  —  II  —  2 i, 

(\-\-  i){\  —  iy*  _  ,     ^-^  i    _  ,  (  i-i-  i  )  (  1 1  —  *i  '  )  _  ,  '  3  -+-  ç)  j  _ 

{v-\--li)'^  \\-^ii  123  ~  125        ' 

3  t  (  t  -f-  2  )  (  2  t  -+-  1  )2  =  3  (  —  l-t-  2  i  )  (  2  i  +  I  )  (  2  i  -t-  I  ) 
=  3  (2  f  -+-  1  )  (4  «-  —  t  )  =  —  I  5  (2  i  -+-  I  j, 

3  fï  l  -+-  2  )  C  2  t  -f-  1  )2    _  .    I  —  2  i    _  ,(1-4-20(3  i) 

3  -I-  t  3  -f-  î  lo 

1 5  , .        ,  . ,  I  j  ,         .  ^ 


lO 

f  1 3  -i-  q  i  )  8  —  I  5  X  1 25  (  I  -1-  t  ) 


-7,o84 


2.   Résoudre  l'éfj nation  ^^  =  1, 
D'après  le  n''  36.  on  a 


j7  =  cos  — i- i  sin  ^j —  (a:  =  0,1,2); 

3  3 

fl'oii 

1  .  \/3                             I         .  v/3 
(r)                     j7,  =  1.          xn  = ht  — .  .^3  = — t 

2  2  2  2 

Autrement  :  On  a  évidemment  la  racine  j",=  i.    Divisant  ^-^ —  i    par 
a:  —  I,  nous  voyons  que  les  deux  autres  racines  vérifient  l'équation 

Ii)n  résolvant,  on  retrouve  les  formules  (i). 


NOMBRES   COMPLEXES.  II 

Remarque.  —  Si  l'on  appelley  la  racine  x.^,  par  exemple,  nous  savons 
(n°  36)  ([ue  l'on  doit  avoir  y-:=  ^3,  y^=:  i.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
vérifier  par  un  calcul  direct.  On  peut  aussi  observer  que,  la  soname  des 
racines  de(2)  étant  —  i,  on  a  x^^=  —  1  — y  =:y-,  puisque  y- H-  y  +  i  =1  o. 

3.  Au  point  M  d'ajfixe  5,  on  fait  correspondre  le  point  M'  d'af- 
fixe 

(i)  ^'=  a^  -f-  6, 

oii   a  et  b  désignent  deux  nombres   complexes  quelconques  donnés. 
Quelle  est  la  transformation  géométrique  ainsi  définie  ? 
Cette  transformation  résulte  des  deuv  suivantes  : 

(2)  ;:"=a^,  ^'=^"-(-6. 

Soient  A  et  M  '  les  points  d'affixes  a  et  :;"  {^fig.  i).  On  a  (n°  33) 

(O^,  OM")  =  (O2:,  O.M)  +  (Oa-,  OA), 


d'où 


et 


(OM,  OM")  =  {Ox,  OM")  — (O^,  OM)  =  (O^,  OA; 
0M"=  OM.OA. 

Fig.  I. 


Il  en  résulte  que  si  A-  et  a  sont  le  module  et  l'argument  de  (7,  on  passe  de  M 
à  M"  par  une  homotliétie  de  centre  0  et  de  rapport  A,  suivie  d'une 
rotation  de  l'angle  y.. 

Soit  maintenant  B  le  point  d'affixe  b.  On  a  (n°  31  ) 


d'où 


(OM')  =  (OM")-^(OB), 
(M"M')  =  (OB). 


On  passe  de  M'  à  M'  par  la  translation  représentée  par  le  vecteur  (OB). 
Finalement,   on   passe  de  M  à  M'  par  une   homotliétie,    suivie    d'une 
rotation,    suivie   d'une    translation.    La  formule    (i)     définit  donc   la 
transformation  par  similitude  directe  la  plus  générale. 


l  CHAPITRE    III. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Calculer  les  nombres  complexes 

(.  +  0(-i  +  0  +  (-  +  0%     -j:^,     (7-yy-r 

[Pour  le  dernier,  on  peut  remarquer  que  / — i  := /(  « -h  i).  ] 

2.  Calculer/(2  4-  3/),  sachant  que 

f(z)^  z'*^  U^  —  {i-^-2i)z^-^3z-h  i-H  3{. 

3.  On  pose 

_   I  —  m>                     .  1  -f-  ?/p     -                u  -+-  4' 
37  —  j  y  =  i  ,  z  =  • 


\'érifier  que   l'on   a  a,-4-^-+ -;-^  i .  Quelle  est  la  condition  pour  que 
X,  y,  z  soient  réels  ? 

i.    Mettre  sous  la  forme  trigonoinétrique  les  nombres  :  i,  —  i ,  /,  — i, 

I  H-  /,  \/3  H-  / ,  2  —  3/. 

5.    Calculer 


\      'xi  —  \/3 
G.    Résoudre  les  équations 

X'*-r- X--]- \   =  O^  X'* —  2a^2_^  2  j  _)_  j  :=  O,  IX^ X^  —  i —  I  =  O, 

x'*  -\-  x^ -+-  x'^ -^  X  -\-  l  =  o . 

7.  Résoudre  les  équations 

/ 1  -+-  I  .r  \  *        I  +  ia 

:— )    =  r- ,  ar'-+- 3a7 -t- •?«  =  O         (E.  P.,  1012). 

\i  —  IX  /         I  —  la  1    j     I 

(Pour  la  première,  on   peut  poser   ^n:tani;o,    r/  =  tanga,    en    sup- 
posant X  et  a  réels,  i'our  la  seconde,  remarquer  <)ue  /est  racine.) 

8.  Soient    (lt'ii\    nombres    (ompleves    a   et    h.    IJeu    des    |)oints   dont 

l'affixe  z  donne  au  rapport  "^^ ~  un  module  ou   un  arirumeut  constants. 

'  '  ^  —  b 

9.  Connaissant  z.   a,    b,   a',    h',    conslriiire   le   |)i)int   dont   l'aflixe    z' 
vérifie  Téquation 

z  —  n         z'—n 

r  =  — 77         (  '-  I  -,  "('><>  I- 

z  —  0        z  —  0 


NOMBRKS    COMPLEXES.  l3 

10.  Soil  un  triangle  équilaléral  ABC.  Calculer  l'affixe  de  C,  connais- 
sant ceux  de  A  et  B.  (E.  P.,  1908.) 

11.  Quelle  est  la  transformation  géométrique  définie  par  l'équation 

zz'  =  1  ? 

{Cf.  exercice  résolu  n°  3.) 

12.  Même  question  pour  l'équation  z' z^  -^ -z ,   a,  b,  c,  d  étant  des 

nombres  complexes  donnés. 

[On  pourra  s'appuyer  sur  ce  que  la  transformation    homograpliique 
équivaut  à  des  transformations  élémentaires  (n°  2ii).] 

13.  Etudier  les  variations  de  l'argument  de 


\/( z  —  et  )(-^  —  b )  i  z  —  c }  (z  —  (/  ) 
quand  le  point  daftîxe  ^  décrit  une  courbe  fermée. 


CHAPITRE  IV. 

SÉRIES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1  

1 .   Nature  de  la  série  a ( e"  —  i  )  -f-  \  n- -\-  \  —  n   (  IL  P. ,   1 907  ). 

Posons  —  33  A,  nous  avons  (Chap.  VII  el  \III) 
II 

a„  =  a(e''- .)+ -^  I  (1  + A2  j^— ij  =  a  (|/H-^  4-.  .  .  j  +  iQ //2  -  ^ //*  + 

Si  a^ 5   la    partie   principale   est  (oc-\ — j  A;   /a  série  est  diver 

'rite. 

1  ...  y. 

Si  y.^=: y  la  partie  principale  est   -  A-;  la  série  est  convergente. 


sente 


2.    Nature  de  la  série 


«"(  lOg  H)'' 

On  ne  peut  trouver  la  partie  principale  de  «„.  Néanmoins,  appliquons 
la  règle  n'^u,,.,  après  avoir  remarqué  que  la  série  est  à  termes  positifs. 
Nous  avons 


nX-a 

n^u„~ 


(\ogn  )'' 

Si  a  >  a,  celte  quantité  augmente  indéfiniment  avec /«;  si  a<Ca,  elle 
tend  vers  zéro  (n"  Î)G).  On  en  conclut  que  si  a  <C  i  la  série  est  diver- 
gente, car  on  peut  prendre  a<a<i;  5i  a  >  i ,  elle  est  convergente, 
car  on  peut  prendre  a  >  cz  >  i . 

Si  a  =1- 1 ,  Ij<C.o,  nUn  augmente  indéliniinenl,  il  y  a  divergence. 
Le  seul  cas  qui  nous  échappe  est  donc  celui  de  «  =  1 ,  b'>o.  Appliquons 
alors  le  lliéorème  III  du  n"  'i-2.  La  série  (//„)  est  de  même  nature  que  la 
suivante,  par  exemple, 

■?."  1  I 


laquelle  est  convergente  si  h '>  i ,  divergente  si  b  ^  i 


SEIUKS. 


i5 


3.   Nature  de  la  série  -^  (E.  N.,  igoo). 

La  factorielle  du  numérateur  incite  à  essayer  la  règle  de  Dalemberl 


Un 


=  («  +  !) 


Il  -\-  1  }"■- 


quantité  qui  tend  vers  -  (n"  91).  Gomme  e  >  i ,  il  y  a  convergence. 

Il  II 
k.   Nature  de  la  série  —-.  (E.  N.,  igo5). 

D'abord,  pour  que  le  terme  général  tende  vers  zéro,  il  faut  que]^-|>-i. 
Appliquons  alors  la  règle  de  Cauchy  à  la  série  des  valeurs  absolues,  ce 

qui  revient  à  supposer  j?  >- o.    On  a   y«„r=:  -^,  quantité  qui  tend  vers 

zéro  (n°  96).  Donc,  si  |  .r  |  >  i ,  la  série  est  absolument  convergente. 
Si  I  -P  I  ^  I ,  elle  est  divergen  te. 

5.    Nature  de  la  série  ( —  i)"  n^i  log  l'   (E.  P.,  igoj). 

Posant  iiz=.  —,   nous  avons  (  n"  107,  II  ) 

«„=(—l)« //-a  (2/1 +...)?. 

La  partie  principale  de  u,^  est 

Si  |3  >  a  H- I ,  la  série  est  absolument  convergente.  Si  a  <[  ,3  1  a -t- i ,  la 
série  des  valeurs  absolues  est  divergente;  mais  on  a  afi'aire  k  une  série 
alternée,  à  laquelle  s'applique  le  théorème  du  n°  48;  il  y  a  semi-conver- 
gence. Si  a^|3,  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro;  la  série  diverge. 

X'i 

G.   Nature  de  la  série  — -  sin  iix  (  E.  P.,    1907). 
On  a 


Le  second  membre  est  le  terme  général  d'une  série  convergente  (n°  90); 
donc  {u,i)  est  absolument  con\ergente. 


7.  Sachant  que  le  rapport 


Un 


Il  -r  h 


(a,  Z;  =  cûnst.),   sommer  ta 


iG  ciiAi'iTiu-:  i\ . 

série.  —  (3n  a 

Un^y{n^b')  —Un  («-+-«)  =  «';,  [  (  «  —  I  ;  —  (  «  +  I  )  ], 
Uit  {  n  —  I  —  6)  =  »,,_,(  /i  —  \  ~  a)  =  u,i-\[(ii  —  i  )  —  (  «  -f-  i  )], 
• ■> 

U^        (2-hb)  =«1        U-f-f/)  =  "l        I O  -H  («  -+-  l)J. 

Ajoutons  membre  à   membre;   il    vient,   grâce   à   des   réductions   évi- 
dentes, 

ou,  en  remplaçant  S„^i  par  S„+  //„-,_,, 

S/iia  -h  i  —  b)  =  (  n  -h  b ) //„-hi  —  bu i . 

Ecartons  le  cas  où  «  +  i  ^  /k  i)Our  lequel  on  a  u ,..,  =r  !— ,  série  com- 

.  n  -+-  b 

parable  à  la  série  haimonique  et  par  suite  divergente.  Nous  avons  alors 

( n  -4-  b)u„^x  —  bU] 


S..  = 


rt  -h  I  —  b 


Si   la   série   est  convergente,   (/i  +  6)  «„^,  rrr  (/« -i- i  )  m„_^,.  doit 

tendre  vers  zéro,  en  vertu  de  la  règle  «"'«,,  (  n"  k\)  (').  Donc  S„  a  [jour 

,.  bu, 

limite  -, • 

b  —  a  —  1 

8.  Calculer,  avec  cinq  décimales,  la  somme  de  la  série 

S  =  .r  H — - — \ — I — ^...H — '■ 1-...  pour  .r==o,i. 

)  T  ■>  /i  —  I 

D'abord,  la  série  est  convergente,  car 


■in  —  I  „  i 

<x^-=  <  I, 


u,i  u  rt  -f- 1  I oo 

Calculons  les  ternies  successifs  avec  sept  décimales  (n"  54)  : 

M|  =   O,     I,  //o  =  O,O0O'ï33'j,  /<3  ^  O.OOOOCC^O,  «i  =:  O.OOOOOOO. 

Nous  prenons  donc 
(i )  S  =  »]  -r-  «a-H  »3  =  o,  loo  j')5  3. 


(  '  )  Si  (ll-\-h)u,^^^c\..  par  suite.  ««„  tu-  Iciidaicnl  pas  vers  zéio.  on  aiiiait,  ;i  partir 
d'un  certain  raiij:;,  nu^^'^k,  k  désignant  un  certain  nombrf   (ixc    n(jM   nul.    I)'(jii,  etc. 


SERIES.  17 

L'erreur  de  première  espèce  est  <;  — >   car   ;/.,   est  seul   évalué  d'une 

manière  apj)rochée.  Pour  l'erreur  de  seconde  espèce,  nous  nous  rappe- 
lons que  la  convergence  a  été  établie  à  l'aide  de  la  règle  de  Dalembert, 
Nous  avons  (  n°  54) 

i^3  <  T  =  ' <  — 5  <  — =  • 

I  —  k        7Xio'Xo,9y        lO*        10' 

L'erreur  totale  est  donc  plus  petite  que  — r-  Elle  est  d'ailleurs  positive, 

car  «2  a  été  calculé  par  défaut  et  R3>o.  Donc,  S  est  compris  entre 
o,  ioo3353  et  o,ioo3355.  Les  sïj:  premières  décimales  fournies  par  la 
formule  (i)  sont  donc  exactes. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  se  borner  à   évaluer  les  premiers  termes 
avec  six  décimales;  mais  le  calcul  n'eût  pas  été  plus  simple. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  On  définit  la  suite  (  //„  )  par  la  formule  u„  rzz  y'2  4-  m„_i,  avec  «,  =  y  2. 
Démontrer  que  cette  suite  est  conveigente  et  calculer  sa  limite. 

(On  prouvera,  par  récurrence,  quç  ;/„>  ",i-i  et  (jue  «„•<  2.  La  limite 
est  la  racine  positive  de  l'équation  .r-=  1  +  x .) 

2.  Même  question,  en   supposant   //„  =  -  («,;_iH )  (L.P.,  1912). 

(«„  <  «„_,  et  «„>  V-^'  La  limite  est  v  A.) 


3.   Reconnaître  les  séries 

'-■)      lang2 

oc  I 

loiT  COS  —  J         —  1( 


yj  n  -^  -1 

n^  -r-  i 


y  n*  -¥-  1 

n  -I-  a 


n 


lo! 


n^ — I.      atanfr 3sin  — j 

n  n 

an^  -4-  hn'}  -^  en  -~-  d 

(rt^ij"'  ' 


,v/n 


v/Tï 


[Appliquer  (  i")  du  n"  00.] 
h.  Reconnaître  les  séries 


e    —  COS  — 
n 


-  (E.  c,  n)vi\      -;rn^'  ^''-  ^•'  '^'^^• 


Comparer  à  (  7  )    >  x'\  par  le  lliéorènie  1  du  n"  \'l. 


Haag.  —  Exerciceii.  I. 
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5.  Reconnaître  les  séries 

X"  \/Ti  a7"log/i 

— s '  (li.  C.,  iqrO; 


T^"'    -— r^i^ — 7^7:77r-    (»-  F--  '9i2). 


x{x  ^\) . .  .{x  -^  n)       n\       '         ■.i'.4-'. .  .(9./tjS 

(Règle  de  d'Alembert.  ) 

6.  Reconnaître  les  séries 

/         «2-^1        \  "'  „      ^  r- 

—5 (L.  G.,  loi-î);  x"e-\'"     (E.  P.,  iqn); 

/     .r     \"  1 

-; )    j     —     (  Rè"le  de  Cauchv). 

\logn/  II"  ^  •'  ' 

7.  Reconnaître  les  séries 

X't  X"  I  ■ 

^^     (E.  C.  1912); 


n  \'  n 


n{i"--+-  V  )       n  -^  log/i 

X"  n--^' 

/-'      r"   •    Ino»'      77;=^^     (E.  P.,  1911  et  1912). 

(Théorème  I,  n"  i2.) 

8.  Reconnaîtie  les  séries 

«■-  ,        .     log/'  sinn,^■  ^  sin/j.r 

(Pour  les  deux  prennières,  on  reconnaîtra  qu'on  est  en  droit  d'appli- 
quer le  lliéorème   des  séries   alternées   (  n°  'i-S),    en   cherchant  le  signe, 

•  1  X  '^     1      T         1 0  *^'''  9^     \ 

pour  X  très  grand  et  positif,  des  dérivées  des  fonctions ,  — ^^^  •  ) 

X'  X       I 

9.  On  considère  la   courbe  v^^ — — •  Etudier  la  série  formée    par   les 

./■  ' 

aires  successsives  qu'elle  délimite  avec  Oj:,  en  comptant  positivement  les 
aires  au-dessus  et  négati\ement  les  aires  au-dessous. 

10.  l^rouver  que  les  suites 

Il  I  II, 

"«=n I-...-I log/i, 


/t  -r-  1         n  -\-  -x  ■>  n 

Un  —  log  I  -.-  lo''  A  -r-  .  .  .  -I- 


logn  —  f  n -t-      jl(tg«-H/i 


ont  convergentes  (  !•>.  I'.,  1908). 

On  j)rouvera  (|ue  les  séries  de  termes  généraux   //„^,  —  //„    sont  con- 
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vergenles.  —  La  limite  de  la  seconde  suite  s'apiieWe  la  conslanted'Euler 

(Cf.  Leçons,  n" -238).] 

11.  Changement  de  l'ordie  des  termes  dans  une  série.  —  Si  une 
série  est  al)soIument  convergente,  on  peut  intervertir  d'une  manière  quel- 
conque l'ordre  de  ses  termes  sans  changer  sa  convergence,  ni  sa  somme. 
Si  elle  est  semi-convergente,  on  peut,  au  contraire,  en  modifiant  con- 
venablement l'ordre  de  ses  termes,  lui  donner  telle  somme  que  Ton 
veut. 

[Considérer  d'abord  une  série  à  termes  [)ositifs  (Cf.  Leçons,  n°  183); 
puis,  dans  une  série  absolument  convergente,  la  série  des  termes  positifs 
et  la  série  des  termes  négatifs. 

Pour  la  série  semi-convergente,  si  l'on  veut  lui  donner  la  somme  S,  on 
commence  par  prendre  les  termes  positifs,  dans  l'ordre  où  ils  se  présen- 
tent, jusqu'à  ce  que  leur  somme  dépasse  S  ;  puis,  on  prend  de  même  des 
termes  négatifs  jusqu'à  ce  que  la  somme  devienne  inférieure  à  S,  et  ainsi 
de  suite.] 

12.  Si    S  est   la    somme  de    la    série  harmonique    alternée  (n"'*8),    la 

série 

1         I         I         I         1  I  I  I 

3        1        3        7        .\       '  '  '       4  "  —  ^        /in  —  i        m       '  '  ' 

est  convergente  et  a  pour  somme  -  S. 

2 

La  somme  des  in  premiers  termes  s'écrit 

S.  '  ^      ' 

en  appelant  S^,,  la  somme  des  4«  premiers  termes  de  S.  S'appujer  ensuite 
sur  l'exercice  JO. 

13.  Multiplier  les  séries 

^-V  ylt  ^îll  +  l  yiri 


ni'               "       V  /    (.^,j  ^1)!                                       i/in)] 

/n(  ni  —  i  i  .  .  .(  ni  —  /i  -+-  i  )  p(p  —  l  ) .  .  .  (  »  —  n  H-  i  ) 

""  = ^7^ •^■•S         ''«  =  j;i ^•"- 

iï.   Sommer  les  séries 

I  i  .'-j.ï. .  .(m  —  1  ) 


n{n -+■  i)(n -\- -2)       2.4  .0. .  .^(/t -i- i) 
{Cf.  exercice  résolu  n°  7.) 
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lo.  Sommer  les  séries 

arc  lang -,      arclaiig— ? ,      lo:;(i '„  )      (E.  P.,  mi-;.). 

■2/1'  -^  n--f- /t -h  i  "\  n-J  1     J      ! 

Plus  généralement,  pour  sommer  une  série  de  la  forme 

I 
arc  tani 


les  (.+  —^-4 


a/i-  -t-  i/i 


on  met  son  terme  irénéral  sous  la  forme 


an  -\-  b  a( Il  —  \)  -\-  b 

aie  tani; —  arc  tang  — : ; 

^cn  +  d  "^  c{n- — i)  ^  d 

.       an  -^  b        ,       ai  n  —  i)  -h  b 


■   en  -h  d 
IG.   Sommer  la  série  //„=:  logcos  — 


,       a{  n  —  1  )  -t-  6   n 

—     lOg^ T- 

c(/t  —  \)-\-  d  j 


X  ^\XiX 


Se  ramènera  la  limite  du  produit  cos  —  cos  — cos  —  = 

2"  j-in  — 


( 

17.  Calculer  à  ,  J^  prés  la  série  (  —  )    • 

sin«-^  ,      ,  ,^^ 

18.  Calculer  à  , , '  —  près  les  séries r— ,  ( — )"  '°'^ 

//  !  n 

19.  Calculer  avec  cinq  décimales  la  série   —  '^  '^'' 

lO 


CHAPITRE  y. 

FONCTIONS  DLNE  VARIABLE  HÉELLE. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 


1.    Calculer    la    dérivée  de    y^^arctançr  (  )•   —  Nous    avons 

•^  "^   \i  —  ajc  j 

affaire  à  une  fonction  de  fonction  (  n°  71).  Si  Ion  pose  uz^  ,  on  a 

'  I  —  ax 

j)^  :=:  arc  tang;/.  D'où  (  n°^  71  et  78) 


-^  I  -h  «2 

Or  (n''70) 

(I — a:r\{x-^a)'  —  (x-\-a)i\  —  ax)'       i  —  ax -{- a{x -*r- a)  \ -^  a- 


(I  —  axf  {I  —  ax)'^  (I  —  ax}^ 


Donc 

y 


(x-i-a/'    U  —  axf-        (i  —  ax )-~  {X  -^  a)' 
(i  —  ax  )- 


{\  -~-  a- )i.i  -h  X- )         !-!-./■- 

Telle  est  la  dérivée  demandée. 

Dans  la  pratique,  lorsqu'on  a  acquis  quelque  habitude  du   calcul   des 

dérivées,  on  se  dispense  de  poser,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  u  =  • 

I  —  ax 

On  le  fait  mentalement  et  l'on  écrit  directement 

I  I  —  ar-+-a(x-i-a)  i 

r  =  — 


(  I  —  axy- 


Remarrjue.  —  Le  lecteur  n'est  pas  sans  avoir  remarqué  la  simplicité 
du  résultat  obtenu.  Il  doit  même  observer  que  la  dérivée  calculée  est 
identique  à  celle  de  la  fonction  arctang.v  (n°  78).  D'où  il  résulte  que  la 
différence  y  —  arctang.3;  doit  être  constante  (n''  64 'i.  C'est  ce  qu'il  est  aisé 
de  vérifier. 
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Posons 

arc  tang^r  =  a,         y  —  arc  tanga;  =  ^  =  y  —  x. 

Pour  prouver  que  [3  est  constant,  il  suffit  de  faire  voir  que  tang  |3  l'est. 
Or 

tan£;v  —  tanga 
langS  =  tang(  y  —  a)  =  — — 


D'autre  part, 


.r  -^  a 

lang^  = )  tanga  =  a7; 


d'où 

ce  -+-  a 


—  X 


„          1  —  ax                   a(i  -4-  .r-  ) 
tang  3  = ^ —  =  — ;—  =  a  ■=  const, 

(  X  ^  <i)x  l  -^  X- 

IH ■ — • 


On  aurait  pu  aussi  poser  a  priori 

p  =  arc  tangrt,         «  =  tang^S;         a  =  arc  tangj",  a:"  =  tanga. 

D'où 

X -+- a  tang  a: -r- tang  B  ,  „^ 

tan-î  V  =  =  5 5_E^  =  tang(a-i-  3); 

'  "^         1  —  ax        I  —  tangatangji 

d'où 

j  =  a  +  p -h  A-7t,  y  —  oc=p-^AT., 

y  —  arc  tanga:  =  arc  tangc/  -+-  k-iz  =  const. 

La  valeur  de  l'entier  /.  est  d'ailleurs  aisée  à  calculer,  si  l'on  observe 
que  y,  arclang.r,  arctangr/  sont  compris  entre  —  ^  et  h — ^  (n°  78).  Sui- 
vant que  arctang\r  4- arc  tangr/  est  compris  entre — tt  et  —  -»  ou  entre 
—  —  et  H-  —  >  ou  entre  -  el  tt,  on  a  /.==  i ,  o,  ou  —  i . 

1  J.  2 

2.   Calculer  sin3i°  à  j,',^  près. 

Ce  calcul  peut  se  faire  aisément  comme  application  de  la  formule  des 
accroissements  finis.  On  a,  en  effet  ('), 

sin3i"=  sin  3o"-f-  — cosX, 
iSo 

/.  désignant  un  arc  compris  entre  3o"  et  3i".  <)ri  ne  connaît    |ia>>   /  ;    mais 


(')  Ne  pas  oublier  que.  dans  l'application  de  la  ioriniilc  raccroissenicnt  d'un  degré 
doit  <Ure  évalué  en  radians. 
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1  •  o  V   ^  1  1 

on  sait   que  cosA   est  plus  petit  que   cosoo°=  - — ■    et    plus    grand    (|ue 
cosAS"^:  — -•  Donc,  on  a  la  double  inéiialité 

T.       J '1  Tû       \J'\ 

o,5  -f-  — ^ <  sm3i"<  (),  î  —  — ■; 

1 60     2  1  8o     V. 

d'où,  a  fortiori^ 

•    on-.       -       3 ,  U  X  1 , 4  .        1,57x7  .        I  o .  f)q  . 

sin3i>o,3H =  o ,  3  -^ =  0 ,  5  H >  o ,  j  1  >- 

iHo  X  2  900  900 

et 

.        3, 142   I .S                     3,142     ,  . 

sin  3 1    <  0 , 3  H =  o ,  5  H <^  o ,  3 1  b . 

180  -2  200 

On  a  donc  sin  3  i°=r  o,5i ,  à  j-yy  près,  et  sin  Si"  =  o,5i4,  à  iy,jy  près. 

3.  Etudier  la  dérivée  n''^""^  de  y  = • 

On  a 

,  ,_      — ix  .,__   Ç>x'-—i  ,„  _  i.\x(\  —  x'^) 

On  peut  induire  la  formule  générale 

(■i)  y"''= — —, — ' 

où  P;j  désigne/ait  un  polynôme  de  degré  n,  ne  renfermant  que  des 
termes  de  même  parité  (  *  )• 

Pour  prouver  la  généralité  de  cette  formule,  procédons  par  récurrence. 
Admettant  l'égalité  (2),  nous  avons 


y 


(  I  -4-  .r2  )  P;  _  -2  (  rt  -u  ,  )  xV  „  P„+ 1 


{i^  X-  )  '^--  (  I  -^  X- }"+- 

Le  numérateur  est  un  polynôme  en  a'.  Son  degré  est  /<  +  i,  si  le  terme 
en  x"'^^  de  (  i  +  j:- )  P^^  n'est  pas  détruit  par  le  terme  analogue  de 
i{n  -\-  i)  xVn-  0'%  si  a^Jc"^  est  le  ternie  de  plus  haut  degré  de  l*„.  celui 
de  P„+,  est 

na,iX'^-*-^  —  2(/t  -H  i)a„x"^^  =  —  (n  -h  2)a„x"-^^, 

(')  Celte  dernière  pro|)riét<;  esl  évidenlc  a  /niori  si  l'cm  iciiuii(|ue  que  _>'  est  une 
foncliun   paire,  donc  y'  une  fonction  impuirc.  y"  une  fonriiofi  paire,  elc. 
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qui  ne  peut  être  nul.  Donc  P„^-l  est  bien  de  degié  //  -t-  i .  En  outre,  P„  ne 
renfermant  que  des  termes  de  même  parité,  il  en  est  de  même  de  P^,, 
(i -h  j"^)  1^„,  2  (  n  +  i)a:  P„,  donc  de  P„_hi-  I-'^s  propriétés  prévues  sont 
donc  evactes.  De  plus,  nous  asoiis  la  formule  de  récurrence 

(3)  P„H-i=  II  4-.r2)P;—  ^in-HD.rP,,. 

Il  est  aisé  de  calculer  le  ternie  de  j)lus  haut  degré  a,iX"  de  P„.  Nous 
venons  de  voir,  en  eOet,  qu'on  avait 

(4)  «;,+,  =  —  (//-+- 2) a„; 

formule  de  récurrence  linéaire  e-t  homogène,  qui  donne  (Note  I,  n°31'i.), 
en  remarquant  que  «„=  i, 

(5)  o„  =  (—  i)"(  «  -+- 1)\ 

Je  dis  maintenant  (|ue  le  poh/innie  P„  a  toutes  ses  racines  réelles  et 
distinctes.  En  eflet.  ceci  est  manifestement  vrai  pour  /j^i,  cî,  3.  Pour 
montrer  que  c'est  général,  admettons  la  propriété  pour  P„  et  prouvons 
qu'elle  a  encore  lieu  pour  P„_^-l.  Soient  a,,  a.,,  . . . ,  a„  les  racines  de  P„. 
Pour  X  =:  (Xp  et  a^,4_i,  la  fonction  y'"'  s'annule.  Comme  elle  est  continue 
et  que  sa  dérivée  j'*"'^')  est  toujours  finie,  cette  dernière  s'annule  entre 
a,,  et  «^,4-1,  en  vertu  du  théorème  de  Kolle  (  n"  61).  Il  s'ensuit  que  P^^-i  a 
au  moins  une  racine  dans  chacun  des  /?  —  i  intervalles  {y.^,a.2),  {aç,,y.^),... 
(a„_i,  a„). 

En  second  lieu,  y'"  s'annule  pour  .r  =  ±00,  car  le  degré  du  dénomi- 
nateur de  la  fraction  {•?.)  surpasse  celui  du  numérateur  (n°  120,  II).  Donc, 
y(n-^\.)  a  aussi  au  moins  une  racine  entre  — ce  et  a,  et  entre  a„  et 
+  œ  ('). 

Nous  trouvons  en  tout  au  moins  n  -\- \  racines  réelles  et  distinctes  (-) 
pour  P„4-i.  On  sait,  d'autre  part  (n°  219)  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  davantage. 
Ceci  prouve  que,  dans  chacun  des  n  +  i  intervalles  précédemment  consi- 
dérés, il  y  a  une  racine  et  une  seule. 

Finalement,  les  racines  de  P,^^-l  sont  toutes  réelles,  distinctes  et  sépa- 
rées par  celles  de  P„. 

On  obtient  des  résultats  intéressants  en  appliquant  la  formule  de 
Leibniz  (n°  09)  au  produit 

rO)  yy,\^x--)  =  \. 

(')  Nous  admellons  ici  que  le  liiéorèaie  de  Holle  s'clcnd  au  cas  où  rinlervalle 
(a,  b)  devient  infini,  ce  qui  esl  à  peu  près  évident  si  l'on  imyi;inc  que  b  tende  vers 
-t-  «-,  ou  bien  a  vers  —  ^. 

(')  Elles  sont  distinctes,  parce  (juc  sé/iarées  j)ar  les  nombres  a,,  a,,  ...,  a„. 
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Prenant  la  dérivée  {n  -+-  2)'^™''  des  deu\  membres  et  remarquant  que 
les  dérivées  de  i  -i-  x-  sont  nulles  dès  le  troisième  ordre,  nous  avons 

(7)  _^i"-i-2  (1  ^  X-  )  ^-  i(  n  -t-  ■»  ).r)''"-^i'-f-  (  rt  -+-  -2  M  /J  -r-  i)y-"  =  o; 

ou,  d'après  (2), 

(8j  P„+2-^'i(.n^'2)xPn+i^(n  +  'î)(n-^i)(\-hx^-)P„  =  o. 

Cette  relation  de  récurrence  ne  renferme  pas  de  dérivée  [comme  (3)]. 
mais  intéresse  trois  poivnomes  consécutifs.  On  peut  la  combiner  avec  (3). 
Si  Ton  y  remplace  P„_.2  par  (i+.r-)  P„_i  —  2  ( /< -h  2)  j?  ?„_,_,,  aile  se 
réduit  à 

(9)  P;,^i^(/n-i)(/i -^2)P,;=o. 

En  dérivant  (3)  et  tenant  compte  de  (9)  on  a  maintenant 

(10)  (l-^  T-  )P'i,  —  2«xP,',  -i-  /i(7i  -H  I  iP/i  =  o, 

équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  (n°  196),  qui  va  nous 
permettre  de  calculer  sans  peine  les  coefficients  de  P„  (Cf.  exercice 
résolu  n'^  1,  Ch.  W  ). 

Soit  a ^xP  le  terme  général.  Annulons  le  coefficient  de  xP  dans  (10) 

a !,+=,{ p  -r-  îji p  -^  \ )  -^  a /, pi p  —  1)  —  inpa,,^  n( n  ^  1)0/,^  o, 
ou 

ip-~i)(p  —  -2) 
(il)  (',,  = -«/>+2- 

'  \  /i  —  p }  I  n  -z-  i  —  p  ) 

D'autre  part,  nous  savons  qu'il  n'v  a  que  des  termes  de  même  parité  et 
nous  connaissons  a„.  Nous  avons  alors 


(  n  —  un 

(  n  —  3  )  (  n  —  a  ) 


■i.3 


4.3 


(  n  —  2 q  --  \  )(  n  —  >. q^-i) 
'  2  <7  (  2  (7  -r-  n  ' 

Multipliant   membie    à    membre    et     tenant     compte     de     (5),     nous 

avons 

(  n  -r-  \)\  n{  n  —  \')(  n  —  ■?.)..  A  n  —  ■>,  </  -+-  i  ) 

(  2  CJ  I  I  ! 

i  n  -^\)\  n'. 

—  (—  I  )-'+'7  i r  . 
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ï.  Etudier  les  variations  de  la  fonction  y  r=:  sina-  -H  -  sin  3^  (  \i.  P., 

1911). 

La  fonction  est  définie  et  continue  quel  que  soit  x.  Elle  admet  pour 
période  ir.  (n°66);  de  sorte  qu'il  suffit  de  prendre  pour  intervalle  de 
variation  un  intervalle  quelconque  de  longueur  ir..  De  plus,  la  fonction 
est  impaire;  par  suite,  si  Ton  a  pris  pour  intervalle  initial  (  —  Tr,+  7r), 
on  est  ramené  à  l'intervalle  (o,  7:),  quitte  à  faire  une  symétrie  par 
rapport  à  l'origine.  Pour  réduire  encore,  essavous  le  rliangement 
j?  [  71  —  x\  il   ne   modifie    pas  y.   Cela    nous   iiidi<[ue   une   symétrie   par 

rapport    à   la   droite    .c  =:  —   et    réduit    noire    intervalle    de     variation 

à   (o,  —  )   (*).  Ce  dernier  ne  peut  plus  être  diminué,  car  le  changement 

.X œ  modifie  la  valeur  absolue  de  y. 

2 

Prenons  maintenant  la  dérivée 

y  =  ces 37  -f-  cosSar. 


Elle  s'annule  pour 
d'où 


CCS  3  a;  =  —  cosa:^  =  cos(-  —  x)^ 
ix  =  2/17:  ±(~  —  X )  =  {'îk  -+-  \)T.  ±  X. 


La  seule  racine  de  cette  équation  comprise  entre  cet-  est  ~  ,  comme 

'  ai 

le  constatera  aisément  le  lecteur.  D'ailleurs,  pour  x  =  o.  y'  =  2.  et  pour 

t:  ^     -        ,  I       ,  ,  T  -T. 

xz^  -  >  -j  y  = ;  donc  y  est  >  o  entre  o  et  -  et  <C  o  entre  -  et  -• 

3        4    -^  2  -^  ',  /,        2 

Nous  pouvons  maintenant  dresser  le  Tableau  suivant  : 


_ 

r 

X 

0 

4 

■2 

y 

2 

-T- 

0 

— 

0 

7 


^ 


2  v/2 
3 


^i 


Doù  la  courbe  ci-contre  {Jîg.  2),  que  l'on  complétera  par  une  symétrie 


(')  Quand  a;  décrit  cet  intervalle,   - — x   varie  de  t.    i\   — ;   la   rciinion   des  <lenx 
iiilervalles  donne  bien  l'intervalle  («,  -  }. 
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par  rapport  à  B  y,  puis  par  une  symétrie  par  rapport  à  0,  et  enfin  par 
les  translations  ±:  27:,  ±  /Jtt.  .  .  . ,  suivant  Ox. 


Fig.  2. 


U 


„       I,      .      .  ,  arcsina? 

o.     Variations  de  y  ^  — 


4  X'-  —  I 

La  fonction  n'est  définie  que  dans  l'intervalle  (—1,  +0;  ^  cause  du 
numérateur.  Elle  est  impaire,  ce  qui  réduit  notre  intervalle  à  (o,  H- i), 
tout  en  indiquant,  pour  la    courbe    représentative,    une    symétrie    par 

rapporta  l'origine.  Elle  devient  infinie  pour  a- =  -• 
Prenons  la  dérivée 


(I) 


y 


vA 


—  ba;  arc  sina; 


(4^7'--  1)2 


Il  nous  faut  le  signe  du  numérateur  N.  Or,  nous  ne  savons  pas  trouver 
directement  ses  racines,  qui  sont  données  par  une  équation  transcen- 
dante. Nous  devons  alors  expliquer  une  des  méthodes  indiquées  au  Cha- 
pitre XXII. 

On  songe  tout  d'abord  à  étudier  les  variations  de  N.  Mais,  en  prenant 
mentalement  sa  dérivée,  on  constate  que  arc  sin.r  ne  disparaît  pas;  on 
serait  donc  encore  conduit  à  la  résolution  d'une  équation  transcendante. 
On  évite  au  contraire  cette  difficulté,  en  mettant  x  en  facteur  dans  N, 
soit 


(2) 


N   =37 


4^2 


y/ 1  —  x'- 


8  arc  %w\x 


et  étudiant  les  variations  de  z. 

Cette  nouvelle  fonction  est  définie  et  continue  dans  tout  Tinlervalie 
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(o,  +i),  les  bornes  exceptées.  On  a  maintenant  (') 


8  .r-  \/ 1  —  .r-  —  (  4  -z"-  —  I  )  (  V''  '  —  ^- 


\   I  ■-■  j:- 


.rHi  —  T-) 


\/ 1  —  .r- 


(  4,r"- 1  M  '2  .5 Il 

.r-(  I  —  X'  )- 


,  I 

quantité  qui  cliange  de  signe  pour  x  zzz  -  el  x=  ~^-  Nous  formons  le 

Tableau  auxiliaire  suivant,  où  nous  indiquons  seulement  les  signes  de  -c. 


X 

o 

2 

v/^ 

T 

-' 

-1- 

— 

-t- 

^* 

— 

/^ 

— 

^1. 

— 

y^ 

H- 

On  voit  que  z  s'annule,  en  passant  du  négatif  au  positif,  pour  une 
certaine  valeur  a^,  comprise  entre  "P  et  i  (-).  Nous  pouvons  à  présent 
dresser  le  Tableau  des  variations  de  y  : 


y 

—  1 

— 

— 

o 

-t- 

-H  00 

y 

G 

\ 

—  ce 

-i-  ce 

\ 

r\ 

/ 

T. 

On  a  d'ailleurs 


7i 


arc  sin3"i 
i\x\  —  i 


(')  Nous  nous  servons,  pour  ce  calcul,  de  la  dérivée  d'un  radical  (n°  9i 


/3 


(-')  Klle  est   même  com|irise  entre  -2—  el  i,  car,  pour  x  =  —  >  -  est  égal  a 


7!-T  =  ^v"^-^)<o- 


FONCTIONS    D  UNE    VARIABLE    REELLE. 

OU,  en  se  rappelant  (jue  .ï,  annule  z. 
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7i  = 


SX\  \/i  —  x'î 


Nous  traçons  enfin   la  courbe   représentative,  qui  a  l'allure  suivante 
{Jlg.  3).  Le  point  A  est  un  point  tVarri't;  la  tangente  y  est  parallèle 

Fifî.  3. 


n 

1 

l\ 

i 

\ 

1 

\ 
1  \ 

1      e 

1  \ 

l    . 

j    \ 

T 

:       o- 

V 

!i 

\ 

à  Or.  La  tangente  en  O  est  la  deuxième  bissectrice.  La  droite  x  z=  -  est 

asymptote.   Ajoutons  enfin  qu'en  faisant  la  symétrie  signalée  au  début, 
on  obtient  la  courbe  tracée  en  pointillé. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 


1.  Soit  une  fonction  /'(.i-),  qui,  dans  l'intervalle  (a,  b),  admet  une 
dérivée  dont  la  valeur  absolue  reste  inférieure  à  un  nombre  iixe  A. 
Etant  donné  un  nombre  positif  £,  déterminer  un  nombre  rj  tel  f|ue 
l'oscillation  de  la  fonction  soit  inférieure  à  s  dans  tout  intervalle  plus 
petit  que  n. 

{Cf.  n"  59,  Théorème  IV.  —  Appli([uer  la  formule  des  accroissements 
finis  ) 

2.  Calculer  approximalivement,  à  l'aide  de  la  formule  des  accrois- 
sements finis,  les  quantités  suivantes  :  sinSg",  cos  4G°,  arc  tang  1  ,023, 
(1  ,001  )"  —  2(  I  ,001)'. 

3.  Si  /(j:)  et  ,;'(.r)  sont  deiiv  fonctions  finies  et  continues  dans  Tin- 
lervalle  («,  b),  y  admettant  des  dérivées  finies  et  ne  pouvant  s'annuler 
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sinuillanémeul;  si  enfin  g{b)  :^  g{a),  on  a 

/(b)-f(a)         f'(c) 


/.= 


g{b)-g{a)       g'{c) 


en  appelant  c  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 

[Généralisation  de  la  formule  des  accroissements  finis.  Se  démontre 
dune  manière  analogue,  en  considérant  la  fonction 

f{x)-j\a)-k\g{x)-g{a).] 

h.    Calculer  les  dérivées  des  fonctions 

ciT  -^  b  ax--\-  bx  -^  c  .r  '  -i-  3  a--'  —  x  -k-  -i 

7>      — ; — ; p }>      ; >      sin"*a:  cosar, 

cx-rd        ax'--\-bx-^c  x^  —  x  —  i 

tangf  '■ r)j      arcsin— 5^ >      arctang^ .      ;irc  tang[(sina"-j-*]. 


5.    Calculer    les    dérivées    des    fondions    suivantes    et    expliquer    les 
résultats  (  C/.  exercice  résolu  n"  1)  : 

I  O  X 

arccos(2:r2 — i),     arcsin(3a^ — 4^'*)j     arctang— ?      arc  taiig 


X  "1  —  ^- 

arc  sin(cos.r).      arc  sin  (a  cosa" -l- p  sina") 
sachant  que  a-+  (3-=  i , 


IX  I  X- 

arc  sin -■,      arc  ces 


\-^  X-  \  -\-  x^ 

arc  si  n  (  rt  v^  «  —  x-  ^x  \J  \.  —  a-  ) ,      a  rc  s  i  n  i  x  y  i  —  x-, 


\J  \  —  X-                            / 1  —  sin.7- 
arc  tans j      arc  t  a  ne;  i/ :— 

X  ^\/      1  -H  SI  11 


X 


G.    Calculer    les    dérivées    n"'"^''   des    fondions    ^"sin.r,    sinjccos^, 
{x  —  a)"  {x  —  by . 

Kmplovei-  la  formule  de  Leibniz  (n"  (iO).   l*our  la  deuxième  fonction, 

on    comparera    le    résultat    avec    celui    f|u'on    obliendrail    en    déiivant 

-  sin  IX.  Pour  la  troisième,  on  examineia  le  cas  de  a  =  b  d  l'on  en  dé- 

duira  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 

7.  Mtudier  la  dérivée  «'^''"'"  de  — ; r • 

x-  —  ■}.x  ces  'J  --  I 

{Cf.  exercice  résolu  n"  W.) 

8.  ICtudier  la  dérivée  «'^''""  de  r  =  sin  (j;-) -H  cos  (./•-). 

I  Elle  est  de  la  forme  P„  sin  (x^)  m- 0„  cos  (x-),    V„    et  <^)„  désignant 
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deux  polynômes  de  degré  />,  dont  on  pourra  calculer  les  termes  de  plus 
haut  degré.] 

\) .    Calculer  arc  sin  j:*  et  arc  cos  x,  pour  :r  =  o,  -  ?  -^^  j  —  >  i ,  ainsi  que 

'  '222  ' 

arc  tans;  j"  et  arc  cot.r.  pour  ^  zrr  0, 'T^»   i,   v/3,  -f- 00. 

\  i 

10.  Calculer,  à  l'aide  des  Tubles,  arc  sin  ( — o,258),  arc  cos  (o,  586), 
arc  tang  ( —  8,  gSi  ). 

11.  lùudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  : 

"ix^ — 'ix--^  11x^1,      .H — c)x--h  21T -:- 2,      x^-^px-r-g,      .r2-f-p-+-— , 


(x-  —  iy(x-+-  ■?,), 


-, >      sin^ar -f- cos"*a", 


37-1-1  XiX  l  )  X-  —  l  X 

sinar        sin  a  sin  2a? 


sin*j7COsar,     tanga" -;- 2  cot.r,     sin  2^^ -i- m  cosr, 


sin  a        %\nx        i  -h  cosa" 
X  —  2        sina; 


arc  sin arc  sin  — ,  arc  langa™. arc  tang  —  ■^      arc  tans 

2  X  '  X  '    X-  —  I  X 

tang-r        arc  sinr  ;irc  tang./-        arctangA-  .     i 

^= — j      — ^  '■ — )      ^ — ,      .rsin— ,      a;- tans;  37. 


12.    Calculer  la  dérivée  de  la  fonction    -  f 

2  \  X  — 


X  —  l  X  —  l 


13.    Calculer  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  co's  x -\- i %\n  x . 
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FONCTIONS  EXPONENTIELLE  ET  LOGAUITIIMIQUE. 
NOMBRE  e. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.    La  fonction  e.vponcntielh'  est  la  seule  fonction   continue  satis- 
faisant à  l'identité  fonctionnelle 

(0       ■  fi^)f(y)=f(.x-^y)- 

Cette    proposition,    qui    est    en    quelque   sorte   une   récipro([ue  de  la 
formule  (2)  du  n°  81,  peut  s'établir  comme  il  suit  : 
Si  dans  (i)  on  fait  x  =.  o,   on  a 

/(o)/(>)=/(jk), 
d'où  • 

(2)  ■  /(o)  =  i. 

Si  l'on  fait  maintenant  ^i^j',  on  a 

[fix)Y  =  f{-ix). 

Plus  généralement,  je  dis  que,  si  n  est  un  entier  positif,  on  a 

(3j  [f{x)\'^=fuix). 

En  eflet,  ceci  est  vrai  pour  n^  2.  Procédons  dès  lors  par  récuirence. 
Admettons 

f/(\r)]«-'=/[(n-i,.r]. 

I'"n  multipliant  les  deux  meml)res  pary(.r),  il  \it'iil 

\f(x)]"=f\(n  —  i).r\f(r)  =f\(n-^\>x^-x\  =f(nx). 

La  formule  est  donc  vraie  pour  toutes  les  valL-uis  entières  et  positives 
de  n.  Je  dis  qu'elle  l'est  également  [)our  /i  fractionnaire  positif.   Soil  à 
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démontrer 


M 
A  cet  effet,  élevons  les  deux  membres  à  la  puissance  7  : 


(4)  [/<^;l^  =  /(^.^-). 


ce  que  nous  savons  être  exact. 

Je  dis  maintenant  qu'on  a  encore  (3)  quand  n  est  incommensurable  et 

positif.  En  elfet,  imaginons  que   -    tende    vers    n,    ce  qui   est   possible 

(n"  o).  On  aura  constamment  (4).  Mais,  le  premier  membre  tend 
vers  [y"(-P)]",  d'après  la  continuité  de  la  fonction  exponentielle. 
Le  second  membre  tend  vers  f  {nx)  parce  qu'on  suppose  la  fonc- 
tion f{x)  continue.  Donc,  à  la  limite,  on  a  bien  (3). 

Enfin,  je  dis  que  l'égalité  a  encore  lieu  pour  n  <<  o.  Soit  n'^- —  n  {n  >  o). 
Il  faut  prouver  que 

[f{x)]~'^=f(—nx), 
ou 

■/(—  nx). 


D'après  ce  qui  précède,  ceci  revient  à 

I  =f(nx)f(—  nx)  =f(nx  —  nx)  =/(o), 

ce  qui  est  vrai,  [Equation  (2).] 

Finalement,  Fidentité  (3)  a  lieu  quels  que  soient  x  et  n.  Si  nous  y 
faisons  x  ^  i  et  si  nous  posons  /{])  =1  a,  nous  obtenons  f{n)=^  a",  ou, 
en  changeant  n  en  x, 

f(x)  =  a-'.  c.  Q.  V.  n. 

1 
'1.   Limite  de  (cos  x)''  pour  ^  :=  o. 

L'exposant  devient  infini,  cos  x-  tend  vers  i.  On  a  une  expression  de  la 
forme  (i  -l-a)^  (n"  92).  On  a 

I  ./■ 

3  =  — ,  y.  =  oosx  —  1  =  —  i  sin^  — , 

x-  2 

d'où 

■      c^  /'    ■       -^  \    " 

2  sin-  —  /  sin  —  \ 

IIaau.  —  Exercices.  I.  3 
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La  limite  demandée  est 

-•         I 

e      -  =   — rr- 

/ 

V  c 

3.   Dérivée  de  log  (^  h-  \/j:---t-  «). 
On  a 

,        I  -+-  (  \/ x-  -^  a) 

y 


X  -H  \^' X--^  (I 


Or  \^J^M-  a  =  (,r-+  a)-  a  pour  dérivée  (n"^  71  et  l)i) 


I  1  ~  ^  ■'' 

-  (.r'- H- a)"-       7  3:  =  —  (i). 


Donc 


y 


X  -+-  '^  X-  —  a        s,/  X-  ^  a 

i.    Différences  tabulaires  dans  les  Tables  de  logarithmes. 
La  formule  des  accroissements  finis  (n"  02)  permet  d'avoir  aisément 
une  valeur  approchée  de  ces  différences.  On  a 

5  =  logio(5^  -t-  i)  —  logio^  =  M[log(ir  +  n  —  log.r]         (n"  88). 
Or.  d'après  la  formule  des  accroissements  finis,  on  peut  écrire 

log(a'  -f-  i)  —  loga:  = (o  <  0  <  i). 

Donc.  0  est  compris  entre  et   —    Chacun    de   ces   nombres   est 

X  ^  l  X 

approché  de  o  à  moins  de 

I\I  I 


M    -  - 


X        ./;  -t-  I  /        xiyX  -^  i)     ^  -ix- 
Gherchons    par    exemple    la    diirérence    relative    aux.    nombres    3586 

M 

338; 


et  358-.   On   a 


(^  j  D'une  façon  générale,  on  ;i  hi  ruriiiiilc  suivante,  qu'il  esl  commode  de  savoir 
par  cœur,  vu  son  application  fréquente  : 

y 
\y 
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avec  une  erreur  par  défaut  inférieure  à 


I  I  I 

< 


?.  (3586)2        20  000  000        u.io' 

, ,              .                       .            !\I 
Si,  dans  lévaluation  du  fiuotient ?  on  commet  une  erreur  par  excès 

3oh7 

moindre  que r>  l'erreur  totale  sera  touiours  inférieure  à  cette  même 

^        ■>. .  1  o  '  -" 

quantité.  Or,  si  z  est  l'erreur  commise  sur  M,  l'erreur  sur  le  quotient 

-  (.  1  £  '  -If/-  2.  IO-*  I 

est  .7^-—  -    rrenons  donc  -— —  •<  :    il   suliit  que    £  <"  r  ^  — r  • 

i3b7  ÔaiSj  -2.10'  '  2.IO^  lO^ 

Autrement  dit,  nous  prenons  M  =o,4343  (n°88).  Nous  avons  alors 
^       0,4343 


358- 


0,00012  108, 


Nous  sommes  assurés  que  «5  est  compris  entre  o,oooi2io3  et  0,000121  i3. 
Si  l'on  se  contente  de  tables  à  5  décimales,  la  différence  tabulaire 
doit  être  0,00012,  c'est-à-dire  12.  C'est  ce  que  le  lecteur  vérifiera  sur 
une  table. 


0.  Etudier  les  variations  de  y  =z  i\  -{ j    • 

La  fonction   n'est  définie  que  pour  i -\ >  o,    c'est-à-dire    J">>o, 

ou  bien  x  <i  —  i . 

Calculons  la  dérivée.  Nous  pourrions  le  faire  en  appliquant  le  ihéo- 
rème  des  fonctions  composées  (n°  130).  Il  est  plus  simple  de  passer  par 


le  losrarithme 


log^  =  ;r  log- (  1  +  ij, 


1 

■^      =10g(H \+X ^=l02(H 


y  \       ^  J  I  V        ^, 

I  H 


Le  signe  de  r'  est  celui  de  z,  car  y  est  essentiellement  positif.  Nous  ne 
savons  pas  résoudre  l'équation  -:  =  o;  étudions  dès  lors  les  \ariations 
de  -;  (Cliap.  XXII).  Nous  a\ons 


1 

x- 


I         (i-f-a.-)-        x{x-\-i)- 

n 

X 


Lorsque  x   croît   de  — 00  à   — i,   z'   reste  >o;  donc  :;  croît,  d'ailleurs 
à  partir  de  zéro,  et  par  suite  demeure  >  o.  Quant  x  croît  de  o  à  -I-  00, 
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z'  reste  <Co;  donc  ;  décroît,  d'ailleurs  jusqu'à  zéro,  et  par  suite 
demeure  >>  o. 

Finalement,  y  est  toujours  >  o;  la  fonction  y  croit  dans  tout  inter- 
valle où  elle  est  continue. 

Pour  J7:=±oo,  vnze  ( n"  91).  Quand  x  tend   vers    —  i,  iH — ^  tend 

vers  zéro,  log  (  i  H )   vers  —  oc.    logy  vers  +  oc.    donc  y  vers  +  co. 

Quand  X  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  i  H — •    tend    vers    +  oo, 

log  V  tend  vers  zéro  (n*^  96)  (');  donc  y  tend  vers  e"=z  i. 
On  a  finalement  le  Tableau 


./• 

—  y: 

—  I 

o 

+  ^ 

y 

e 

f 

-1-   00 

■ 

1 

e 

D'où  la  courbe  ci-dessous  (  fig.  4).  Le  point  A(o,  i)  est  un  point  d'arrêt. 
La  tangente  en  ce  point  est  Or.  cary'  y  est  infini. 


6.   Limite  de  y 
Posons  log.r  i= 


logr  )•■ 


pont 


il  faut  chercher  la  limite,  pour  c 


ce  ,  de 


(')  On  sait  en  cITel  que  c'est  le  facteur  rationnel  qui   l'emporte  sur  le  logarillime 
Du  reste.  f)n  peut  écrire 

log(  1+  -  )   , 

\  X  I 

loi;  Y  —   ^ iH 

\         \  X 


Le  premier  facteur  teml  vers  zéro    (  n°  90,   .r).  le  second  vers    i:    donc    lopj»-    tond 
vers  zéro. 


FONCTIONS    EXPONENTIELLE    ET    LOGARITHMIQUE.    NOMBRE    e.  3; 

Passons  au  logarilhme 

log_y  =  e-  \o^z  —  niz  =  zl  —  log;3   -  ni\ . 

Pour  ^  =  -H  GO,  —  tend  vers  +00  (  n°  96),  ainsi  que  log  ;  ;  donc  aussi  la 

parenthèse,  et,  par  suite,  logy.  D'où  il  résulte  enfin  que  la  limite  clierchée 

est  H-  00  . 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Trouver  les  fonctions  continues  satisfaisant  aux  identités  fonction- 
nelles 

[  Cy.  exercice  résolu  n°  1.  On  établira  les  identités 

nAx)=/(x'^U         nf(x)=f(nx),         [f(x)]"  =  f(x'^). 

Puis,  on  posera  .r"=  z  pour  la  première  et  la  dernière,  .37  =  1  pour  la 
deuxième. 

On  peut  aussi  se  ramener  à  l'identité  (i)  de  l'exercice  ci-dessus  men- 
tionné. Pour  la  première,  considérer  la  fonction  inverse  àe  /{se).  Pour 
la  seconde,  poser  e-^<-^'z=  9 (.37).  Pour  la  troisième,  poser /(e-^)  =  o{^) 
Pour  la  première,  on  peut  aussi  poser  e-^'^^- =  <p  (  j").] 

2.  Etant  donnés  deux  nombres  positifs  a  et  £,  déterminer  r/  tel  que 
l'inégalité  |  .r  —  a:'|  <  y)  entraîne  |  a^ —  a^'\  <C  £,  quels  que  soient  j:  et  jc' 
dans  un  intervalle  donné  (a,  |3). 

3.  Limites,  pour  j?=zo,  des  expressions 

1  1 

(i  +  sina7)'--o'-f,      /  _ \    , 

k.   Limites,  pour  ni  infini,  des  expressions 

/  a  h  \  '"        /  m-  -h  am  -¥-  b\  a+pm+yw' 

IH \ î        »  -^ n)  ' 

\  m        m-/  \m' -\- cm -{- a  J 

(  I  4-  -. >       (1-4-  <?-'«)-'*     +-'". 

\  log  m/ 

OC  /  TZ  .x\ 

5.   Dérivées  de  log  slnx,  log  tan  g  -  >  log  tan  g  (  7  -f-  -  )• 
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G.   Dérivées  de  2-'.  a^*'"-^'.  log  log  log(.r  4- \/j:- -+-«),  x'^"",  \Jx-^Zx^ 


\^  ax'-  -^b.r  -H  c 

T.   Dérivées  /i"-"'''*  de  e-^.v''.  e'"cosj\  (Formule  de  Leibniz,  n^  69.) 


8.   Dérivées  «i^'""  de ,  — ■ 

.r  -i-  o     X'  -t-  1 

[Pour  la  deuxième  fonction,  écrire 


,  log(i  +  x),  log(i  +  .r-). 


X-  -h  i         -j.  \x  -i-  t        X  —  i 
Cf.  Ghap.  \',  exercice  résolu  n°  3]. 

9.  Etudier  la  dérivée  /i''^"^''  de  e~''. 

[  Cy.  exercice  mentionné  ci-dessus.  On  montiera  que  y^'^'^  est  de  la 
forme  e~^''P„(.37),  Frétant  un  polynôme  de  degré  /*,  pair  ou  impair,  ayant 
toutes  ses  racines  réelles.  On  établira  une  équation  différentielle  vérifiée 
par  P„  en  appliquant  la  formule  de  Leibniz  au  produit  y' ^= —  ixy.^ 


10.  Même  question  pour  (  ' . 

11.  \ariations  des  fonctions 

loir.r 


37-^,     a"', 


,      log.r  —  ar,     e^x'>\     x[\  -\ )    ; 


tang.r  -\-  loga:, 


\/x'^  -1^  X  -r-  y  •'■  X~ 


\-l.    Limites,  pour  .r  infini,  de  —- ,  -■ 

]o^(x  -+-  a) 


13.   Limite,  poui'  r  iniini.  de  y  m 


loir  .7- 


l'écrire    y  —  f  ^ 


ïoiix 


\o^u 


Ik.   Limite  de  7- ,  pour  a  et  v  infinis,  sachant  que  le  rapport  —  reste 

fini.  (C/.  13.) 

lo.    Inimité  de  -, — ^  pour  //  inlini.    (  '   /.   \ï.) 
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^3 [ 

IG.   Limites  de  (sin  j?)'''"^'^    j;- loi: ,   pour  j:==o,  et  de 

'  "    sin:r      ' 

losTl  —  (i'\\\T)l''\  - 

— ^-i ,  pour  3"  =  -• 

tani;.T  >. 

17.   Résoudre  les  ëqualions 

ex  ^  g— .r 

=  «,  e^-^ -^  pe^ ^  q e-^ ,  a  logaj:  +  3  logèa^ -^  ■;  logea:- =  »?. 

(Pour  les  deux  premières,  prendre  pour  inconnue  e^  ou  e-^.  Pour  la 
troisième,  on  se  ramène  à  une  équation  de  la  forme  xi'  ~  A.) 


CHAPITRE  YII. 

SÉRIES    ENTIÈRES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

.y" 
1.   Calculer  la  somme  de   la   série   //,,  =  ^- •     Généra- 

n\n  —  i)  [Il  —  'i.) 

User.  —  Soit  y  la  somme  de  cette  série,  pour  laquelle  nous  suppo- 
serons que  la  plus  petite  valeur  de  n  est  n  =r  3,  afin  que  //„  ne  devienne 
pas  infini.  Si  nous  dérivons  trois  fois  de  suite  le  terme  général,  il  se 
réduit  à  x"~^.  Donc 

-t-oo 

y"  =  Vr"-3  =  i-i-.r-f-^-^ -+-...=  -^—  (n"  107,  I), 

n  =  .1 

en  supposant  j  a:  [  <  i .  Intégrant  trois  fois  de  suite  (n°  101,  1\  )  et  obser- 
vant que  y,  y' ,  y"  s'annulent  pour  .r  r=  o,  nous  avons 

y  ~  —  log(  I  —  ./■),         JK'  =  (i  —  3")  log(i  —  x)  -h  .r. 

,  ,                                                (i  —  x}-  .       .            .        3x^        X 
(i)  y= ; logd  — .r)-i-— -. 

VérijLcaLion.  —  Nous  avons  (n"  107,  11) 

X  X-  x^  X" 

—  \o"(i-~  X)  — \ h  --  -f-...H h..., 

1-2  3  n 

i\  —  .r  )-         I  X- 


"ix-         X 
Multiplions   et   ajoutons   à  — Les    termes   en    x  et   ,r-  dispa- 
raissent. Pour  n  >■  :?,  le  terme  en  œ"  a  pour  coefficient 

III  I 


■1  n        n  —  I         ■},  in  —  ■>.)        nia  —  \)  (.n  —  i  ) 

Généralisalions.  —   On  pourrait  calculer  de  même  la  série  de  terme 

x" 

général 

ru  n  —  i) . .  .{  n  —  p  -r-  \) 


SÉRIES    ENTIÈRES.  4' 

Plus  généralement,  soit 


(•^)  y=^ 


( n  -r-  i-/)( n  -r-  q  —  i).  ..{n  ^  q  —  p  —i) 


q  et  p  étant  deuv  entiers  quelconques,  le  second  positif.  La  fonction 
z^yx'i  rentre  dans  le  type  précédent.  On  la  calculera;  puis,  Ton 
aura  ^  =  zx^'i . 

Plus  généralement  encore,  imaginons  une  série  entière  dont  le  coeffi- 
cient dex'^  soit  une  fraction  rationnelle  en  n  ayant  tousses  pôles  {w^^W) 
simples,  entiers  et  négatifs  (').  Par  une  décomposition  de  cette  fraction 

x" 

en  éléments  simples,  on  se  ramènera  à  des  séries  telles  que et  ni' x" . 

■^      '  ^       n  -^  p 

La  première  rentre  dans  le  type  (2).  Quant  à  la  seconde,  si  1  on  désigne 

sa  somme  par  y^,,  on  a  la  formule  de  récurrence,  facile  à  vérifier, 

qui  permet  de  calculer,  de  proche  en  proche,  /i,  y^,  y-^,  ...  en  fonction 
de  ro=2-'--r:^- 

n  —  O 

Une  autre  généralisation  est  la  suivante  :  Sommer  une  série  dont  le 

terme  général  est  le  produit  de  —  par  une  fraction  rationnelle  du 

type  précédent. 

En   procédant  comme  tout  à  l'heure,  on  se  ramène  à  des  séries  de  la 

forme  '■ -,  et  nP—r-  Pour  sommer  la  première,  il  suffit  de  multi- 

{n  -h p)n\  ni 

plier  par  x''  et  de  dériver  pour  retomber  sur  la  série  e'^x''~^;  de  sorte 
que  l'on  est  ramené  à  la  quadrature  /  e^'x^^'^dx^  qui  se  calcule  par  les 
fonctions  élémentaires  dès  que/?_:i  (n"  101,  I). 

Quant  à  j'/;  =  \  «/'— 7  j  elle  vérifie  encore  la  relation  (3)  et  se  ramène, 

n  =  1 

de  proche  en  proche,  à  y^^^ze^ — i  (-). 

(')  On  les  suppose  négdtil's  pour  que  la  fraction  ne  devienne  infinie  pour  aucune 
valeur  de  n  positive  ou  nulle.  S'il  y  avait  des  pôles  positifs,  il  suffirait  d'augmenter  n 
d'un   nombre  naturel  convenahle  pour  les  rendre  négatifs. 

On  pourrait  admettre  aussi  des  pôles  multiples.  Mais,  on  serait  conduit  à  des 
quadratures  ne  se  ramenant  pas  aux  fonctions  élémentaires.  On  pourrait  même  envi- 
sager des  pôles  non  entiers,  ou  imaginaires,  c'est-à-dire  en  somme  une  fraction 
rationnelle  quelconque. 

(-)  Cf.  J.  H.\AG,  Noiiv.  Ann.  de  Malh.  (avril  191.!,  p.  181),  et  Eg.vn,  Id.  (sep- 
tembre 19 ri,  p.  4-4)- 
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'1.   Décelopper  en  série  entière  la  fonction   r  =i • 

"^^  '  "  I  —  a.r  cosO -i- 37- 

Décomposons  en  éléments  simples  (n"  107,  I).  Les  pôles  sont 


e' 


X  =  cosO  ±  \/cos2  0  —  1  =  cosO  ±  i  sinO  =  s'        ,  (  n"  109,  I  ). 

Nous  avons  alors 

T  I 


(0         y 


(  ej6  —  x){  e-''^  —  X  )        e-'^  —  f'^  \  p'^  —  t        «  -'9  — 
?'       /        I  I 


Or, 

(2)     — -! =  -V  ^ 7  =e   '0(1 -i-.re-'^H- a';-^e-2/8.4_..._|_a7"e-"'9-|-...), 

f'J  — .r         e'^    I  —  .re-'O 

formule  valable  pour  |  xe~'^  I  <  '  1  c'est-à-dire  |  j:  |  <;  i ,  puisque  |  e~''  |  =  i , 
(n«  109,  1). 

De  même,  en  changeant  B  en  — 0. 

(  3  )  — ^ =  e'O  (  i-f-  Ji'  e'9  +  3^2  g2/9  _|_  _  _  ,  _^  ^«  g«;8  -u  .  .  .  ). 

Portons  clans  (i) 

y  =  — ^  [(e-'O—  e'Qj  H-.r(e-2''9—  e^^ô)  _4_..._i_  .^«(e-ui+i)/9_  e(«+i)j6)_t_...]^ 
(4)      Y=  -■ f  siii6  +  37  sinaO  +  .r'- sinSO +...-+- ,r' sin  (/i -f- 1)8 -t-.  .  .1, 

formule  valable  pour  |  .r  [  <;  i . 

3.  Développer  en  série  arc  tang[R(a")J,  log[R(,r)J,  oii  R(x)  désigne 
une  fraction  rationnelle  quelconque. 

Les  dérivées  de  ces  fonctions  sont  visiblement  rationnelles.  On  les 
développera  par  la  méthode  du  n°  107,  1;  puis  on  intégrera  terme 
à  terme  (n»  106,  I). 

Pour  le  logarithme,  il  est  néanmoins  plus  simple  de  procéder  de  la 
manière  suivante;  on  décompose  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  H(J7)  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  (n"  205);  soit 

P,     ,        .      {x-^a)'^(x-^b)^...{x-^lY 

\\(X)  ^=  A r-  • 

(x-^  a')^'{x -\- b')?  ...(X -i- l  )^ 
On  a 

I o g  l'«  (  .7-  ;  =  I og  A  -)-  a  lo g  (  a;  -i-  rt  )  -t-  .  .  .  —  a'  I  og  (  a-  H-  a'  )  — .... 
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On  développe  cliaque  terme  en  série,  en  écrivant  par  exemple 

Iog(a7  +  rt)  =  logf  i-T j  +  Iog«; 

puis,  on  ajoute  (  '  ). 

i.  Développer  en  série  la  fonction  t  =  (arc  sin.r)-  (E.  P.,  191 1). — 
On  pourrait  former  le  carré  de  arcsin.r  (n°  107,  \II);  mais  les  calculs 
semblent  compliqués.  Essayons  de  prendre  la  dérivée 

,        2  arc  si n a:* 

(•)  y=  , -• 

y  I  — ■  X- 
On  ne  peut  encore  développer  directement.  Dérivons  de  nouveau 

(2)  y  =  2  arc  sina- -: 

,  -^         I  —  X- 

u  — ^-)- 

On  ne  peut  encore  développer.  Mais,  si  l'on  élimine  arcsin.r  entre  (i) 
et  (2),  on  obtient  Téquation  difTérentielle  linéaire  très  simple 

(3)  y"{\— x-^)  —  xy'—i^o, 

ce    qui     nous    conduit    à     la     méthode    des    coefficients    indéterminés 
(no  106,  III). 
Posons 

—  .r  I  j'' =  ai, -t-     ciix -+-    «2  .r2 -f- .  .  . -H     a,iX"-      -{-... , 
\  —  x-\  y"  =  ai-Jr-  la-ix  ^"ia-iX--^.  .  .^  iia,i  a:"-  '  -+- .  .  . . 

Portons  dans  (3)  et  annulons  successivement  les  termes  constant,  en  x, 
eVi  jc-,  .  .  . ,  en  x"  \  il  vient 

aj — 2  =  0,         la-y — ao  =  o,         3«3 — «1  —  c/,  =  o,  .... 

(rt  -i-i)a„+i  —  (/i  — i)«„_,  — «„_,  =  o. 
D'où 

«0  4 

«1  =  •>•,  ao  =  — j  ctz=  -y  .  ■  . , 

2  a 

(4)  Cn -f-i)rt„+i  = /m„_i. 

La  formule  (4)  nous  conduit  à  distinguer  les  termes  de  rang  pair  et 
ceux  de  rang  impair. 

Pour  X  :=  o^  y'  s'annule;  donc  a^  et  par  suite  tous  les  termes  de  rang 


(')  On  (lévelopperail  ilc   iiièinc   lui;  y  lU'^)  =  — '"glM-^)- 
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pair  sont   nuls   (').  Nous  avons   seulement   à  calculer  «o^-t-u  d  après  la 
formule  de  récurrence 

et   en    tenant  compte   de  «1=2.  En  opérant  suivant  la  méthode  géné- 
rale (n°  31i).  on  trouve 


^2«-l-I  —  '^ 


Nous  avons  donc 
(  D  )        y  —  o.\  X  ->!-  -  cr^  -^  — -r . 


•>. .  4 . 6 . . .  T.  /ï 
3  .  j .  7 .  .  .  (  ■>.  n  -+-  1 


2 . 4 . 6 . . .  2  /î 
3.5:7.  .  .(a/i  -i-  I  ) 


Cette  série  admet  pour  intervalle  de  convergence  ( — i.  H-i),  comme 
le  montre  la  règle  de  d'Alembert.  La  formule  (5)  est  donc  valable  à  l'in- 
rieur  de  cet  intervalle.  En  intégrant  terme  à  terme,  on  a  finalement,  en 
remarquant  que  r  s'annule  pour  a:  =:  o, 


(6)     r  =  x'- 


H    2 


i.A  x^  2 . 4 •  6 ... 2 «        X- 

0.0    o  6  .5  .y .  .  .{in  ^  \  )  n 


5.  Calcul  des  logarithmes.  —  Le  développement  (16)  du  n"  107 
permet  de  calculer  les  logarithmes  népériens,  et  par  suite  les  logarithmes 
vulgaires,  des  nombres  compris  entre  o  et  2.  Mais,  il  est  d'un  emploi 
peu  commode,  à  cause  de  sa  très  lente  convergence.  Dans  la  pratique, 
voici  comment  il  vaut  mieux  procéder: 

On  a 

X         X-         x^         x* 
log(.  +  r,)=         --_  +  _-_^-..., 

.  ,  X  X-  X^  X* 

\o<i{\  —  x)=—- -_-____.... 


lielranchons 


les 


7-^T 


Ce  développement  est  valable  pour  [  x  [  <  i . 

Posons 

I  -(-  .r        N  -4-  1 


1\ 


2\ 


nous  avons 

logfN  -+-Ij  =   logN   -4-2        -^ h    i   (    ^rr^ Y   -t-    \\     ^ V'-H...       . 

*         '       °         L2^-i-I      3i.'2N-+-i/      5V2[\^i/         J 


(')  C'était  à  prévoir,  cary'  est  une  fonction  impairr. 
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Si  N  désigne  un  nombre  entier  positif,  -v; est  inférieur  à  l'unité. 

et  la  formule  ci-dessus  permet  de  calculer  de  proche  en  proche  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  entiers,  au  moyen  d'une  série  qui  converge 
rapidement,  surtout  quand  N  devient  grand. 

6.   Calcul  de  r.. —  La  formule  (17)  du  n"  107  (111)  permet  de  calculer 
le    nombre   71   avec    une   approximation    illimitée.    Si   l'on   y   faisait   par 

exemple  j:"=  -— j  on  obtiendriiit  la  valeur  de  ^"  •  On  rend  les  calculs  plus 

rapides  en  procédant  comme  il  suit. 

De  la  formule  {Cf.  Chap.  V.  exercice  résolu  n"  1) 


arc  langa  —  arc  langi  =  arc  tanj 


I  -f-  ab 


on  déduit 
d'où 


4  arc  tan  g 


arc  tans;  i  =  arc  tang 


•239 


-  I  1 

—  r=  a  rc  t  a  n  "  I  =  4  a  rc  la  n  g arc  tang 


=  ^[i-i{\Ï^KÏÏ- 


I     /       I 
2  3  9 


■i  o  9 


Prenons  par  exemple  trois  termes  dans  le  premier  crochet  et  un  terme 
dans  le  second.  L'erreur  £,  commise  sur  le  premier  crochet  est  du  signe 
du  premier  terme  négligé  —  r  (  "  )  ^^  inférieure  à  ce  terme  en  valeur 
absolue  (  n°  oi,  4°).  On  a  donc 

128 


£i<  o, 


< 


--<—. 


De  même,  l'erreur  £0  commise  sur  le  second  crochet  est  négative  et 

l'on  a 

Il  I  II 

Ô    (2Ô9)'  J(20()j'  i\.\t)'>  10' 


(')  On  calcule  d'abord 

I  I  I 

2  arc  tang  -  =  arc  lang  -  -+-  arc  Lang  r  =  arc  tang 


puis,  de  même, 


'1  arc  tans-  =  2  arc  lang —  =  arc  tang  —  • 
■   3  "  ij  119 


=  arc  lang  • 
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Leireur  commise   sur  y    esl  4-i — îi",   elle   est   inférieure   en    valeur 

4 

absolue  à  — -•  L'erreur  sur  t.  est  donc  plus  petite  nue  —  • 

lO^  '■  '  '  lO'' 

EflTeclivement,  si  l'on  fait  le  calcul  avec  6  décimales,  on  trouve 

t:  =  3 , 1  i  I  ()  1 6 .  . . , 

La  valeur  réelle  étant,  comme  on  sait,  3 ,  1/4  iSg:?,  .  .  . ,  on  a  une  valeur 

I  '  -11  -  /         î''. 

approchée  par  excès,  1  erreur  étant  <;o.oooo2j  ■<  — • 
'1  10'' 

7.  Calculer  les  deux  sommes 

S  =  cosa  +  cosf  rt  -^  h)  -\-  cos(rt  -t-  a/i)  -i-.  .  .-H  cos(a  -t-  nh), 
S'  =  sina  -I-  sin  (a  -+-  A)  -f-  sin(«  -h  ?./?)  -1- .  .  .-^  sin  («  -i-  «A). 

Ce  calcul  se   fait  très  simplement  par  l'emploi  de  la  formule  d'Luler 
(n»  109,  I).  On  a,  en  efTet, 


iS'  —  ^[cos(<:/  -r-  pli)  H-  t  sin(a  -^  pli  )\  —  ^e' '«+/'■ 

=  e'« (  I  -t-  e'''  ■+-  e-'''  -+-...  -1-  e'"''  j 

=  e'«  f  I  -H  e'/'  +  ( e'^^y-  -f- .  .  . -i-  (  e'^'  )" ] 


(  ei/'  1"  —  I 

ml. 
m  -{ 

e          - 
ces  (a  - 

il,     T-          - 

■^ 

e''' —  1 

/  -f  (  n  —  1  ,1  - 

e"''  —  1 

A          .        h 

sm  n  ~        sin  n  — 

■i.                    i 

e'-  —  e 
n  —  f  ,  \ 

il, 
2 

.     h     ~       .Il 

sm  —           sm — 

2                  2 

^")] 


Égalons  les  parties  réelles  et  imaginaires  (');  nous  obtenons 


S  = 


)os    a  4-  (  n  —  i)  — 


.     h 
sm  — 


S'  = 


h 

h 

sm 

(/  - 

^  (  n  —  i 

)  — 

s  m  /i  — 
■?. 

.     h 

sm  — 

2 


(')  On  suppose  a  el  h  réels.  Mais,  le  calcul  serait  valable  quand  inème  ils 
seraient  imaginaire.  Il  suffiiail  de  former  de  mùme  S  —  l'S',  puis  d'ajouter  el 
relranclicr. 


SKRIKS    ENTIKRKS.  4? 


EXERCICES  PROPOSÉS. 
1.   Sommer  les  séries 

T' 

nx"^-^,      n-x'^,      n(n  —  i)(n  —  ■î)x", 


n  (  n  —  I  )        (  /«  -t-  j  )  (  /i  -I-  2  ;  (  //  -I-  1  ) 
X"  nx''  n^  ^  i 

(/i -r- 3  j  (/i -i- 1}        {n -h  5)  (n -t- -2)  {  n  ^  i)        n(n-T-\>.)       ' 
X"  x"^  n-^'^n — I   .r" 

(  /i  T-  I  )  !        (  /t  —  3  )  (  /i  —  -2  )  /t  !  '  (  n  -I-  4  )       n\ 

2.  Multiplier    les    développements   en    série   de   et    ;; 

'  ^^  {\  —  X)"  {  l  —  X}" 

en  déduire  des  identités  arithmétiques  par  comparaison  avec  le  déveiop- 

,              I 
pemenl  de  :• 

^  (  i  —  X  }"^" 

[On  doit  trouver  ["identité 

pn+n'— 1  pn— 1  _^  rvi-l  T'/i'— 1        _,     C  n~-\  rn'—\  ,  <_rii-\        /-"!'— 1  _i_  T"  -  1    1 

3.  Vérifier  sur  les  développements  en  série  les  identités 

sin-a7 -^  cos^a;  =  I ,  sin  2  J"  =  2  sin.r  cos.r.         cos?.x  =  icos-x  —  i. 

i.  Développer  en  série  les  fonctions  suivantes  : 

X- ^  3x  —  I  X  —  1 


{X  1)  (X  -i-  7.)  {'ix  -r-  l)  (  X  ^-  1  )-{z  -^  3  1-^ 

X I  I 


X'--^  X  -^  l            Xl'  -r-  Xl''  '  -f-  .  .  .  -r-  X  -H   1 
,.  ,  ,  1  •>  I  .        •  ^^  '  >'  ^  —  '  •       1-         I 

Four  les  deux  dernières,  les  écrire  — et  ; ;  puis  développer 


par  exemple 

=  1  4-  ^'  -i-  ^^  -1-  .  .  .  , 

I  —  X'^ 

et   multiplier  par   (i  —  j:)'-r=i  —  2X  +  .r-. 

o.   Développer  en  série  la  fcjnclion — ; >  saclwint  (lue  le  trinôme 

'  *  x-  —  [>x  -T-  q 

a  ses  racines  imaginaires, 

[On  pourrait  décomposer  en  éléments  simples  et  appli(juer  la  méthode 
générale  (  n°  107,  1);  mais  il  serait  assez  pénible  de  faire  disparaître  les 
imaginaires,  à   moins  qu'on   ne  mette  celles-ci  sous  la  forme  Irigonomé- 


CHAPITRE    VII. 


liique.  11  revient  an  même  de  mettre  le  trinôme  sous  la  forme 
z- — 2^cos5  +  i.  en  posant  jc^z\q]  ce  qui  est  toujours  possible 
si  p- — 4q<Co.  On  est  alors  ramené  à  l'exercice  résolu  n"  2.  On  déve- 
loppe suivant  z;  puis  l'on  revient  à  a;.] 

6.    Appliquer  la  méthode  précédente  aux  fonctions 
I  x'^-\-  'i  T  —  I 


x'--^x-^i        x- —  2X  -h  \        -îx'^-h 'ix -^  3 
7.   Dévelop])er  les  fonctions 
X-  —  X  -^  3 


X  -+-  I 


x^ — 3x--i-'i        ux^ -h  x'^-\- -i        (x-^ — i){x'^ -+-■!) 

[D'une  façon  générale,  si  le  dénominateur  ne  dépend  que  de  .r'",  on 
développe  son  inverse  suivant  les  puissances  de  jc"^  et  l'on  multiplie  par 
le  numérateur.] 

8.   Développer  les  fonctions 

•2X  -h  J  I  —  /U  X  X-  -^  I 

arc  tan  g- — >      arc  tan  g ,      arctang- 


3x^ 


arc  tanç ->      a 


rc  tan^ — '■ ,      arc  tan!i(.r -t- a). 


Le  développement  de  arc  tang-  se  ramène  à  celui  de  — ^ • 

'  '  r  u'--\-  v'^   J 


9.   Développer  les  fonctions 

X 


log^^^ -,      log — ,      log(x--+-  X  -T-l), 

X -^ -1  X- — 4 


les; 


.r*  -+-  r 


,         l0£ 


I  —  X        ,       \/x'- 
»       log— — = 


X'  —  ■j.x--^  ^  y     I  -t-  ./■  -  -^/^-.i _^_  , 

10.    Développer  : 

sin-rcos^a?,     cli^.rsh'^r,     e^  ca)Sx,     e*'*^"''"  cos(a:  sin  « ). 
si n>,.T         «in/c^     ( e^ -^  e-^ )- ( e-' — e-~^)^ 


Ecrire  ces  fonctions  : 


développt 


suivant  les  puissances  de  e*", 

11.    Développer  [  log(i  -)- .rj]-  (E.  I'..   kjm) 
{Cf.  exeicice  résolu  n"  k.) 


^•] 


SERIES   ENTIERES, 

12.  Développer  y  =  (arc  tang^')-. 
llta])lir  la  formule 
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y'(i-^-x-)-\-  'i.Ty'  : 


2(1 X-  -\-  X' 


••'•] 


13.   Calculer  log,o2  avec  5  décimales  en  se  servant  de  la  formule 
loir-î  =  3  loîT 


41  I020 

log- log 

''40  "  io.i4 


et  de  la  série  de  l'exercice  résolu  n°  5.  {Leçons,  exercice  n°  235.) 

li.  Pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  dans 
les  Tables,  on  admet  qu'entre  deux  nombres  consécutifs  le  logarithme 
de  X  varie  proportionnellement  à  x.  Calculer  l'ordre  de  grandeur  de 
l'erreur  commise  en  faisant  cette  hypothèse.  (Cf.  Leçons,  n°  237.) 


15.  Calculer  les  sommes 


A,j  =  I -t- ^  cos6  +  j;2  cos'26 -)- 
V>,i^=  \  -\-  X  sinO  -t-  x-  sin  26  -f- 
C,i=  I  -H  X  cos6  ^  ■?.x-  ces  26  + 
D„  =  I  -+-  .r  «in  6  -+-  ix-  sinaô  -1- 


.r"  cosnO. 

j7"  sin  «6, 
nx"  cos7iO, 
nx"  sin  n  0. 


(Pour  A,j  et  B„,  piocéder  comme  à  l'exercice  résolu  n°  7.  Pour  C,; 
et  D„,  dériver  les  résultats  précédents  par  rapport  à  jc  ou  par  rapport 
à  9. 

On  pourra  déduire  de  là  les  sommes  des  séries  entières  >r"  cos/i  5, 
j?"  sin«Ô,  «j:"cos/i5,  «a;"sin/iS.) 

16.  Même  exercice  avec  les  fonctions  hyperboliques. 

17.  Résoudre  les  équations 

x=  log(  K-H  \/i-^y'),  ^  =  •og(7-^  v/j-— i),  a7  =  logl/-|- 

[  Pour  la  preuîiére,  on  a 

y  ^/i-^yi  =  e^,  {y  —  s/\^y')  e-^  =  y'-—i\-r-y^)  =  — i; 

d'où 


—  y 

—  y 


y 


v/T 


v2  =  —  e  •^. 


En  ajoutant,  il  vient  y  =:  sh  j-. 

Pour  la  seconde  équation,  on  trouve  de  même  v' ttt  ch./'.  Pour  la  troi- 
sième, y  =  th  j:^^.] 

IIaag.  —  Exercices,  I.  4 


5o  rHAlMTIŒ    Ml.    —    SERIES    ENTIKRES. 

18.  Trouver  tous  les  nombres  complexes  z   satisfaisant  aux  équations 
e~  =  .T-r-ji.         cosz=x-hj'i,         f^inz^x-~fi,  lan gz  =  x -{-ji. 

Quelles  fonctions  de  j"  +  l'i  peut-on  déduire  de  là?  Calculer  leurs 
dérivées  par  rapport  à  un  paramètre  réel  /,  dont  dépendraient  x  et  r. 

19.  Comment  peut-on  définir  (<-/ -i-  biy^''''^ 

Combien  y  a-t-il  de  déterminations?  Comment  passe-l-on  de  Tune  à 
Fautre?  Cas  où  c  est  entier,  ou  bien  a- -{-■  b- ^=^  \ .  (Conditions  pour  que 
toutes  les  déterminations  soient  réelles. 


CHAPITRE  Yill. 


DEVELOPPEiVlENTS  LIMITES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.    Trouver  le  développement  du  cinquième  ordre  de 
y  =  giaii?.i  _^  s,\nx  Iog(i  -r-  X). 

Nous  avons  une  combinaison  des  fonctions  e-*',  sin.?'.  cos^r,  log(j  -\-  x). 
dont  nous  connaissons  les  dé\  eloppements  en  série  entière.  Appliquons 
donc  les  règles  des  n°^  IIG,  117,  118,  en  limitant  tous  nos  développe- 
ments intermédiaires  au  cincjuième  ordre  (')  : 

x'^        x^ 
sin  a"  =:  a- — i .... 

6  I20 


ces  a?  =  I  - 

■2 

^  M- 

•  •  ■> 

.r3 

.r5 

X- 

x* 

X  — 

x^ 
3 

— 

120 
x^ 
3o 

■1 

T4~--- 

(Ri) 

x^ 
3 

1 
i5 

(R2) 

■2X^ 

.5    ^•• 

• 

tanga:^  = 

X  - 

x^ 

1 

-^  x=> 

13 

+-..., 

giangx  _-  i  _,_  tansar  -; tang-a'  -t-  -  langea: 

s  .j,  a  fa  ° 


—-  tang*a:  -: lang-'j:'  -r-  .  . 

■^4       °  120       ® 


ta  nu  a;-  =  .r  H ; — i z  X' 

i  13 


ta 


ng2  ar  =  a^-i  /  I  _u  _-  -f- .  .  .  j     =  j"2  I  £  _,_  r.  a;2  -1- .  .  .  j 


(')  Nous  n'écrivons  pas  les  restes  \x^;  nous    les    remplaçons   siniplenionl   [)ar  des 
points  . . . 


5-2  ciiAprriŒ  viii. 

I  /  .r-  \  ^ 

-    tang^jT  =  x3  (  I  — -7p -i-.  .  .  1    =  x'^(\  ~- x-^. .  .)     (1), 

— lana'*  J"  =  a7''(  I  -t-.  .  .  V*  =:  a:*-)-  . .  . . 

■  ■>..', 

lans^ X  =  x" ( j  -h . .  .y^  =^  x^ ~- .  .  .  : 

1  -PO 

X-        x^        3     ,        3-      .  „, 

e'"""''  =  I  -»-  .r  -1 j ^ —  x*-i —  .r'>  — .  .  .     (  - ). 

■1  1  h  I20 

x^         x^ 
SI  n  .r  =  .r  —  —  h .... 

()  120 

.7-2         ^^     ■    :r*        J"â 
^^  '  2  3  4  3 

sin.rlog(i^jr)  =  j:-2(  I—  -fi"  +•  •  •  j  (  '  "  7  "^  y  —  ^  -^• 

^  /         .r        .r-        .r^  ', 

V  ■'.  (i  ()  ' 

3     ^        1 3     ,         1 7      ..       ^     . 
>'  =  I  -4-  .r  H j:-2  H 7  .r*  T x"  -^  A  x<'. 

2  24  120 

Le  lecteur  pourra  comparer  avec  la  formule  de  Mac-Laurin,  s'il  se  sent 
le  courage  de  former  les  cinq  premières  dérivées  de  y. 

2.    l)éi.'elopper  y  =t  /  sin^" au  voisinage  de  x  -^^  ■^• 

I*osons  X  ■=^  ■^.  '\-  Il .  Nous  avons 
o 

.    -                  .    ,          -        I                  v/3    . 
pin.r  =  SI  11  —co</i  —  sin  /<  co?  —  =  -  cos//  H sin  /i. 

(1  (>  2  2 

Développons   sin//    et   co^A    jusquau    troisième  ordre,    par    exemple; 
nous  obtenons 

'  /         '''            '\    .    ^/^  /'/        '''  ^       \ 
sina7=-     I -...     H /( — H.  .  .  1. 

■>.   \  2  /  2  ()  / 

•^  y        -2  4  12  V        '^^  \  2V/3  '' 

Posons 

(')  Nous  développons  (  i -H  '-rr  )    et  (  i -f-  ^j- )    P'"'  '■'  '"'"""'î'    'I"   liinoine  (  ii"  25). 

(-)   l'our  fiiirc  CDrninodL'iiiciiL  le  i;ilrul,  nous   avons   iiiclh|iic    iii    iri;ir;.;e   les    coeffi- 
cients (le  l.jiig.r,  ...  dans  e"""". 


di;vf,loi>i>kmi-:nts  limiths. 


i3 


et  développons  (i  4-^)'  par  la  série  du  binôme  (n°  107,  M  ),  en  nous  lior- 
nanl  naturellement  au  second  ordre,  comme  nous  l'avons  fait  pour  c  : 


3.  Développer 


y  =  \/  —  i  /' ^  —  —  /'-  —  >- /' - 


\/.r^  —  2 .r*  —  x'-'  -^  j. x-  -;-  .r  —  i  —  \' x'^  —  x-  —  iX  —  4 
y  = , 

x--^  X  -:-  i 

au  voisinage  de  x  ^=^  y^. 

JNous  avons,  en  posant  x=r  --, 

5.  t  i  ' 

x'U\  ^-  "ih  —  h-^-  ■}.h^  —  /i*  —  /(M-  —  x-(  \  -^  Il  —  3  //-  —  4  /i^  )- 

y  =^ » 

•^  x-{i  —  A  -H  /(-  ) 

J  ± 

Poussons,  par  exemple,  nos  développements  en  A  jusqu'au  terme  en  h- 
(i-H2/i  — /«2-^...j^=i-T-  -(■i/i  -h"-)—  ];(ih  —  Ir'  f  -^...=  \  ^  h  —  h'-  -^ ... 

1                                      o 
—  /<(l-^/'-t---.)^  =  —  /'(n ~-'l    ~  —  '' r-..., 


y  =  x' 


--    '        -:r    -  -T-  Kx 


--  li-^h 


i/                 3  \  1-1 

—  =  X-  (  \  —  h /j2  -K. ..     =  x'-  —  X   - 

'-  \  -2  / 


EXERCICES   PROPOSÉS. 

1.   Calculer  les  développements  du  cinquième  ordre  des  fonctions  sui- 
vantes : 

siiiJ-e^,     arc  «inj-log(i -f- 3-),     tanijj- e-"'" '•'•"?•'", 


3/ ~ 

v/  I  —  X-  3/ : 

— — ^^:^-,  \/ai'c?ma^'  —  .r. 
y/cosa" 


:>4  CHAPITRI-;    VIII.    —    DKVKLOPPEAIEXTS    LIMITÉS. 

'1.   Développements  du  troisième  ordre  des  fonctions 


gsina'  logco: 


•■•■). 


3.   Développements    du    quatrième    ordre    des    fonctions 
au  voisinage  de  ^;  logtang\r,  au  voisinage  de  -' 


I  -+-  "i  ces  a; 


i.   Développer     (cotx)^,     \/i  —  e' ,     logsinr  —  log.r,     au     voisinage 
de  x  =  o. 

5.   Développer    /  .         ,  au  voisinage  de  cv  zz:  -• 

'       \/cos.r -1- sin^x  ^  2 

G.   Développer 


yx'*  -+-  x-''  —  x~  -\-  1  —  sj x'^  ■ 


•1  x^+  x*-^  x-^ X- 


x^  -1-  x^  —  X-                  t:  (  .r  -i-  I  ) 
--, ,      lang— -, 

x'  —  "iX I  IX  -^l 

au  voisinage  de  d?  :=  oo. 

7.  L'équation  x  —  e  ûnx  ^  M  définit  x  comme  fonction  de  e  (n°  135). 
Trouver,  en  admettant  son  existence,  le  développement  du  troisième 
ordre  de  cette  fonction. 

[Méthode  des  coefficients  indéterminés,  en  s'appuvant  sur  ce  qu'une 
fonction  n'a  qu'un  seul  développement  d'ordre  donné  (n"  110).  On  posera 
au  préalable  cT  =  M  +/,  de  manière  que  y  s'annule  avec  6\  ] 

S.  La  formule  des  accroissements  finis/(r/ +  /?)  =/(  a)  +  hf  {a  +  Oh) 
définit  0  comme  fonction  de  h.  Trouver,  en  admettant  son  existence,  le 
développement  du  troisième  ordre  de  cette  fonction. 

[  Poser  5  z=  r/o  -l-  Oi  II  +  (li  II-  -\-  «3  A'*  -f-  .  .  . .  i^uis,  développer  /{a  -h  h) 
ety'(a-f-  'J h)  par  la  forujiile  de  Taylor;  substituer  la  valeur  j)récédente 
de  9,  et  identifier  les  deux  membres. 

On  peut  généraliser  en  partant  de  la  formule  de  Tavlor  limitée  à  un 
nombre  quelconque  de  termes,  et  développer  le  0  qu'y  figure  dans  le 
reste.] 


CHAPITRE  IX. 

INFINIMENT  PETITS.  FORMES  INDÉTERMINÉES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.    1  rouver  la  partie  principale  de 


y=  - 


i 


a  arc  lanffx 


Calculons  d'abord  la  partie  principale  du  numérateur.  Pour  cela, 
nous  calculons  séparément  les  parties  principales  des  deux  facteurs  dont 
il  est  le  produit.  Pour  log  cos^r,  nous  écrivons  (n°  107,  V  et  II) 


cosjf  =  I —  ' h....  io»  cosa:  =  loi;  I  I 


La  partie  principale  du  premier  facteur  est  donc  —  — 

Le  second  facteur  étant  une  somme,  nous  devons  calculer  les  dévelop- 
pements limités  de  ses  deu\  termes,  en  procédant  par  essais  successifs, 
comme  on  l'a  dit  au  n°  122. 

Pour  ne  pas  allonger  outre  mesure  la  rédaction,  nous  écrivons  ci- 
dessous  les  différents  développements  dont  nous  avons  besoin,  en  mar- 
quant /)  points  au-dessous  de  chaque  terme  obtenu  après  le  {p  -|-i)'èrae 
essai.  Le  lecteur  voudra  bien  refaire  les  calculs  dans  Tordre  où  nous  les 
supposons  faits. 


cosa?  =  I  — 


24 


X-        .r* 

I 

■  /, 

X- 

x'* 

X 

X-          x'' 

-  xV 

3 

45 

-(1 
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1        _3              1        --  /         3  3 

(c.olx)-  —  :r    -  (i  —  z)- —  X    Mi ^-+--^2  +  .,. 

\  'i.   •  o  •• 

1  /          X-          x'* 
=  X     -      I 1 

\  2         r.>,o 

(7--4-,r-  I     «--l-;r-  i    ,    „ 

— J r   =    -^    J   =   —{a^-—X-^-+-  <2.X*-Jr..  .) 

j:"-*-!- "^^r"        x^   1-^A.x-        X* 

=   ^C    t    -^2+2^*  +  ...)=   ^  ('  +  ')' 

— r       =  aa^    -(i  +  O- 

X^-{--iX^/ 

-1/           /          /2               \                    :i  /           ^2          ^^v 
=  aa^    H —  +...=«. r    -M h  -^ h . 

\  ■;i  «  /  \  2  ^ 

5'i  a  ^  I,  /rt  partie  principale  du  crochet  est  {i  —  a)j:   -.    5<  a  =  1 , 

,,                 i3     - 
elle  est 7  x-. 

I  5 

Procédons  de  même  pour  le  dénotninateur  : 

X ; !-    ■ . 

?        2 

/n^  x^        ni-'x^ 
sin  m  X  =  inx  —  — -. —  h .... 

b  l'20 

I.  •         •  /  N  m  { m~ -— -i.)  £1/2     „ 

Dénominateur  =  (  a  —  m)x  -\ -x^  H —  x^  -\- .  . . . 

b  6 

La   partie   principale    est    (a  —  ni)x,    si    a.p±m;    -. œ^,    si 

a  =  f)i  ^±\/2'i   ^  -—  Jc"' ,  si  a  =:  //^  =  £  \/2  (  £  =z  zb  I  ) . 

Finalement,  on  peut  dresser  le  Tableau  suivant  pour  la  partie  prin- 
cipale de  /  : 

«  —  I  -1 

a  ^  i.  7.  ^  m -— X   '^ , 

2  (  a  —  m  ) 

,  -_i_   /-  3(a  — i)        J,- 

^  m{  »?2  —  2  )  ' 

r  3(«  — I)      -I 

e  y/ 2 

i3  1 

a  =  1 ,  7.  ^  ni .  — -   x-^, 

3o(  a  —  ni) 

i3  - 

a  =z  \    1  —  m  ^  ±  v/2 1 X  - , 

^  :i/n(ni^—  z) 

/-                                ''i  I 

a  =  I ,  a  =  /«  =  e  ^2 —        x   ^ . 

•JE  V2 
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c.     rrf  I       I-      ■         t  (  -  «m  j"  cos'*.r  —  .r)  i/j; -I- arc  sinj- 

i2.    /  /•oi/rer  tes  limites  de  )■  =  — ; ;= ^— i >  pour 

(  X  -h  ;3  aie  tang.r  )  log  langx 

a;  ^  o  et  y- 
4 

1°  Limite  pour  X  zzi  o.  —  On  ;i  le  svml)ole 1  nui  comporte  deux 

indétermiuations.  Clierclions  la  partie  principale  de/  (n"  l^.H). 

Facteur  Tz  s'inx  co^^x  —  jc  :  Les  parties  principales  de  sin^  et  cos  j? 
sont  respectivement  .r  et  i  ;  donc  celle  de  sin.rcos^^  est  x  et  celle  du 
facteur  est  (t  —  i)x. 

Facteur  \Ar -h  arc  sin j:'  :    La  partie   principale  de   arc  siiij;   étant    x^ 
_    1 
celle  du  facteur  est  \/2  x'-. 

_  ^ 

Numérateur  :  La  partie  principale  est  \/i{t:  —  i)x- . 
Facteur  (^  +  jS  arc  tang.r)   :   On    a,  en  adoptant   les   conventions   de 
l'exercice  précédent, 

arc  tanir.r  =  x  —  ■ —  -^.  .  ..  .r-+-S  arc  tanc,-^  =  x(i  +  S)  h — - — l- .  .  . . 

La  partie  principale  du  facteur  est  donc  ^(i  +[3),  si  j5^  —  i,  et -7-, 

si  [3  =  — I. 

Facteur     logtang.r    :     Il     est     équivalent     à     log.r     (n"    120),     car 

I        /lanu.r\            ,                    ,                .              tang.r  , 

logtang.r  —  log.r  n^logl  1    tend    vers    zéro,    puisque    —    tend 

vers  I  (').  Or,  log.^;  n'a   pas  de  partie  principale,  mais  est  d'un  ordre 
infinitésimal    infiniment  petit    {n°  120).   Il    en    est    donc   de   même   de 

log  tang.c. 

i 

Finalement,  si   3  =£  —  i ,  va  même   limite   que  '—7: —  j-^ ,  c'esl- 

à-dire   zéro  (n°9()).  Sip^r— i,  la  limite  est  celle  de     ^  .^ -.  c'est- 

X-  logx 
à-dire  —  a;. 

•i"  Limite  pour  ,r  :=  -•  —  On  a  le  symbole  -  •  Le  facteur  \.  .r  -t-  arc  sin  x 

y  /|  -^  o 

tend  vers  1 /-  +  arc  sin  -^  et  ne  coiilribue  pas  à  rindéterminalion.  Il  en  est 


\/4 


de  même  de  x  +  ,3arclangx,  quand  |3  ^ -•  Reste  à  trouver 

arc  tansf  -J 


4 


(')  r>a  partie  principale  de  tangj:  est,  en  effet,  x. 
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Il  T  cos''a'  - 


la  limite  du  rapporl  ^^^ ^ — •  Le  plus  simple  est  ici  d'appliquer 


,            11     i-ii        -1         •          1    •                           tJ cos'* X  —  3sin2.r  cos^,?- )  ^  I 
la  règle  ciel  llospital,  qui  conduit  au  rapport  ■ — 


lequel  tend  vers  —  '-^—^ 


sin.r  c.o'èx 

2 


^  (-  +  -2)l/ ^-^arcsin-^ 

Donc,  si  [3  =:: —  ■ ,  la  limite  de  y  est — ;;;; — -> 

4  arc  tanç  -"  ■;:-+-  4  S  arc  lang  - 

"4  4 

Si  |3  :zr ^ -_,  elle  est  infinie. 

4  arc  tang-^" 

4 

.,/■••,        7  v/-r+-l-.r'* — I  — av/a^-^-H  .r--t- I  .     ^     . 

.).    Limite   de    y  r= ,    pour   x    in  fini.   — 

X-  -\-  ix  —  I  '  -^ 

Suivant  le  signe  de  a,  on  a  le  symbole  "  ?  qui  comporte  une  ou  deux 

indéterminations. 

Prenons  x  pour  infiniment  grand  principal.  La  partie  principale  du 
dénominateur  est  x'^  (^).  Pour  avoir  celle  du  numérateur,  nous  écrirons 
les  développements  des  radicaux,  en  adoptant  toujours  les  mêmes  signes 
conventionnels  pour  indiquer  les  essais  successifs  : 

1 
y/.r*  -r-x^~\  =  X'{i-\-  —  —...]    —  x-i\-\ 1-, 


%  \/x^ -\-  x--\-i=       'xx^{i-\-.  .  .y*       =  aa72(i -t- .  .  .), 

X 

Numérateur  =  a:'"-(i  —  a)  -I- h .  .  . . 

•i. 

Si  a  ^  1 .  limy  r=:  i  —  a;  si  a  z=  i,  limj^  =z  oo. 

.1' 
i.   Limites  de  y  z=z  (  x  cos  — ^— —  j         pour  x  =  o  et  pour  x  :=  x  .  — 

Nous  avons 

,                   .r                          X                       X 
logy  =  — loga?  H log  cos  --; 


Pour    ,r --=  o,  xlos^x  tend    vers   zéro   (  n°  00):    cos — -^ —    tend    vers 


(')  L:i  pfiilic  jiriiii  i[i,iii-  iliiM  |Milynomr  en  .r,  liirsi|iH'  .r  est  riiifiriiinciil  f;rim(! 
principyj,  est  le  terme  ili'  plus  li;uil  dej^ré,  puisiiue  c'est  le  premier  terme  du  déve- 
loppement limité,  qui  n'est  autre  que  le  polynôme  lui-mûme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x. 
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cosomi,  son  logarillime  tend   veis  zéro;  donc,   aussi   logj.  La  limite 
de  y  est  i. 

.rloff.r     ,       .  .     loi!ir  .  i-     •» 

Pour   ^m  +  oc    ('),    — p-^—    équivaut    a   —^->    qui    a     pour  limite 

zéro   (n°n6):   cos — - — tend   encore   vers    i  ;   log  v  tend  vers   zéro,  y  a 
encore  pour  limite  i . 


EXERCICES  PROPOSÉS. 


1.    En  prenant  .?•  pour  infiniment  petit  principal,  calculer  les  parties 
principales  de 

sin^r,     tanga",     arc  sin.r,     arctanga;,     logfiH- .r),     i  —  cosa?,     x  —  sina-, 
X  —  tangrr,     x  —  arcsina^.     x  —  arc  tanga?,     x  —  log(i -!- a:-),     e^ — i, 

logées  2  J',     log  tang  (  a- -i- -^  1.      ay/i  -r-  x — '^i-^x^ 

-  /  X  6'*-' 

4  /  X  sin.r  arc  tang^ —  [  log(i  -+-  x )]^ , 

■J.X  H-  3a"2_|_  Y  log  ç,o%\fx 


')/  l-^  X- \/ 


I  -r-  x-^  -;-  a 


sin*  —  log(i  -1-  r  j  tang'2a?,       v'sina"  —  >^ x  tangar. 


sina*  y/tangar 


2.  Quel  est  Tordre  infinitésimal  de  x-^ —  i  ? 

(Il  n'existe  pas;  il  devrait  être  <  i ,  mais  supérieur  à  tout  nombre  plus 
petit  que  i .) 

3.  Limites  de 

sinj:  sina-  sin(arc  tanga;)  —  olx — ^a"' 


1  — cosa-        logd  — ar)  /r  —  i  —  \/i-^-(x- 

'j.\/ \^-  X  tang^i'ar-  )  -+-  3  arc  tang2.r(i  —  cos.r)  log((  ^  a:) 
e'-^^  sina;^-[-  -[x  arc  sinia?^; 

g.rsiii^/|ogjar,g.r log  3 


{x  —  i)  cos  3  a-    tan  g- a-  —  3  -t-  tang  (  ar  —  -  | 

—t  pour  X  =  y:. 


|)Our  a-  =  o; 


3' 


(M  a:  ne  peut  tendre  vers  —  x.  rara;cos  —^ deviendrait  négatif,  ce  qui  ne  doit 

■^  a;--(- 1 

pas  être  (n"  80). 
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4.   Limites  de 


pour  3"  =  oc; 


rr'"  -h  I         \/.T-  -T-  3  .r        (  .r  -H  I  l  \/.r*  —  ./^  -i-  -2  /^  .r  — 

j  =113»        .  ^  : 

log(a--l-i) 
,  pour  ,r  =  vc. 

log(langij 

5.  Limites  de 

.       I  /  ~\  ,  I  -ha7 

37  5111  —  5      (  arc  tan  g  37 .r,      x  \os: j 

a:-         \  "  '2  /  "   1  -r-  /?i  :r 

(e^ — cosa7)logsin.r,     pour.r  =  o;         (log  tang.r)  taiigia-,     pour  r  =  y 

6.  Limites  de 

^x  —  I  —  ^'x  -+-  I ,      \/'x'^  —  3  —  \/x  -t-  I ,      a  /ar»  -+-  2  .r  —  i  —  y/  .r'^  -t-  ( , 
a:/' — loga;,     pour. r  =  ce;  tang.r — tang3a-,     pour  .r  =  — • 

7.  Limites  de 

r     -   1" 

x^'"i\      \_(i^-x'f  —  e]   ,     (  colar)*'"-^,  |)Our.r  =  o; 

('tanga.-)""'e2r^     pour  .r  =  -[^i  (i -h  log  cos3?)''"'-' ,     pour  r  ==  o. 


ClJAPiTRE  X. 

FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARL\BLES. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1  .    Calculer  la  dérivée  de  y  =^  ^■^'\ 

On  pourrait  calculer  cette  dérivée  en  passant  par  le  logarithme, 
comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  des  cas  analogues.  On  peut  aussi 
remarquer  que  y  est  une  fonction  composée.  C'est  ce  que  devient  la 
fonction  de  trois  variables  w  =^  «'"^,  quand  on  y  remplace  ii.  ç^  iv  par  a:. 
Appliquons  alors  la  formule  ('4)  du  numéro  130.  On  a 

—  =(;"'?<'•■ -1  —  =  u'"   \ozu  (\'i>^^'~^,  —  =  w    loir?<  p"' loirt' ; 

Ou  ov  ^  Ow  ®  ° 

d'où 

y'  =  x'^x^"'-^  -^x-^'+^logx  -T-  .r-^'+-^(loga;)2  =  x-^""-*-^    -  -f-  logx  -i- (\ogx)-    . 

2.    L'équation  a:(  sin  ' — ;-  e'    )  —  /•>'  =^  o  définit  y  comme   fonction 

dv 
implicite  de  X.  Calculer  -j- •  (  E.  P.,   igog.) 

Appliquons  la  formule  (k^)  du  numéro  13o.  Nous  avons 

.    r        -        I       y         y       i    -  \ 
sin  :^ r-  ey  -\-  x\  —  — -  cos i e^ 


dy 

X 

"•     ■   ■"  \ 

X'-X           K  "     / 

dx 

.( 

-cos—  - 
^  ./•          X 

ex     —  /.- 

On  peut  essaver  de  simplifier    celte    formule    en    tenant    compte    de 

y  y 

l'équation    proposée.   Remplaçons    au    numérateur   sin  —  +  e'  par  A' -  ; 

il  vient 


/  V       y        y       r  -       r        ,  y      .r-   - 

,  —  A- h  —  cos ey        —     —  A-  -T-  cos f  '   , 

dy  X         X         X        y  .r  \  .r        y-       I         y 


ces  ■ —  e>  —  k  cos '■ —  e>  —  k 

X       y-^  X       y-- 


6'2  CIl.\PITRli    X.    —    FONCTIONS    OE    PLlSIEinS    VARIAULES. 

Comme  on  le  voit,  on  arrive  à  une  formule  excessi\  emenl  simple.  On 
en  peut  déduire  d'ailleurs,  par  intégration  (n°  188),  —  =:  const.  Ce 
résultat  pouvait  être  prévu.  En  efi'el,  Téqualion  proposée  est  homogène. 

Si  l'on  pose  -  ^  z,  elle  peut  s'écrire 

1 
sins  -+-  e' —  A  -  =  o, 

d'où  l'on  tire  nécessairement  z  =  const. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1  .    Calculer  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  des 
fonctions 

z  =  e^  cosj»',  Il  =  <?'  sinj)':  z  =  e-^°-y°  cosiry,  u  =  e^'-y^  sinsay  ; 

ce                  V                                          ce 
z  =  sin  — ch  —H r?  «  =  —  ces sh 


V- 


x^-hy-       .v^-i-y-  x--\-y-      x^H-y^ 

Vérifier  les  identités 

âz         du  ôz  du  ()-  z        r)'^  z  ô-  u         à-  u 

i)x        ây  ôy  êx  ôx-    '    Oy'^  '  âx-  ~^  dy^ 

2.  Calculer  les  dérivées  partielles  d'ordre  n  de  la  fonction 

sin  X  sin  y  sin  z. 

3.  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  .r'^s^j  (sin  .z' )"'"•' ,  (.a;  log  .x")-^'. 

I 
'4.   Calculer  la  valeur  de  la  fonction  .r-^  sin  c,  pour  a:^e,  yzzm^  z=.  ~7=, 

I 

en  prenant  les  valeurs  approchées  e  =:  2  ,7,  —■=3,1.  ~:==zo,'j. 

/-i  ....  .     '  ■^ 

Calculer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise. 

I  Pour   l'erreur,    appliquer   la   formule    des    accroissements    finis,    en 

prenant  A  =  2  ,7  —  e,  A  ==  3,  i  —  tt,  6  =  0,7  —  ~r'  ^^-  f^^çons^  n"  218.  ) 

o.    Vérifier  l'identité  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes  suivantes  : 


00                             ,                         Kl       V -y'"  -^  V'^          ■              !^VZ 
x^-^ix^V — xyz-\-y^.     arclan":— ,      loir-^^ — >      sin • 

•^  -^  -^  ^  X  ^     x—  y  ./•»  H-  )-'  -H  :;■•' 

G.    Dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction  r  délinie  par 

/  o       «  „        .        „  «       -,      f  y  \'  »       „       'I'"'-" '""S 

( x^ -^ y^ }- -\- x''  —  j'2— Q_        .r^ -H j/i  =  I  arc  tang— 1  ,        .T^-\-y^-  =  e 


CHAPITRE  XI. 

D I  F  F  K  R  E  N  T I E  [-  L  E  S 


EXERCICES  RÉSOLUS. 
1.   Etant  données  les  formules 

(i)  sinjj  =sinôcos£  —  cosS  sin(a -}- À  )  sine, 

(2)  cosp  sin(^  4-  '|ij  =  sinô  sins  +  coso  siii(a  +  X)  coss, 

(3)  cosp  cos(/-f-  '^  )  =  cos8  cos(3(  -t-  X), 

qui  servent  à  calculer  les  coordonnées  écjualoriales  a  et  0  d'un  astre 
à  V époque  t  en  fonction  de  ses  coordonnées  éclipfiques  l  et  ^  à 
l'époque  o,  calculer  les  accroissements  da  et  do  subis  par  les  pre- 
mières pendant  un  petit  intervalle  de  temps  dt^  sachant  que  l'on  a 

(4)  (1;  =  5o",369  23^,         À  =  14", 673/,         £  =  23"27' 3i",  83. 

(  Corrections  de  précession .  ) 

Nous  observons  d'abord  qi'ie  ces  trois  équations  sont  compatible?, 
comme  on  le  voit  en  élevant  au  carré  et  ajoutant. 

Pour  un  accroissement  dt  de  /,  '\i  et  A  subissent  les  accroissements 
d]^z:^adt  et  d'k^b  dt,  en  appelant  a  el  b  les  coefficients  de  t  dans  t|i 
et  À.  Les  angles  s,  [3,  /  restent  fixes.  Pour  calculer  da.  et  do,  nous  allons 
différentier  totalement  (i),  (2),  (3),  en  tenant  compte  des  hypothèses 
précédentes.  Nous  aurons  trois  é(|uations  linéaires  à  deux  inconnues, 
qui  devront  être  compatibles  : 

(5  j     o  ==  cose  coso  do  -+-  sin  £  [sin  (a  4-  À)  sin  ô  rfo  —  coso  cos(  a-i-  X)(f/a  -t-  f/À)J, 

(G)     cos|3  C05(/ -f- '!/)  c/'l 

=  siii  £  cos  0  do  —  cosî  [  sin  (a  -f-  À)  siii  0  do  —  ces  0  cos(  a  4-  X)(^a  -1-  dA}\, 

(7)     —  cosp  siu  (  l  -h  <l  )  d'if!  =  —  cos(x-hl')  sin 0  do  —  coso  sin(x-f-A)  (c/a  +  dl). 
Les  combinaisons  linéaires  (5  )  cos  s  4- (6)  sin  £  et  ( .")  )  sin  £ — ^(6)cos£ 
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nous  donnent  innnédialenient 

(8)  coso  do  =  cos^  cos(J -h  i>)  s'int  d'I^ 

(9)  fin(  X  -^  À)  sino  c?o  —  coso  cos(  a  -^  X)  (c/x  -t-  c/l  ) 

=  —  cos  ^  cos(  /  -}-  J/)  cos£  d<i>  ; 

ou.  en  tenant  compte  de  (3), 

(10)  f/o  =  sin  £  cos(a -r- X)  (/•!/, 

(11)  rfa  =  —  d).  -i-  [cosE  -f-  tango  siii  £  sinfa  -1-  À  ij  ^A!/. 

En  portant  dans  (7),  on  doit  obtenir  une  identité.  EU'ectix  ement,  en 
faisant  le  calcul,  on  retombe  sur  (2). 

Les  formules  (10)  et  (11)  résoUent  le  problème.  Si  a  n'est  pas  très 
petit  et  si  t  n'est  pas  très  grand,  on  peut  les  simplilier  un  peu,  en 
négligeant  À  vis-à-vis  de  y.;  ce  (|ui  donne 

(i-}.)  ^/o  =: /i  cosa  <"//.  r/a  =  T/?/ -i- /i  tango  sin  a)  (//, 

en  posant 

(    Il  =^  a  sin  £  =  20",  o5  i  5o, 

(   7»  =  acos£  —  o  =  46  lO'jy  bi . 

2.   Etant  don  ni' es  les  équations 


(  \)  o'  sin  0  cos  Ci  -H  j-'  sin  6  sin  'j  -H  G  cos  6  =  oj, 

{■}.)  T  cosb  coscp  -r-  y  cosO  ïijn  o  —  ;;  sin 

(3  )  —  ./-in  0  sin  '^  -\-  y  sinO  cosçp 


OÙ    w    désigne    une  fonction    donnée   de   0,  o,    on  imagine  que  Von 
élimine  5,  o  entre  elles.  L'écjuation  obtenue  définit  z  comme  fonction 

de  X  et  de  y.  Calculer  les  dérivées  partielles  —  et  —  ' 

•^  '  ôx         (Jy 

Nous  allons  différentier  nos  trois  équations.  Nous  éliminerons  dO 
el  do.,  nous  obtiendrons  de  la  sorte  nne  relation  linéaire  el^  homogène 
en  clx.  dy.  dz,  (|ui  nous  donnera  les  dérivées  demandées. 

Diflerentions  (  i)  : 

dx  sinO  cos'J-HrfjK  sinO  sin  œ>-i-c?^  cosO 
-H  (37  cosO  cos(i-i-^  cosO  sin  '>p  —  ;:  sin  Oj^/O 

—  ( —  X  sin  0  sin  ç  -+-  y  sin  0  cos  cp  )  r/'j,  =  dm  ; 

on,  en  tenant  compte  de  ('2)  et  (3  ), 

...                   /      •    ,     •             ,          ,        ''"-'    j,        '''•'    ,  7 

c/r  SI  11  IJ  cosœ  -+-  (ly  mii  ')  mm  -.i  -f-  r/.;  cos') r  «''  -•    —  (>'^  =  «('>• 
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Mais   arj)  T=z  —p- c/tl -{ c/co.    rsotre   équation  se   reduil  donc  a 

(4)  dx  sinO  cos'i  -f-  dy  j^inO  sino  -f-  f/^  ces  0  =  o. 

Les  difiérenlielles  <:/Ô,  do  se  sont  éliminées  d'elles-mêmes  et  nous  avons 

/  -  s  t)2  ,  àz  ^    . 

(d)  — -  = — tanii'J  cosc;.  —  = — tane  tj  sin '-o. 

^    ^  dx  5  ,  .  ^^j,  b 

3.  Etant  donnée  l'expression  {y- — œ'^-{-'2œy)dx +  {y- — x- — '2.xy)dy^ 
par  quelle  fonction  de  {x--\- y-)  faut-il  la  multiplier  pour  qu''eUe 
devienne  une  différentielle  totale  exacte! 

Soit  À  le  facteur  cherché.  Ou  doit  avoir  (  n°  IVl  ) 

OU,  en  appelant  À'  la  dérivée  de  /.  par  rapport  à  {x--{-  y^), 

~k' y{  y-  —  X-  -!-  2 ry )  -T-  )•( y  -r  X )  =  Vx(y-  —  x"^  —  2 xy  )  —  a(x  -h y), 
\'{x^-^  x'^y  -1-  xy^--^y^)  -\-  "iki^x  -^ y)  =  o, 
a'  _  X  -+-  y 


A  x^  ^  x-y -^  xy- -r  y'^ 


Si  A  est  une  fonction  de  x--\-y-,  le  second  membre  ne  doit  plus 
dépendre  que  de  cette  même  quantité.  Effectivement,  le  dénominateur 
peut  s'écrire  [x  -\-  y)  {x-  -\- y'^  ),  et  il  reste  l'équation 


d'où 

logA  =  —  2  iog(;r2-i- jï^  _l_  loge         (c  =  const.); 


{x-'-^y-'f 
Vérifions  a  posteriori  (jiie  ^e\J)l'es^ion 

(  y2  _  j-2  _i_  .^xv  )  dx  +  {y- —  X-—  ■i.xv  )  dy 

(  ^'  -H  y  y- 

est   bien   la   différentielle  totale   (rmie    fonction  z  de  x  et  y,  que  nous 
allons  calculer.  On  doit  avoir 

Oz        y'-  —  X-  -\-  2  xy  ^ 

OX   ~  (37- H- J^)'^        ' 
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d'où 


(y-  —  .r-  -+-  i  xy  )  dx 


\  désignant  une  certaine  fonction  de  \. 

Calculant  Tintégrale  du  second  membre  par  les  méthodes  habituelles 
(Chap.  XllI),  on  trouve 

^  ^    x—y    _^Y 

.r^  — j2 
Portons  dans 

dz  y-  —  a:--  —  1  xy 

Oy  ~~       ^x-'^y^fi     ' 

,,,        — (x^-^y-) — ïy(x — y)         y"- — x"- —  >.xy 

Y'=o. 
Donc  Y  =:  const.  et 

X  — y 


x-'-^y- 


consl. 


EXERCICES  PROPOSÉS 
1  .   Calculer  les  diflerentielles  totales  des  fonctions 

y  arctan^-  —  T  -r-  Y  -^  ^-  —  Xyz 

x--\-y--hz-,     arclanc— ,      (x--i-y-)e  •' ,     arc  lan<r ■ ■ 

•^  "  X  -^    '  \  —  xy  —  yz  —  zx 

'1.    <)ue  devient  l'expression  (') 

ds-  =  dx-  -t-  dy-  —  dz- 

aprés  le  changement  de  variables 

ir  =  p  siiiO  coso,         j/  r=  p  siiiO  sino,  -  =  ,'  cosO? 

3.    Que  deviennent  les  expressions 

(/s-  =1  dx'--^  dj-         et         d\  =  X  dy  — y  dx, 

après  le  changement  de  variables 

X  =  pcusu),         y  —  p  sinw? 


(')  iJans    celle    expression,    ds'',  dx-,  dy-,  dz''-  sonl   les  carrés  des  dillcrcrilielles 
ds,  dx,  dy,dz,  c'csl-à-dirc  (ds)-,  (dxy,  (dy)"-,  (dzy. 


DIFFERENTIELLES. 

i.   <^)ue  devient  l'expression 

ds-  =  dx-  ^  dy-  -^  dz"- 
quand  on  pose 

i-a3  .i^aS 

^  =  - — â'        y  =  *  - — rr^ 


o.  L'équation  .r'y^5*+.r-r3^  —  xV'^-^=r  est  vérifiée  pour  x=^y^=^z^\ . 
Calculer  approximativennent  la  valeur  de  z^  voisine  de  l'unité,  qui  y 
satisfait  pour  .r  :=:  0,000 1 ,  r  nz  1 ,0002  . 

6.  Même  question  pour  léquation 

sin  -^  )     -f-  cos  -^  =  'i''. 
•i.x  I  1 

7.  On  reprend  les  formules  de  lexercice  résolu  n°  1,  en  y  faisant 
}.  ^ 'i>  =r  o.  On  donne  à  /  et  £  les  accroissements  dl^=^ — i7",27sin£2, 
r/c  =  9,  24  cos  £2,  sans  changer  ,3.  Calculer  les  accroissements  dy.  et  dn 
qui  en  résultent.  (^Corrections  de  natation.) 

8.  Etant  donné  une  fonction  o)  de  .r,  y.  z,  on  fait  le  changement  de 
variables 

x'==x^y-^z,         y  =^  X- -+-  y- -~  z- ,         z' ^  x^ -^  y^ -\- z^ . 

^    ,      ,        d(a       diû      d(ji>             „          .          .      Om     d'o     ôlù 
Calculer — t>  -— r?  -t—tj  en   lonction   de  — >  — » 

ax      oy      oz  iix     0}-     Oz 

9.  Que  devient  V équation  aux  dérivées  partielles 

,  àz         ,  dz 

(x  -~  y) \-  {X  —  y)  —  =  0 

par  le  changement  de  variables   r- — j  - — 2^?/=  «,  j  :=  r  ?  I^n  déduire 
toutes  les  fonctions  qui  vérifient  cette  équation. 

10.  Même  question  pour  léqualion  — ^  —  — ^  =  0  et  le  changement 
de  variables  .r  +  y  ^  «,  x  — y  =  r. 

11.  <^)ue  deviennent  les  expressions 


AU)      =   (   —   )     -r-  (  -         ^       •      /  ^ 

dx 


d'-ti)  à-i<}  d-u) 

Ajw  = -f-     -— -     -\ -, 

dx-  dy-  dz- 

à  la  suite  du  changement  de  variables  de  l'exercice  n°  2  ? 
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12.  UeprenanL  les  équations  (i),  (2),  (3)  de  l'exercice  résoki  n°  2, 
calculer  les  dérivées  partielles  premières  et  secondes  de  ;,  {/.  o  par 
rapport  à  .r  et  >'. 

13.  Par  quelle  fonclioii  faut-il  multiplier  (lang  j:-1- tangy  )  {d.t-\-c/y) 
pour  obtenir  une  difTérenlielle  exacte?  (Poser  .r  -i-  j=z  u ,) 

IV.    Par  quelle  fonction  de  .r -h y -h  ^  faut-il   multiplier  l'expression 

(y  -+-  ^)yz  dx  -^-  ( z  ^  x)zx  dy  -+-  (x  -h y)Ty  dz, 

pour  obtenir  une  diflérentielle  exacte? 

lo.    Par  quelle  fonction  faut-il  multiplier  l'expression 

pour  obtenir  une  difTérentielle  exacte  ?  (  Poser  y  -h  z  ^rz  u,  xy  =-.  c.) 


CHAPITRE  XII. 

INTÉGRALES  DÉFINIE  ET  INDÉFINIE. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.   Etant  donnée  l'intégrale  1=  /    /{■^)'^'^t  où    ii   et   v  désignent 

deux  fonctions  données  d'un  paramètre  t,  calculer  la  dérivée  -7- • 

Cette  question  est  une  généralisation  de  celle  qui  a  été  traitée  au 
n°  14-8.  Nous  allons,  pour  la  résoudre,  procéder  d'une  manière  analogue. 
Donnons  à  t  un  accroissement  A^  et  soient  A«.  Ar,  AI  les  accroissements 
correspondants  de  m,  r,  I.  On  a 

Ih-AI=  f  f{x)dx^   f        -r-  f   -^  f  ; 

d'où 

AI 


Appliquons  la  formule  de  la  moyenne  (n°  lio)  : 

AI  =  Ap/(P-f-  0  Aci  —  A;</(  « -h  0' A»  )  (o  <  0,  0'<i); 

d'où 

^'  ■^''       ^  f,      .  A«        „,  A-     .  X 

A/         A^  -^  ^         A/  •'  ^  ^ 

Supposons   maintenant   que   A^   tende   vers   zéro;    nous  aurons,   à    la 
limite,  en  admettant  l'existence  des  dérivées  de  a  et  c, 

d\  dv  du 

7ft=-^''^d-t-'^^''^lïï- 

liemarque.  —  Si   l'on  suppose  «  =  const.  .=  a,  c  = /,   on  retrouve  la 
formule  du  n"  li8. 

2.    Différentiation  sous   le  signe    j  .   —    Calculer   la    dérivée   par 
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rapport  à  t  de  l'intégrale 

a  et  b  désignant  deux  constantes  et  f{x,  t)  une  fonction  donnée  des 
deux  variables  x  et  t. 

Donnons  à  t  l'accroissement  It.  Nous  avons 

(i)  ■^' =  /     /(-fri-^^f^^^-^—f    f{3c,l)dx. 

'-  il  '  Il 

d'où  (n°  lio,  3°) 

'T  f(x,t^\f)~f(x,ty 


(^) 


AI  ^  r"vf(.T,t^it)~f(x,t)i 


dx. 


Faisons  tendre  A^  vers  zéro,  nous  avons  à  la  limite  (*) 


(3) 


dt       . I        Ot 


3.    Limite,  pour  n  infini,  de  -  ^  («  -h  i  )  («  +  2)  ...  in. 
Cette  expression  peut  s'écrire 

Prenons  son  logarithme 


l.^tr    . 


logP„: 


Iog(  I  H I  -h.  .  .-i-  loKl   1  H 


(')    Ceci    suppose    toutefois    la    propriété   suivaiilc  :    si    la  fonction  g{i>\  t)   lonii 

r''  r" 

vers  g{x)  pour  <  =  o,  Tinlé^rale  I,=   /     g{x.  t)  dx    tend  vers  I„—    /     g{x)clx. 

•il  '-  n 

Eiïectivemcnl,  supposons  que  \t\-V<,  ciiliiiine.  quel  que  soila;  entre  a  cl //. 

\g{x,()  ■     g{x)\<^. 


On  aura 


\h-K\ 


n 


g(x,  t)  —  g{x)\dx 


E(ù  —  a), 


rJapri's  la  définiiion  même  de  l'intégrale  définie;  d'où,  etc. 
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dont  la  limite  n'est  autre  que  la  valeur  moyenne  de  la  fonction    log.r 
dans  l'intervalle  (r,  2),  (n°  Vt-6).  On  a  donc 

lim(logP,;)=    /     log.r  rf.r  =  [:p(  logx  —  i)J[  =  •).  log2  —  i  =  log-; 

par  suite,  la  limite  de  V,,  est  -• 

e 

ï.    Calculer  à  y^^  près  l'intégrale  définie 

1  =   /     ■i\\^{x-)dx. 

•  0 

Cette  intégrale  ne  peut  être  calculée  par  la  méthode  des  primitives. 
Appliquons-lui  la  méthode  des  trapèzes. 

Cherchons  d'abord  quelle  valeur  il  faut  prendre  pour  n  pour  que 
l'erreur  soit  inférieure  à  toô-  Puis  nous  ferons  nos  calculs  auxiliaires  de 
façon  qu'ils  n'entraînent  pas  une  erreur  supérieure  à  tt^^.  Nous  serons 
alors  assurés  dune  erreur  totale  plus  petite  que  ^q- 

La   dérivée  seconde  de  sin(j;-)   est   2Cos(.r-)  —  4'^'sin  (.r-).    Si    Ion 

remarque  que   sa   dérivée   est   négative  dans  l'intervalle  (  o,  i/-  jj  son 
maximum  est  2  et  son  minimum  est 

2  ces  I  —  4  sin  I  >  2  cos-l;  —  4  *iii  "T  =  '  —  2  \/3  > 

Une  limite  supérieure  de  sa  valeur  absolue  est  donc 

Dés  lors,  déterminons  h  par  linégalilé  (n°  150) 

< , 

2    1 2        uoo 

ou 

1 000 

«'->-^  =  4',  •••• 

24 

Le  plus  petit  nombre  entier  vérifiant  cette  inégalité  est  n  =  7.  Nous 
prendrons  donc  (n°  150) 

,        1  /sin  i  .1  .4  M  .     iT)         .     -i'j  .    3G\ 

I  = sin  , — r-  sin H  sin  ;     -\-  sin h  sin 1-  siii  —    • 

7  \    2  ,9  4y  ^9  i!)  19  i9/ 

Calculons  avec  2  décimales  chaque   terme  de  la  parenthèse,  mais  en 


-2  ClIAl'ITUl':    MI. 

la  dernière  s'il  v  a  lieu,  de  façon  à  avoir  une  erreur  moindre  que  t;',„. 

ce  qui  nous  donne  pour  la  parenthèse  une  erreur  plus  petite  que  y^^  et 

une  erreur  plus  petite  que  .^',„  pour  1. 

Si  nous  consultons  une  Table  de  sinus  naturels,  nous  constatons  que, 

pour   avoir   deux    décimales   il    suflil   de   calculer   les   arcs    en    grades   à 

lo'  près.  Or,  on  a 

c 
1 G3 ,667.0  =  6J,7  sin  I     =0,84 

d'où 

1 

-  sm  I     =  Oj4?. 

I  i  •      ' 

— I  ,•>.<)(»>-  =1,1  sin  -—  =  0,02 

— 5,1060=    5,/  sin —  =  0,08 

49  ■  49 

9  •     9  ., 

-^ I  1  .()<)  H)  =  I  I  .7  sin —  =0,18 

49  ,    .  .  ^^ 

16  „    .  ^,  .16 

49  w    .  ,  49  ' 

■25  3'2,48o5  =  3i,5  .    23 

— sin—  =0,49 

49  49 

— 4 (')--!()=  4(1,  8  sin  —  =0,67 

19  ■  49 

2,18 
Finalement 

I  =o,3i. 

Pour   nous  rendre  compte  de  la  valeur   de   la    méthode   de   Simpson, 
appliquons-la  en  prenant  seulement  n  =;  2.  Nous  avons 

l  =  -_isin--4-Mni=  =  o,3i. 

(.  V     4        y      6       ' 

On  retrouve  le  même  résultat. 

Autre  nu'lhode  (n"    V.'rl).  —   Déveloj)j)ùns  sin  (a;-)  en  série   entière; 
nous  avons.  (|uel  (|ue  soit  a-  (n"  107), 

Intégrons  terme  à  leime  (n"  102)  : 

ri 
sin(x2)c/jr  =  -  —  -  ■  ^ .  ..-!-(-  I)"   . -r— —  -)-.... 
..  „                               '>        4'^-        '>!ii                               (•>.« -f- I)!  (4n -t- 3) 

l'renons,  par  exemple,  les  IroiN  premiers  termes.  L'erreur  commise  sera 
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négative  el  inféiieure  à 

I  I  1  4         I 

< 


7'ij        7)boo        73000        à    looooo 

Prenons  ensuite 

—  =  o,33'33'i3, 


-—  =  o,oi3  8oq, 
42 


Nous  avons  trois  erreurs  <r  - —  L'erreur  totale  est  donc  certainement 

io« 

inférieure  à 

4     t  3      ^  ï     I  2 

3   11)-'        10''        3   10-^        lo-' 

On  obtient  de  la  sorte 

I  =  0,3 10281, 
et  Ion  peut  écrire 

I  =  o,3io?.  par  défaut,  I  =  o,3io3  par  excès. 

Comme  on  le  voit,  cette  seconde  méthode  est  plus  avantageuse  que  la 
première. 


1.    Natu/e  de   l'intégrale   j        e    ''dx. 


Le  produit  x"^e'-^"  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  m.  Donc,  lintégrale 

proposée    est    convergente    (n"    153).     Elle    converge    })lus    rapidement 

/""  dx 
que     /     — >  si  grand  que  soit  m.  On  démontre  que  sa  valeur  est  égale 


à  - —  ((]f.  Leçons,  t.  IL  p.  562-563.) 


/   v  I  —  OC  cl  or 
— —j (a>o). 
x^  loga- 

La  fonction  sous  le  signe     /     de\ient  infinie  au\  deu\  bornes  de  Finté- 

erale.  Considérons  d'abord  l'intégrale    /      '^  ^  '      •'      ir|ie  est  d 

J,       .rMog.r 


e  même 
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— j — ^ — ^  •   Or,  si  nous  posons  i  —  v  ^  li .  nous  avons 


/. 


v//T 


v/Â 


log^        logd  — A) 


,               ,     .     i/  Il  \  h  1  •      •  1    /  I  .IV 

Le  produil  -; a  pour  linule  — i.  quand   h  tend  vers  zéro.    Don( 


les;  X 


dx 


C       dr 
(n»  loi)  Tinlégrale  a  même  nature  que    /    -=•  c'est-à-dire  nu'ell 


est  convergente. 


Considérons    maintenant    l'intégrale     /     V  ^  —  ^  dx    j^^^  ^^^  ^j^  même 

Jn        •'■*  log  J" 
I 

'    i Le    produit    x^f(x)    tend    vers    zéro:    donc 

si     a  <;  I .     l'intégrale    a    wn    sens.     Si     a  zir  i  +  £  (c  >  o  ),     le     produit 

jc fiœ)  ^z  ^^, augmente  indéfiniment  (n"   06).    Donc  l'intégrale    n'a 

pas  de  sens.  Enfin,  si  a  n=  i ,  on  a 


\o''  I  loeo  I  =  —  -jz. 


f-     dx             r-  d{\o<xx)       ,,       ,,  i      ,       I  , 

/      — i =  /     — i =  ('os    ^o%x  ),7  =  log    log 

En  résumé,  l'intégrale  n'a  de  sens  (jue  si  a  <  i . 

7.    Nature  de  l'intégrale   j     sin  (.r-)r/,r. 

•  Il 

La  fonction  sous  le  signe     /     clinnge  in(lé(iniment  de  signe;    nous    ne 

pouvons  donc  pas  utiliser  les  critères  du  n"  \'.')'^.  Nous  .liions  nous  li\rer 
à  une  étude  directe  de  l'intégrale.  A  cet  eflet,  nous  allons  la  comparer  à 
la  série  alternée  dont  les  termes  successifs  sont  obtenus  en  décomposant 
l'intégrale  au  moyen  des  valeurs  de  j:'  (|ui  foiil  changer  le  signe 
de  sin(x^).  Ces  valeurs  sont  \//»  tt,  k  prenant  toutes  les  valeurs  entières 
positives.  Nous  aurons  donc  la  série  alternée 


Uq «1  -+■    II-, 


lt-2iL —  W2n+1 


en  posant 


(0 
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]  ?<i  =  —   /  sin(x- )  dx. 


ii,,=( — 1)1'  I  s'in(x-)  dx, 


Je  dis  que  la  suite  («,, )  est  décroissante. 

Pour   le    prouver    commodément,    nous    allons    ramener   toutes   nos 
intégrales  à  avoir  les  mêmes  bornes.  Il  suffit  pour  cela,  de  poser 

(■i)  x=  \/p-^y. 

Nous  avons  alors  (n°  158) 

r^'   .    ,  dy  r~     ^\nv  dv 

(3)  u„  =  {—\)P  \      -m(p--i-y)  -  =    /      •      •       • 

•  0  2  vp~  —j'     •-  0     i\  p~—y 

Lorsque/?  augmente,  la  quantité  sous  le  signe     /     diminue:  donc  l'inté- 
grale diminue  (  '  ). 

Je  dis  maintenant  que  Up  tend  vers  zéro,  pour  p  infini.   En   elTet, 
d'après  la  formule  de  la  moyenne  (n*^  lio).  on  peut  écrire 

sinr,  - 

(4)  ?'/.=  - <  T=  (0<r,  <-). 

iS'p-^r,         'i.\p- 

()uand  n  augmente  indéfiniment,  '     '==■  tend   vers   zéro;    donc,    a  Jor- 
^  i         ^  ■x\i  p- 

tiori.  Up. 

Finalement,  notre  série  alternée  est  convergente  (n"  48).  Soit  S  sa 


omme.  Je   dis   que    /    ûn{jc-)dx    a   pour    limite    S.     quand     c     len 


s 

vers  H-  ce 


d 


('  )  Nous  admettons  ici  la  propriété  éviilente  qui  suit  :  Si  dans  l'iiitervaUe  {a,  b), 
on  a  constamment  f{x)>  g{x),  on  a   aussi  j    f[x)dx>   j     g(x)dx.     Cela 

•-a  "-    'i 

r'' 

revient,  en  ellct.  à    /     [f[x) — g{x)]  dx'>  o;  ce  qui    est  évident,    puisque,   pour 

cette  intégrale,  tous  les  éléments  de   la  somme  -  sont  positif*.  Ajoutons  que  nous 
avons  supposé  implicitenienl  a  <  b. 
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En    en'et.  soit  p  le  quotient  à   une  unité  près  par  défaut  de  3^  par  r. 
Si  Sy,  désigne  la  somme  des/>  premiers  termes  de  la  série,  on  a  (n°  lio) 


Mais 


,s    l'+\,r. 


qui  tend  vers  zéro.  Donc    /     —  S^,  tend  vers  zéro  et,  par  suite,     /     tend 

vers  S,  limite  de  S^,. 

/{emarr/ues.  —  I.    On   a 


/         f'\\\i  T-  )  dx  =  I         sin{x'^)d( — x)  =  —   1         sin(2:2) 


dxz=—  S. 


Donc 

/       =/     -/        =^S. 

'■^—X  «-—00  «-     0 

II.   Les  intégrales 

/         ^\n(T-)dx      et        /         cos(x^)  dx 

jouent    un    rôle    important    dans    certaines    questions    de    IMiysique    et 
portent  le  nom  d'intégrales  de  Fresnel.  On  démontre  qu'elles  ont  toutes 

deux  pour  valeur  -i/  — • 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1  .    Généralisation  de  la  formule  de  la  moyenne.    -  Si,  dans  Tinter 
valle  {a.  h),  la  fonction  ff{-r)  garde  un  signe  constant,  on  a 

Jf(x)^'(x)dx=f{c)l      fr{^)  dx  (c  compris  entre  a  et  />;. 

'1.    Ajiplif[uer  la  formule  précédente  a  Finlcgrale   / 


dx 


I  —  x^){  I  —  k'^x'-) 


en  prenant 


/(^) 


v/i  — /-^^^ 


'{x)  = 


y/l  —  a-2 


et  supfiosant  /  <<  i 
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3.    Kliidiei"  les  iiiLégrales 

f    f{t)clt,       f    f(t)dl, 

«^0  'J  —  X 

quand  la  foncliony*(/)  est  paire  ou  impaire. 

\.    Siy(j:)  est  périodique  et  de  période  />.  on  a,  quel  que  soit  >r, 

/  f{t)dt=         /{  t)dt  =  P,  /  =  /.  P  (X  entier  ). 

'-  .V  ^  0  ^  .1- 

L'intégrale    /      peut  toujours  être  ramenée,    à    un    multiple  de   I*  près, 

.  .       .        .    r^  .  n 

à  être  égale  a    /     ,  où  y.  et  j3   sont  compris  entre  o  et  p  ou  entre  —  — 
•  a  '  '^ 

et-.^. 

•2 

5.    Calculer  la  dérivée  par  rapport  à  t  de  l'intégrale 

,t  -t-TZ 


f 


sin'*:r  dx. 


G.    Calculer  les  intégrales  de  la  forme 

/     cosa^.^f'"  dx,        I     sinar.a:'"  dx, 

en  prenant  les  dérivées  successives  de 

/     costx  dx     et        /     f'in /rdx 

«'  0  •    0 

par  lapport  à  t. 

7.    Calculer  la  limite  de 


/i  -+-  I         n  ^  -1  in 


pour  /«  =  ce  ,  au  moyen  de  la  valeur  moyenne  d'une  certaine  fonction. 

8.  Calculer  la  limite  vers  laquelle  tend  la  moyenne  arithmétique  des 
diagonales  d'un  polygone  régulier  de  rayon  i,  lorsfjue  le  nombre  de  ses 
côtés  aujrmenle  indéfiniment. 


-:8  ruAi'iTiu;  \ni.  —  intkgkalks  définie  et  indéfinie. 

9.    Calculer  à  y^  près  les  intégrales 


/      ^ — —dx.        I     J  i  —  .r*  dx. 


10.    Reconnailre  la  iialure  des  intégrales  suivantes  : 

/  CCI'  J^  iogj;        .,/,,     aiclan 


/•'  dx  r'  dx 

Jo     \/x{x--—i)        .'„     \/'x{x  —  ijloga: 


11.  Si  /(.r)  est  une  fonction  conslainnient  positive,  décroissante  et 
tendant  vers  zéro  pour  .37  = -4- ^  ,  l'intégrale    /       /(.r)  sin  ^c^o- est  con- 

•-0 

verge nie. 

(Raisonner  comme  à  Texercice  résolu  n°  7.) 

12.  IN'ature  des  intégrales 


e- ^'  SI n  X  dr^        I  a.7 
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EXERCICES  RÉSOLUS. 

1 .    Calculer 

1 

I  =    ;      — dj\ 

J^^     [  j-  —  \  )-i(.r- —  x  —  I  )■- 

Nous  avons  (  iT^  163)  (') 

J,      l.r  — 11'  .7,,      (x-\}-- 

1  •  i  ' 

,  r''   dx       ^  r'        dx  ,  r'' (ix  —  i) dx 

\  1 

=  --[ — ^T-lf— h-)'-8(log;x-i!)^ 

•2    ['■'■  —  "-J  H  \-'    —   '/o 

1 

r'-  dr  ' 

—  3/      7~; _..^  -H  4[iog(.r-— a- +  i)]5. 


(  .r- X  ^r  \ 

Reste  à  calculer 


J 


r  -  dx 


Le  Irinome  .r^ —  j  -4-  i  s'écril 

u/        4 
Posons  donc  (n°  tCi-) 


(')   .Nous  désignons  par  la  notation  [/{x)Yj^Mei  quantité /(  a;,  ) —/(J7„  ). 


8o 

Nous  avons 
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,  0  IT-, 


J=     1      T, =  -7=    /       r  =  -; ^    arclan-/-^ (n" 


64). 


«./     1  4 


v'-^ 


l-"inalemeiit 

I  = H  .i-v-8log2  —  v/3    -T  -H  -y-     -f-4loj;7  =— 4--^'  — -I  'fii  3 

2  \o  4    /  4 


b 


I  =  —  4  ,  3o8o6. 


2.    Calculer 


'        l/.î?  -^    f  »/.7'  —   I 

Posons  (n"  16o) 
On  a 


J       \J  X  -^  i  \  X 

dx  =  6t'  dt. 


,x  -^  i  =  t 


dt 


=  t<-'^ 


fit'' 


4-  3  <*  H-  4 /3  4-  (3  <i  +  I  i  ^  -H  1  i  log  (  /  —  I  j, 


l  =  x-^i-h— (x^i)^-+-  3Cjr-+-  ij-5-i-  \(x  -h  i)-  +  (Ua-  +  !)•♦ 
5 

-1-  I2(a:  +  l)*  4-  12  log(v/^  -r-  I  —  l). 

3 .  L'équation  .v'^-{-  y^ —  .xy  =  o  définit  y  comme  fonction  implicite 
de  X.  On  considère,  dans  VinterK'alle  (  o,  -  )  pour  .r,  la  branche  y 
définie  par  la  plus  grande  racine.  Calculer  l'intégrale 


/'^  X  -f-y 


dx. 


L'équalion    proposée   représente,    en    coordonnées    cartésiennes,    une 
courbe  unicursale  (t.  II).  Si  l'on  pose,  en  ellet,  y  ^ /.r,  on  en  déduit 


I  -h  /•* 


y  = 


I  ~  t-' 


dx  ■= 


(  I  —  2  /•''  )  dt 


Moyennant  quoi,  notre  élément  dillérenliel  devient 

(i  —  ■}.t^)dt 
t<i  -t-  f^  )(i—  (  -h  l-)' 
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Il  nous  faut  clierclier  maintenant  dans  quel  intervalle  il  faut  varier  t 

pour  que  x  croisse  de  o  à  -■,  y  prenant  en  outre  pour  valeurs  successives 

les  racines  supérieures  de  l'équation  proposée.  Si  l'on  remarque  que, 
pour  une  valeur  donnée  positive  de  x,  y  ^=  tx  est  d'autant  plus  grand 
que  t  est  plus  grand,  on  voit  qu'il  faut  prendre  pour  intervalle  de 
variation  de  t  celui  f[ui  comprend  les  racines  supérieures  de  l'équation 

X  t^  —  f  -t-  a:  =  o, 
quand  x  croît  de  o  à  -•  Or,  pour  x=zo.  on  a  les  racines  ^  :=  o,  f  =  ±00  . 

Pour  x^^  -;   on  a  les  racines 
2 

-v/5 


<  =  I 


t  = 


t  = 


dont  la  plus  grande  est  i.  Nous  devons   donc  prendre  pour  intervalle 
d'intégration  l'intervalle  (  +  co  ,  i)  (*)  ;  et  notre  intégrale  s'écrit 


_    r'  Ci  —  ■it^)dt 


Suivant  la  méthode  générale  des  n°^  163  et  16i,,  nous  avons  (-) 

I  =  )lo°r^  +  lo£ï(n-<2)-r-arclang/  — v/3arclang^-- -log    (t^—t-i-j)  \i 


(arc  tangf)+:c —  y/j 


arc  lang' 


v/3 


Le  premier  terme  est  égal  à  log2,  car,  pour  t  =  +cc,  la  fraction  sous 
le  signe  log  est  égale  à  i,  puisque  son  numérateur  et  son  dénominateur 
admettent  tous  deux  ^*  pour  partie  principale  (n»  126). 


Le  second  terme  vaut  - 
I 

Le  troisième  vaut  —  vof  7 


(i  -2  / 


v/3 


(>)  On  arrive  au  même  résultat,  et  d'une  manière  en  quelque  sorte  moins  abstraite, 
en  construisant  la  courbe.  Parmi  les  trois  arcs  compris  entre  les  deux  droites  x  =  o, 

X  =  -)  on  prend  le  plus  élevé  et  l'on  voit   immédiatement   comment  varie  t  quand 

le  point  {x.y)  décrit  cet  arc,  qui  est   ici  la  moitié  de  la  boucle  comprise  entre  Oy 
et  la  première  bissectrice.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 
(-)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  calculs. 

Haag.  —  Exercices,  l.  6 
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Nous  avons  donc 


I  =  101^2  —  -   H =:  =  G,  l307  —  0,78').4  -(-  I  ,S|  38  =  I  ,  l!)9I  . 

4         y/a 


f^  u  jC^ ce  — }—  l 

*.   Calculer  I  =  /  — dx. 

.1  X  —  I 


Employons  la  méthode  de  réduction  (n°  108)  (').  Nous  avons 
\,l x'-  —  X  ^-  \        x''-  —  .r  -t-  I  I 


X 


^       '        ^ X-  —  X  -^i       yj x^  —  X  ^  \        (  X  —  1  )  \/x-  —  .<■  -i- 
1  " 


r      xdx       _  r  V     -i)^^'^      i   r 

J    Jx'^  —  X  -\-l        J     J X-  —  X  -\-  \  '^  J 


dx 


Calculons  /  ■  •  On  a 

J   \J X'-  —  X  -r-  \ 


)/x- —  X  H-  l 

dx 


X- X  -^  \ 


X-  —  J-  -f-  1  =    \  X 


X =  /. 


dt 


Posons  dès  lors 
Nous  avons 

J  y  x^  —  X -T- i      J       /  ,       o 

=  log  /  /  4-  â  //2  ^  2  j  =  log  (x—-^^  s/^-  —x^\\ . 

r  dx 

Nous     avons    maintenant    à    calculer     /  —  •      Posons 

J   i  X  —  n  v'-''  —  •'■  ^—  I 

(  n"  108)   .v  —  I  z=  -  ;  l'intégrale  devient     /  —  (-),  nui  se  déduit 

de  (i)  par  le  changement  de  .r  en  —  /  et  a.  par  conséquent,  pour  valeur 

■^  -^  '  \/x''^  —  X  -h  i 


o<^(  —  l h-  \/(--T- 1  -i-  1  )  =  io 


■2(1  — a:-) 


(')  Nous  conseillons  au  lecteur,  à  litre  d'exercice  el  jjour  comparer  la  rapidité 
des  deux  méthodes,  d'utiliser  aussi  le  rliati;;eiiicnt  de  \aiiai)ie  ^'x- — .r -i- i  =  .r -i- / 
(n»  167;. 

('■')  ICn  su|jposatil,  pour  lixcr  les  idées,  t-^o,  c'est-à-dire  x<C.i- 


i 
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Finalement,  nous  avons 


I  =  \J  X-  —  X  ^\  +  -  log  ix  —  --f-  \J  X'-  —  x-^i  \  M-log  /  '^ 1-  sj  X-  —  X-^1 


f*  oc  dx 

5.   Calculer  1=  /  -  (F..  P.,    191 1). 

"-■  a    y  {x  —  a)(6  —  X) 

Les  racines  du  radical  sont  réelles.  Posons  donc  (n°  107) 

X  —  a.  a -\- bt-  ,  i(b  —  a)tdt  ,  b  —  a 

-, =  i  ,  ^'  =  ■ ;— >  dx  = j  O  —  X  =^ 

b  —  X  H- ^2  {^^t-y-  1-4-^- 

Lorsque^  croît  àt  a  'a  b^  t  croît  de  o  à  +  oc.  Nous  avons  alors 

■lib—  a)(a^bt'^)tdt  f^ '^  (a -\- bf^)  dt 


_    r        -lib— a)(a^bt'^)tdt  _       r 


Posons  (n"  16i)  l  -.=  tangcp  ;  il  vient 


1=2/     (a  cos^if  -\-  b  s'\n'^ 'f)  d'f  =   i     [a(  i  -h  cosaç)  -^  b(  \  —  cosata)]  d(f, 
•■'0  "-  0 

]  =  (a  +  6) \ (sin2Ci)2  = 

().    Calculer  \=.  /      -. -• 

/      (  I  ^  e  ces  a;)* 

Observons  d'abord  qu'il  est  nécessaire   de    supposer  e<i    pour   que 
rinlégrale  ait  un  sens(n°  loi).  Gela  étant  admis,  posons  (n°  169) 


X 

tans:  —  z=  t. 


Nous  avons 


-i 


[^-(1  -+-  e)  -+-  I  —  eY 


Faisons  maintenant   le   changement  de   variable   tz=iniu^   en   posant, 
pour  abréger  Técriture,  m  =z  1  / 11  vient 


(I-+-  ni^-u^y-  du 
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Posons  (n°  IGi)  u  =  tangcp;  nous  avons 


I  = 


[i  —  ef^ 


I     (  cos-'y -h  7n- sin'-(^)^  do. 


Oi 


(cos^cp  -i-  m-  sin^cp)"- 

=  -  [  i-h  m^ -h  (  1  —  /«î )  cos -2 cp ]2 


=  7  \{i  -h  m^-y-\-  -2(1  —  m'*)  cos2cp  H —  (i  -H  cos4  cp)    . 


Donc 


I  = 


Q.{\  —  e)' 


(  1  -+-  m2  y- 


(i  — m2)2']  T. 


]^ 


(i-e2)t 


7.   Calculer  l  =1  1     ^ ^——   (E.  P.,    1012). 

J       ces*  :p -t- SHi*a7  i      ^      / 


La   fonction   sous   le   signe     /    admet   pour  période  -•    Ceci   suggère 

l'idée  de  poser  {cf.  n"  169)  tangax  =  t.  Efïeclivement,  on  peut  écrire 

cos^a."  -+-  sin'*.r  =  (cos-57  -t-  sin^^r)^ —  2  sin-:r  ces- j: 

=  1 (sin2a')-  =  i r* 

•2  2    I  -H  <- 

D'autre  part,  quand  j:  croît  de   o  à  — »   2X  croît  de  o  à  71;  t  croît  de  o 
à  +  ce;  puis  de  —  œ  à  o.  On  a 


_  f'^    dt  r"     dt     __      ç-^""    dt     _     r 


dt 


t     \2 


V2 


=  ^2  (  arc  tang  — —  )        =  —;=.• 


v/2/0  y/'- 

r  '             dr 

8.   Calculer  V inLê";rale  définie  1  =  /  -^r=^=^= 

^'0  1/4 -(^■'•- D- 


v/4  — T^-'-— 1/^ 

Pour  faire  disparaître  le  radical,  sans  en  introduire  d'autre,  faisons  le 
changement  de  variable 


(1)  C'^-i-  I  =  2  sini, 

On  tire  de  celte  équation 

37  =  iog(2  sin^  —  I  ),  dx  =^ 


•>.  rns  /  (It 
2  s  i  n  /  —  I 
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puis 

(2) 


v/4  —  (e-^-i-  1)-  =  \/4  cos'- 1  z=±i  cost. 


Lorsque  a:   varie  de  o  à  —  i,  s'in  t  varie  de  i  à   — —  ;    nous    pouvons 

'■  •>.  e 

faire  \arier  t  de-  à  arcsin — '■ — ^  [\-^\^[\- .   Dans  cet  intervalle,   cosf 
est  positif,  de  sorte  qu'il  faut  prendre  le  signe  +  dans  la   formule  (2). 


Nous  avons  alors 


i: 


dt 


1  sinf  —  ( 


Faisons  maintenant  le  changement  de  variable  (n°  160) 


tan<r  -  ^  u. 


Lorsque  t  décroîL   de  -    à   47*",  947,  a   décroît  de  i  à   0,39.544.   Nous 


avons  alors 


=  A 


0, 3934 


•7.  du 


Oi 


Ç,    ''"     .=-f- 

J  4u  —  I  —  u-         J  yu 


^  j  4  a  —  1  —  M'^ 

du 


2)2 -H 


I    r  r      du  r      du 

2  \/'i  \_J  u  —  i  —  \J'i       J  u  —  -2--  y/I 


Donc 


I     /         v/^ -H  2  — 0,39544                 v/3-^i\ 
—  I    log  —zz lOg— = •  I   = 

v/3  V        \/3  — •2-+-o,395  44  "v/3  — 1/ 


1243. 


9.    Calculer    1  — r— 
f   .rlos 


L'intésrrale  s  écrit 


rd(\ocr.r) 

I    — i =  '"i?  lof 


Plus  généralement,  si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

p  fois 
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on  a 

/dx  , 
; =  lOgn-i-l^- 
a?  logiF  log^a; . . .  log/j  j- 

10.  Calculer  I  =  i  e--^x^dx. 
Intégrons  par  parties  (T,  n"  ICI)  : 

3    r            ,             3         „      3    r      „ 
/    e-^x^-dx— e-^'x^--. —    /       e^-^ x   dx, 

-    I   c^-'^x  dx  —       -e^'^x  —-    I       e--^      dx, 

2  J  4  4  J 


j/ 


3 
e2-^      dx  =^—  -  e2.r. 


Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 


„     .'x-i        3     ,       3  3 

2         4  4  .S 


dX' 


11.   Calculer  l  =^  /  ; ■ 

,  /  x- 

Intégrons  par  parties  (n°  161,  IV)  : 

I  =    /   1  ()o  ( X-  —  ix  -r-  i)di I 

a^^-  J    X  \x  —  i         X  —  i. / 


\os,(x-  —  33-  -+-  i) 


J      \  IX  X  I  X    X  —  2  / 

I  = ^ -\o^x  —  log(a7  —  i)  -f-  -\o^(x  —  i). 


X 


I  d  H-  .r-)  arc  lang  (  x  ■+- 
12.   Calculer  \—   J -^^ ^dx. 

r  (  l  -h  X'^)  dx 

Intégrons    par    parties    (n°    161,   IV),    en    prenant  <' =:  /  — — r^  • 

,/         (  X"         I  ) 

II   nous   faut,   au   préalable,    calculer   c.    suivant    la    métliode    générale 
du  n°  163.  On  a 


'+^'  =  i  r ' + ! 1  . 


(')  Pour  obtenir  itiimi'fliatfmenl  la  «lérivée  ilii  lof;arillimc  dùconiposée  en  (-léiiients 
simples,  écrire  f:ehii-ci  sous  la  forme 

log(a;  —  i)  (x  —  2  )  =  lof;(.r  —  i)  4-  lo^  [x  —  -2). 


CALCUL    DES    QIADHATURKS. 


d'oii. 
Puis, 


2    \  2;  —  I  X  -i-  l  /  1  —  X- 


I 


'"^'(•''"^i^)-/ 


I  —  x- 


dx. 


\  ^  \  X 
L'iotégrale  du  second  membre  s'écrit 

—  X  dx  I     r  d(x'^) 


f      't  =--    f~ 

J    X*-^ÔX^--^\  '•*.-//  3  -r 


v/5\  /            3  —  v/5 
x--^  ■ 


r     dix'-)      _  r     dix"-) 

J      ,   .    3  —  v/5       J      ,   ,    3  •+- 


2 

3  —  \/'. 


v/5 


Finalement 


I  = 


3  — v/5 


■arc  tan"-  (  .r  h '  -^  - — 


lo 


i   — t— =  lug   —' 

I  2  v/5  .,         3  ^  /^ 


13.   Calculer  I 


=  r 


o  ^ I  .     .r  -^  I     , 

arc  sin aj;. 


0       \l x(x- —  I  )  •*        ' 

Intégrons    par    parties    (n"    101,  1\'),    en    prenantes   / 


"■(3  3""-  —  \)dx 
s/xi^x"- —  1) 


Si    l'on   observe  que   3jc- — 1  est  la  dérivée  de   x{x- — i  )  1=  >r^ — x,  on 
voit  qu'on  peut  prendre 


1  =  1-  \J x(  X- —  I  )  arc  si 


n /         \Jxix-  — 


(ar—  1)2 


dx. 


\J X  (x'^  —  I  ) 


_     r  vx(x-  — 1,1  _    /*  \/x(x^ — i) 

•-^         ,  ,,   /   —-t-v         Jq        (i  — a?)  v/—  \x 


V'- 

dx     (1  ) 


(,r  —  I  )2 


\/  (a7-ij2 


(  ')  On  a.  en  cllet,  \' {x  —  i)-  = 
positif. 


-=i  —  X,  car,  clans  rintervalie  d'intégration,  i  —  x  est 
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Posons  (n°  165) 


4  /  =  /.  .r  =  ,  dx  =  — 

Xous  avons 

,1  I         t: 

1  = h  arc  tango  —  arc  tang  i  = =  —  o,■.^854• 

2  -1  4 


EXERCICES  PROPOSÉS. 
1.  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 

r  dx  r.r3-f-i      ,  r^'^       xix^'i) 

I  ^ '        /   ;  d.v,        I     dx, 

J     {X—l){X+  -.i)  J     (X~\f  J^        (X^ïV^{X^'i) 

r"^°°     {x—-i)dx  r    dx  r^'^       dx 

J^         X-' {x^ -^  X  ^  i  )'      J  a-5  —  I  '      J^         ^a^-i^iyi' 

(x- —  -ix  )  dx 


r 


(X'^ IX  -+-  4  )'^{X  —  I) 

(  ot  .r  H-  5  )  dx 


/*       f  Œ  9?  ■  I     *)  1  ci  nr 
^- soit    algé- 
(.r  —  -xy-ix —\f  * 

brique. 


3.   Calculer 


ç^i^^^^dx,  rv'"-'-^"^'./.,  i;\/t:=i^xdx, 

J    s/x  —  i  J  x-^x  J^^    \    x  —  a 

f\/^^xdx,        f'VZ±îl^^Ildx. 

y  {x-^iy-> 


4.  Calculer 

dx 


L 


sachant  que  y{j^^-\- y^)  -ha:-  —  j-^r^  o. 
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5.   Calculer 


X  dx 


'^'    \/x{  1  —  .r  I  «0      v/4  ^  —  ^-        '^11     \/i  b  —  X)  {x  —  a) 

r  ,— •  ,         r     (r-\)dx  r x^ 

I   \/x'-ir-:>.xcos,o-i-iax,        f  1         /    

J  '  J   X  -+-  x/x'  -+■  x-h  -x         .  '     X  — 


'■-+-  -ix  cos  o  -h  I  cix, 
dx 


r 


_  1      \/l  —  X  -h  \/ 1  ^  X 

6.  Calculer 


(  X  —  I  )  dx  r  X  -¥-  \/x-  —  I 

\/x'  -f-  a;  -H  ■>.  «  '    X  —  ^x-  —  I 

r  *   X"  dx  r  '   X"  dx 

'0     \/x'^  -+- 1  Jo     /i  —  x'^ 


dx 


dx, 


SX  -+-  6  sina"  -!-  c 

1371 

"  ^  sin^a-  dx 


cos,'-x  -+-  •?.  s\n-x 


J   rt -i- cosa"        J   a  cos-j" -H  6  sin-.r        J   a  co 

/dx                        r  ^' ûwx  ç.o'ix  dx  ,  ,         /"  " 

cos  a? -H  cos  2  a-  —  3        J^^  I (?  cosj-  ^/     STj 

7.  Calculer 

/  <i\v\'^xdx^         I  cos'^x  sin-  X  dx,         1        s'in^ x  cos- x  dx ,         j      (cosx)"  dx, 

/—. 5      /  s\n- X  Idinn, X dx ,      I      (sinar  —  cosx^dx,      1  sin.r  siiT2a'sin3a^<^a'. 
sin^a-     J  ,A  J 

8.  Calculer 

f^^±^dx,  r" - f^^^^^dx, 


9.   Calculer 


r     X  dx  r  .r-3  ^j-  r  a?»  rfa-  T  yZ-r-^  —  1 

J  (a^2+i)-^'      J   ^x'—i'      J   y/a-'-  —  1  '      J  ^* 


10.  Calculer 


/s\n^xdx  r^    cosx  dx  f  , 
,        /                        — 1        /  l,}ni^"xdx. 
cosa-  +  i        J      v/3-Hcos2a:       J 


[Poser  t  =  cos^',  sina-  ou  tanga?.] 
11.   Calculer 


'^^^'^--'-dx,       f  ^" 


v/t'"--*'-t-  1 
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12.   Calculer 


/e-'-'x^  dx,        I     e-^'-^-'  (  .r*  +  i)  ^■>  dx. 
'    0 


[Pour  la  seconde,  poser  .a;-  -|-  i  ^=  t.] 
13.   Calculer  ' 


/         x'-siuxdx^        I     xchxdx,        1  {^^  —  .r -l- 4)  (sin-^  —  cosx)dx, 
Jq  l'a  •  ' 

/         xe-^  ?,\ï\^x  dx^       /  (■^'"  —  \)e-^  è'in'^x  dx. 


Va.  Calculer 


/     X  ATQ.  l?kx\gx  dx,        I  (x--h  i)\ogx  dx,        I  x^x'^-^  1  \ogx  dx, 

r"^""  los('n-.r2)    ,            r-                  3"  +  I    , 
/  — :— dx,       I     arc  la  11" dx, 

f      arc  sin  x  dx,        j  x-  arc  sin  yx-  —  i  dx. 


15.  Calculer 


/  (\ogx)"  dx,        I  (arc  s\n,Ty-  dx. 


[Intégrer  n,  2  fois  par  parties.] 
16.   Calculer 


f"  X  dx  r  X(i  -In  c< 

J  ces- 57        J  sin 

[Intégrer  par  parties  en  prenant  «  ^  ,r.] 


x(>.-¥-  cos.r  )  d.r 

X 
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APPLICATIONS  DES  QUADRATURES 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.  Longueur  d'un  arc  de  parabole.  —  Soit  la  parabole  /- =  2/?jp. 
^'ous  voulons  calculer  la  longueur  de  lare  OM,  M  étant  défini  par  son 
ordonnée  j".  L'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 


ds-i  =  dx'  -f-  dr-  =   dy-(l-r-  ^^j' 


Donc 


s=  f   i/i^—,dj  =  p  I      \/i^f'  dl. 
Calculons  l'intégrale  indéfinie  I  =  /  \/'  +  ^'  ^^t.  On  a  (n°  168) 


V^  dt  : 


d'où 


et  enfin 


I  =  -[log(<-h  v/i-^r2)^^v/i-^/--^] 


y 

loS'l  — 


[/'-p)-W'-f^. 


2.   Longueur    d'une    cardioïde.    —     Soit    la    cardioïde    d'équation 
polaire 


0  =  a  costo  -I-  a. 


On  a 


ds-  =  do--^  ç>-  dto-  =  rt-[sin-to  +  (i  -+-  cosco)"-]  d(.o^ 

=:  'j.a-(i  -+-  COSO-)  )  aw-  =  .\a'-  cos^  —  «w-; 
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d'où 

ds  =  •>.  a  cos  —  dui, 
1 


la   I       cos  — rtto  =  4«  sin — 


Si   Ton  veut  la  longueur  totale,  il  suffit  de  faire  oj  —  -  et  de  doubler, 
ce  qui  donne  s=:Sa. 

3,  Longueur  d'une  loxodromie.  —  Soit  la  loxodromie  dont  l'équa- 
tion est,  en  coordonnées  polaires  sphériques, 


On  en  déduit 


tans;-  =  e'"?         (/??  =  const.). 

2 


mes  =  loo  tang-?  m  do  ^ —. — -: 

-  2  '         sinO 


d'où,  en  appelant  R  le  rayon  de  la  spiière  qui  porte  la  loxodromie, 

\  rn-  j  \         m-  J 


^/.  +  ^^e,      .  =  R^/ 


rf5=:R4/n jc?e,         5  =  R4/ 1-4- — (e,-Oi), 


en  appelant  s  Tare  compris  entre  les  deux  points  M,,  Mode  colatitudes  5, 
et  5.,. 

En  particulier,  si   M,  tend  vers  le  pôle,  0^  tend  vers  zéro,  s  tend  vers 

la  limite  finie  Ri /i   4 ^j,  bien   que  M,  tourne  indéfiniment  autour 

du  pôle. 

4.  Ab'e  comprise  entre  une  hyperbole  équilatère  et  son  asymptote.  — 
Soit  l'hyperbole  équilatère  J7y  =  a-.  Evaluons  l'aire  A  comprise  entre 
cette  ligne,  l'axe  des  a:,  et  les  parallèles  à  Or  d'abscisses  oc^  et  ^2-  Nous 
avons 

A  =   /        y  dx  =  a"-   I       —  =  a'^f  log.r)';-  =  «2  log  _i  . 

liln  particulier,  on  voit  que,  si  a  r=  i.  logj?  représente  l'aire  comprise 
entre  l'hyperbole,  son  asymptote  et  les  parallèles  à  Oj  d'abscisses  i  et  .r. 
C'est  à  cause  de  celle  propriété  qu'on  donne  quelquefois  aux  logarithmes 
népériens  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 
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5.  Aire   de   l'ellipse.    —    Soit  à    calculer  Taire   limitée   par    l'ellipse 

,,  ,  .         T-  y- 

(1  équation ^  -, i  =  o. 

'  a-         b- 

Les  calculs  les  plus  simples  sont  obtenus  en  exprimant  j?  et  7' au  moyen 

de  l'anomalie  excentrique,  soit 

X  ^  a  cosco,         y  =  b  sino. 
iNous  avons  alors  (  n°  175) 

A  =  -    /        (  X—, K-;-  )  d'^  =  -  ab   I        (cosses  -t-  sin-'j»)  do  =  r.ab. 

L'aire  du  secteur  balayé  par  OM  quand  es  croît  de  o,  à  (p2  ^st  égale 
à  —  ('-p2  —  9i  )•  ce  qui  s'explique  aisément  si  Ton  considère  l'ellipse  comme 
projection  de  son  cercle  principal. 

6.  yiire  de  la  lemniscale  de  Bernoulli.  —  Soit  la  lemniscate  d'équa- 
tion polaire  p-:=cos2(i).  Un  a  (n°  175) 

TM                                /sinawy 
A  =  4  ;      -  ces  1  o)  rt w  =  1     =  I . 

..'0      ^  V      4      /o 

7.  Aii-e  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  —  Soit  l'ellipsoïde  engendré 
par  l'ellipse  de  l'exercice  n"  5  en  tournant  autour  de  Oy.  L'élément 
d'aire  correspondant  à  l'accroissement  d(î/  de  l'anomalie  excentrique  est 


f/A  =  'XT..r  ds  =  i  —  a  co^'^^a-  sin-cp  -f-  b'^  cos-ç  do. 
On  a  donc 

\  :=  -2  I      i-a\/ a-  sin-<ç  -+-  b'^  cos-cp  coso  do. 

Faisons  le  changement  de  variable  sino  =  ^;  il  vient 


=  \T.a  f    / 


c'-t'-—  b-  dt  = 


I  ~ab 


•2     r^    . 


du\ 


ou.  en  tenant  compte  d'un  calcul  <léjà  fait  (exercice  n°  1  ), 


A  = 


_lo,(j-^H-g)^î^, 


62 


A   titre  de  vérilicalion,  on  peut  clierclier  ce  ([ue  devient  cette  exprès- 


94  CIIAPITRK    \IV. 

sion  lorsque  r/ tend  vers  b:  on  doit,  en  effet,  relrouver  l'aire  de  la  sphère 
de  ra3on  b.  IVous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  s'en  rendre  conijDle,  en  se 
reportant  au  n"  126. 

8.    Volume  du  tore.  —  Soit  le  tore  engendré  par  le  cercle  c  en  tour- 
nant autour  de  Oz  {Jig.  5).  Coupons-le   par  le  plan  de  cote  z\   nous 

Fis.  J. 


obtenons  une  couronne  comprise  entre  deu\  cercles  de  rayons  x  el  x' , 
abscisses  des  points  M  et  INI'.  Laire  de  celte  couronne  est 

(i)     A(;;)  =  T.ix-^—  x"^)  =  t.(x  —  t'  )  {x  -+-  x' )  =  TiMM'.aa  =  aTir/.MM'; 

lélément  de  volume  est,  par  suile, 

(2)  f/V  =  2T:rtMM\/-. 

Pour  éviter  les   radicaux,  prenons  pour  variable  d'inlégralioii  Tanyle 
ACM  z=:  o;  nous  le  ferons  croître  de  o  à  -  el  nous  doublerons  le  volume 
obtenu,  pour  avoir  le  volume  total.  Nous  avons,  de  la  sorte, 
INIM' =  7,  R  coso,         ^=Rsino,         ofc  =  R  coscp  c?cp; 


Y  =  4-1'/    /      9. 1{2  00*2  o 


= 4  z  R^  «  r  ' 


(  i  -!-  cos  2  i  )  (^o  =  4  71  R'-  a  (  (j3  -H 


=  iT^a^'^. 


9.  Masse  d'un  cube  sachant  que  la  densité  en  chaque  point  est 
égale  à  la  quatrième  puissance  de  la  distance  à  un  sommet.  —  Pre- 
nons trois  axes  de  coordonnées  formés  par  les  arêtes  f|ui  aboutissent  au 
sommet  considéré.  On  ne  peut  songera  découper  ])ar  les  surfaces  d'égale 
densité;  car  ce  sont  des  sphères  de  centre  O,  qui  donneraient  lieu  à  des 
volumes  compliqués  dés  que  leur  rayon  dépasserait  l'arêle  a  du  cube. 
Les  seules  surfaces  simples  qui  permettent  de  halaver  commodément 
tout  le  cul)e  sont  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées. 
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Coupons  j3ar  les  plans  (.r)  et  {,v  -\-  d.v).  Nous  oblenons  une  petite 
tranche,  dont  il  faut  calculer  la  masse  dm.  Gomme  elle  n'est  pas  homo- 
gène, nous  la  découpons  à  son  tour  par  les  plans  (/),  {.v  -+-  df)-  Nous 
obtenons  une  petite  bande,  dont  il  faut  calculer  la  masse  d^Di.  Comme 
elle  n'est  pas  homogène,  nous  la  découpons  par  les  plans  {z),  {z  -\-dz). 
Le  petit  morceau  obtenu  est  sensiblement  homogène  et  a  pour  masse 


Puis 


d^  m  =  OiM    dx  dy  dz  ^^  {x'-+-  y-  -t-  z-)-  dx  dy  dz. 

di  m  =  dx  dy  1      ( x-  ■+-  y^  -h  z'^  f-  dz 

«-  0 

r  «3      «5"| 

=  dx  dy    {x--^ y-ya  -4-  oÀ x"- -\- y''-)  —  H — r-    ; 

dm  =  dx  I         {x--hy'^)-a  -h  "i^X'-i-  y-  )— — i — ^     dy 

,    r    ,                ,  rt'^        «^        ift-  /    ^           a^\        a-'l 
=  a  dx  \  x*a  -\-  '2X'-  — — F-  -: — I (  x-  a  -+-  ■ —     h 

=  «-  dx  (  X'  -\ — -  a-X'^  ^  a''  ); 

dm  =  a-  f      (  3-*  -H  -  rt-^-  -t-  -—  a^  )  dx 


a^         )     ..       28      \         H 


-n^ 


-^  «' 


Ô  9  45  /  13 

10.    Centre  de  gravité  d'un  arc  d'hélice.  —  Soit  l'arc  d'Iiélice  AB 
décrit  par  le  point  M  de  coordonnées  (t.  II), 

(i)  3"  =  H  cosç,         y  ^  \\  sin  cp,  z  =:  ko, 

lorsque  9  croît  de  —  a  à  -+-  a.  Il  admet  Ox  pour  axe  de  symétrie;  donc, 
si   on   le  suppose  honiogène,  sou  centre  de  gravité  est  sur  cette  droite. 

On  a  (n«  181) 

^  ni 

en  appelant  ///  la  masse  réelle  obtenue  en  supposant,  par  exemple,  la 
densité  égale  à  1  et  ntj  la  masse  fictive  correspondant  à  la  densité  jc. 
Or,  '       

dm  =  ds  =  \i  dx-  4-  dy-  -i-  dz-  =  y/R-  -+-  k-  d-o, 

dm-,.  =^  X  dm  =  R  y/R^  -+-  k-  cos o  do  ; 

m  =  /U-  -H  k- .  ».a,         m,g  =  R\/R--t-  k-  .>  sin  a. 
Donc 


(3)  -ÛG  =  r'-^ 
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Iiet)iarque.  —  OG  est  indépendant  de  k.  Or.  pour  k=:o,  Tare  AB  se 
réduit  à  l'arc  de  cercle  al>  {fig.  6).  Donc,  le  centre  de  grcnité  d'un 


Fiit.  6. 


arc  d'Iiélice  coïncide  avec  celui  de  sa  projection  sur  son  plctn  de  section 
droite  moyenne. 

11.   Centre  de  gravité  d'une  demi-ellipse.  —  Soit  l'ellipse  de  Texer- 
cice  n°  5.  Cherchons  le  centre  de  gravité  de  Taire  qu'elle  comprend  à 

droite  de  Ot.  Il  se  trouve  sur  Ox  à  une  distance  OG  =  — ^• 

m 


En   supposant  la  densité  égale  à  i,  nous  avons  déjà  m  =z 

cice  n°  5).  Calculons  /«j;, 

Découj)ons  par  des  parallèles  à  Oy.  Nous  avons  {Jig.  ~) 

dm.c  =  X .  aire  MM' N' N  =  x iMN  dx  =  lyx  dx. 
Fig.  7. 


-ab 


(exer- 


B 

M 

M' 

^. 

0 

N 

N' 

Or,  en  difTérenliant  l'équalion  de  lellipse,  nous  avons 


X  dx         y  dv 


I)onc 


dmj:  =  —  -ly  —  ydy=—-j^ j  2  dy  ; 
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d'où,  en  inlégraut  le  long  de  l'arc  B.V  (n°  178), 
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Finalement, 


-a"- h 


OG 


~ab 


=    Tl «• 


12.    Centre  de  gravité  du   segment  sphérique.  —   Il   se   trouve   sur 
l'axe  O:;  du  segment  {fig.  8).  Cherchons  sa  cote  OG  =r  — -■  En  suppo- 

Fii;.   8. 


sant  toujours  la  densité  réelle  égale  à  i  et  coupant  par  des  plans  perpen- 
diculaires à  Oc,  nous  avons 


dm  =  TzlM'  dz  =  -(R^  —  z'-)dz,  dm-=  -{R-^  — z'' )z  dz; 

jn  =  -   I     (  K--i  —  z.i  )  t/i  =  TC  R2  (  6  —  a  )  —  ^  (  />3  —  «s  ) 


.=,r'o 


-  h(3  IV-  ~  <r-  —  ù-2  ^  ab). 


7  "'  "i^ 

z  az  =  Tz  —  {/j-  —  et-  ) (  />4  —  a  ' 

2  ', 


tJi( a  ~h  ù  ) 


1 K-  —  ly-  —  «-); 


Ob  =  -(rt  +  6)— ^ . 

\  ô  i\- — a'—b- — ab 

Comme  vérification,  OG  s'annule  pour  a  ■=: —  b,  c'est-à-dire  quand  O 
est  centre  de  symétrie  du  segment. 

13.  TnÉoufeMus  DE  Gi:Lni>.  —  1.  L'aire  engendrée  par  un  arc  de  ligne 
plane,  en  tournant  autour  d'un  axe  Oz  situé  dans  son  plan  et  ne  le 
llAAd.  —  Exercices,  I.  n 
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rencontrant  pas.  est  égale  à  la  longueur  de  cet  arc  multipliée  par  la 
longueur  de  la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  granité. 

En  etlel.  nous  avons  (  n"  176).  en  prenant,  dans  le  plan  de  la  ligne,  un 
axe  des  .r  perpendiculaire  à  Oc. 


2-.r  ds. 


Or,  si  l'on  imagine  que  l'arc,  supposé  homogène,  ait  pour  densité  27:, 
son  centre  de  gravité  a  pour  abscisse 


X  = 


^lAli 


■.-l 


A 


d'où 


A  =  'i-l\  =  l  X  i-X. 


C.  Q.  F.   I). 


II.  Le  volume  engendré  par  une  aire  plane,  tournant  autour  d' un 
axe  situé  dans  son  plan  et  ne  la  rencontrant  pas,  est  égal  au  produit 
de  cette  aire  par  la  longueur  de  la  circonférence  engendrée  par  son 
centre  de  granité. 

En  efl'el,  décomposons  l'aire  en  petits  morceaux  par  des  parallèles 
à  Ox  et  à  Oz.  Nous  obtenons  de  la  sorte,  en  négligeant  les  morceaux 
irréguliers   qui    sont    au    voisinage    du    périmètre,    de   jielils    rectangles 


tels   que   AI')C1>   {Jig.    9).  Celui-ci   engendre    un    petit    anneau,  dont   le 
volume  est 


V  =  7c(eB^  — KA^  JAD 
=  -  A 1^  (  VA',  —  HA  )  (  EB  -i-  i:  A  )  =  2  -  .  A  D  .  A 1! .  VM  =  >  -  .  l'Ai  x  aire  ABCD, 

en  désif^nant  par  AI  le  centre  du  rectani;le. 

Le  volume  V  engendré  par  l'aire  totale  est  évidemment  la  limite  de  la 
somme  des  volumes  v  lors(fue  le  nombre  des  petits  rectangles  augmente 
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indéfiniment,  chacun   d'eux  tendant  à   se  réduire  à   un   point  (*),  On  a 
donc 

V  =  lini(2:7.-P.M  X  aire  ABGD). 

Mais,  cette  limite  est  aussi  le  numérateur  de  l'abscisse  X  du  centre  de 
gravité  de  l'aire  plane,  supposée  homogène  et  de  densité  ar;  le  dénomi- 
nateur étant  alors  27:.  A,  en  appelant  A  la  mesure  de  l'aire.  On  a  donc 

-  =  ^^ 

d'où 

V  =  'l-AX    =  A   X  2  7:X.  C.  Q.  F.  D. 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  servir  soit  à  calculer  des  surfaces  ou  des 
volumes,  soit  à  déterminer  des  centres  de  gravité.  Par  exemple,  la 
surface  et  le  volume  du  tore  s'en  déduisent  immédiatement.  De  même, 
en  partant  de  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère,  on  peut  obtenir  le 
centre  de  gravité  de  la  demi-circonférence  ou  du  demi-cercle. 

ik.  Moment  d'inertie  d'une  sphère  homogène  par  rapport  à  une 
droite  quelconque  de  l'espace.  —  Menons  par  le  centre  O  de  la  sphère 
une  droite  D'  parallèle  à  la  droite  D  donnée.  Si  d  désigne  la  distance 
de  O  à  D,  on  a  (n°  18i) 

Tout  revient  donc  à  calculer  Ij, .  Or,  le  moment  d'inertie  d'une  sphère 
homogène  est  évidemment  le  même  par  rapport  à  tous  ses  diamètres. 
D'autre  part,  la  somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  dia- 
mètres   rectangulaires  est  égale   à   deux   fois   le   moment    d'inertie  par 

rapport  au  centre  (n°  183);  de  sorte  que  In  =:  -  lo- 

Or,  rien  n'est  plus  aisé  que  le  calcul  direct  de  1(,.  Si  nous  découpons 
par  des  sphères  concentriques,  le  moment  d'inertie  élémentaire  du 
volume  compris  entre  deux  sphères  consécutives  de  rayons  r  et  /•  -\- dr 
est  sensiblement,  en  appelant  p  la  densité  ('-), 

c?I  =  p  X  4~'"  dr.i'  =  4~P'"  dr. 

(')  Ceci  revient  à  admettre  que  faire  engendrée  par  les  morceaux  irréguliers 
tend  vers  zéro,  ce  qui  semble  assez  intuitif.  Le  lecteur  ne  doit  pas  cependant  consi- 
dérer ceci  comme  une  démonstration  entièrement  rigoureuse,  laquelle  sortirait  des 
limites  de  cet  Ouvrage. 

(-)  La  partie  principale  du  volume  compris  entre  les  deux  spliéres  est  la  diiréren- 

tielle  de  -~'"',  volume  de  la  s|ilicie  de  rayon  r  (  n°  13!^ )• 


lOO 

Donc 
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''•:'^'  =Unv-, 


'-    0 


3  V  0 


on  M  représente  la  masse  de  la  splière. 

lo.  Monienl  d'inertie  d'un  tétraèdre  régulier  par  rapport  à  une 
hauteur  (E.  P.,  1911).  —  Il  ne  faut  évidemtnent  pas  songer  à  aborder 
le  calcul  direct,  car  les  cylindres  de  révolution  avant  pour  axe  la  hauteur 
coupent  les  faces  du  tétraèdre  suivant  des  ellipses  et  déterminent  entre 
eux.  des  volumes  beaucoup  trop  compliqués.  Considérons  au  contraire 


les    deux    plans    rectangulaires   SAIl   et   SEIID    (//:,'.    10).   Nous    avons 
(n°183) 

'su  =   'sAll-H   IsEI). 

Calculons  ls,\i|.  Coupons  par  des  plans  parallèles  situés  aux  distances  j? 
et  .r  +  dx  de  SAIl.  La  tranclie  ainsi  obtenue  a  sensiblement  pour  moment 
d'inertie,  en  appelant  0  la  densité, 

d\  ~  aire  M^F .dx%çjx''-. 


(a  —  -ix)- 


■oA.VS  =  lAA'.Sll  =  i«^ai/^  =  ^^; 
'j.  i.       -i.       \    ^        .^^., 
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(.1 0  n  0 

d\  =  ox"-  dx = —  =      '  _(a-x- —  ja.r'-f-  ^x'*)  dx, 

■1  \   ■'.  2  \/l 

I  C  '?■-,',,  1  ,'   \     J  ?  '■'^  M    <''"' 

JsAll=i     /       —{a-X- 4«-î"    -i-  4-^0  «.^'  =    -^    =   AI  ■> 

en  appelant  M  la  masse  du  télraèdre. 

Il  s'agit  maintenant  de  calculer  I.sed.  On  pourrait  faire  ce  calcul  direc- 
tement comme  le  précédent.  Il  serait  aussi  simple  pour  ce  qui  concerne 
la  portion  SADE  du  tétraèdre  et  serait  un  peu  plus  compliqué  pour  ce 
qui  concerne  la  portion  SEFJBC.  Nous  irons  plus  vite  en  remarquant 
que,  par  raison  de  symétrie,  les  moments  d'inertie  sont  les  mêmes  par 
rapport  aux  trois  plans  SHA,  SHB,  SHC,  et  en  nous  appirvarit,  d'autre 
part,  sur  le  théorème  général  suivant  : 

Théorème.  —  Si  le  moment  d' inertie  d'un  milieu  est  te  même  par 
rapport  à  trois  plans  passant  par  une  même  droite^  il  est  le  même  par 
rapport  à  tous  les  plans  passant  par  cette  droite. 

En  efiet,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  quelconque 

X  cosa  -r-  ^^  sin  a  =  o 
passant  par  0 z  est 

I  =  1.m{x  cosa  -+- y  sin  a/-  =  A  cos-a  -h  aB  sin  a  cosa  -;-  C  sin- a, 

en  posant 

A  =  Z  mx-,         B  =  Zmxy,         C  =  Zniy-. 

Si,  dans  cette  formule,  on  considère  I  comme  donné  et  qu'on  clierche  a, 
on  a  une  équation  du  second  degré  en  tanga,  qui  ne  saurait  admettre 
trois  racines  sans  être  vérifiée  identiquement.  Autrement  dit,  trois  plans 
ne  sauraient  donner  la  même  valeur  pour  I  sans  quil  en  soit  de  même 
pour  tous  les  autres.  (..  (j.  i".  d. 

Cela  posé,  si  nous  revenons  à  notre  tétraèdre,  nous  voyons  qu'il  admet 
le  même  moment  d'inertie  par  rapport  à  tous  les  plans  passant  par  SU. 
Donc,  en  particulier  Ised=Isaii;  à'oii 

Isii=  '^IsAH=  ^I  —  • 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Calculer  la  longueur  de  la  cycloïde,  de  la  cliarnelle  (t.  II). 

2.  Pteclifier  les  spirales  logarithmique,  d'Archimède.  luperlx^licpre 

/  "'  \ 

\  '  '  '  lu  / 
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3.  Reclifier  la  courbe  définie  par  les  équations 

Quelle  relation  existe-t-il  entre  lare  de  celte  courbe  et  celui  de  sa 
projection  sur  .rOj'? 

\.   Calculer  la  longueur  de  Tare  de  la  courbe  o  =:  tang-w,  qui  est  obtenu 

en  faisant  varier  g)  de  o  à  — • 

4 

o.  Soit  le  paraboloïde  de  révolution  .r-4- j-=  2^.  On  le  coupe  par  un 
cylindre  ayant  j^our  section  droite  dans  le  plan  xOy  la  spirale  d'Archi- 
mède  p^/Wji.  Trouver  la  longueur  de  la  portion  de  la  courbe  d'inter- 
section comprise  entre  lOy  et  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par 
le  foyer. 

6.  Même  question  en  remplaçant  la  spirale  d'Archimède  par  la  spirale 
logarithmique  p  ^  e'"^'\  puis  par  la  spirale  hyperbolique  &  =;  — 

7.  Calculer  l'aire  coniprise  entre  une  parabole  et  deux  cordes  perpen- 
diculaires à  l'axe. 

8.  Même  question  pour  une  ellipse  et  poljr  une  hyperbole. 

9.  Calculer  l'aire  de  la  boucle  de  la  strophoïde 

x(t--\-  y^  )  -f-  r 2  —  )-2  =  o. 

10.  Même  question  pour  le  folium  de  Descartes,  x^ -\- y^z^  xy. 

1 1 .  Calculer  l'aire  comprise  entre  Ox  et  la  courbe  y{jc'^-\-  1  )  =  i . 

12.  Calculer  Taire  comprise  entre  la  chaînette  y  :=  ch^,  l'axe  des  .r 
et  deux  ordonnées,  ou  bien  entre  la  chaînette,  l'axe  des  /  et  deux 
abscisses. 

13.  Aire  de  la  boucle  de  la  courbe  définie  par  les  équations 

X  =z  t  l^^  ^  =   /i  _j_  ^2  _(_  I  _ 

\k.  Aire  d'un  secteur  paraljolique.  elliptique  ou  hyperb()li(|ue  ayant 
pour  sommet  un  fover-. 

I.'i.   Aire  du  limaçon  de  Pascal. 

U».    \ire  d'un  secteur  de  spirale  logarithmique. 
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17.  Aire   comprise   entre   la   conclioïde    de   Nicomède   o  -m 1-  b, 

'  ces  10 

l'axe  polaire  et  la  droite  oi  =  -^. 

18.  Calculer  Taire  d'une  calotte  de  paraholoïde  de  révolution  limitée 
par  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  fover. 

19.  Calculer  la  surface  du  tore. 

20.  Aire  de  la  surface  engendrée  par  une  cvcloïde  en  tournant  autour 
de  sa  base,  ou  d'une  tanî;ente  de  rebroussement,  ou  de  la  normale  au 
sommet. 

21.  Même  question  pour  une  chaînette  tournant  autour  de  sa  baseOjc 
ou  de  son  axe  de  symétrie  Oy. 


22.   Même  question  pour  la  lemniscate  d'équation  polaire  o^^\  cosao), 
tournant  autour  de  Ox  ou  de  Oy. 

D'abord,  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

0-  dhi- 


ds'  ^  do-  -;-  p-  dio-  =  o-  f/to- 
d'où 


^Mj^j"]  =  ?'^^'^'('--^^"s'^''^^ 


^.9   = 


p  doi 


Puis,  en  tournant  autour  de  Oj:, 

, .                   .          ,         'j.-.z-  sinti)  dio  . 

a\  =  -2  T.o  sin  oj  ds  =  — ^ =  a  t:  si  n  (o  «'o  ; 

00 s -2  10 

en  tournant  autour  de  Oj', 

dX'  =  i  -p  cosfo  ds  =  2  7:  ces  co  dio. 

On  pourrait  plus  généralement  faire  tourner  autour  d'une  droite  quel- 
conque issue  du  pôle,  définie  par  son  angle  polaire  a. 

23.  Même  question  pour  la  boucle  de  la  courbe  définie  par  les  équa- 
tions 

X  =  (  —  m-  f^,         y  =  t-, 

l'axe  de  rotation  étant  Oy. 

Montrer  qu'il  existe  une  valeur  de  m  pour  laquelle  l'aire  engendrée 
par  un  arc  quelconque  de  la  courbe  est  un  polynôme  par  rapport  aux 
ordonnées  des  extrémités  de  cet  arc. 


IO/( 
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'1'*.   \  olume  de  l'ellipsoïde  ^ h  V 

'  a-         b 


—  —  1  =  0. 


2o.-  ^  olume  du  paraboloïde  " \- a.r  ^o  (  /^,  «'/  >  o).  limité  au 

y         7  /      /  /. 

])lan    ,?•  :n   '-■ 

■> 

20.   Volume  engendré   pat-   une   cycloide   ou    une    chaînelle    tournant 
comme  dans  les  exercices  n''^  '!{)  et  •![ . 

27.  Même   question    pour   la    lemiii^cate  du   n"  22  et  pour  la   courbe 
du  n°  23. 

28.  Calculer  la  masse  d'une  ellipse  en  supposant  que  la  densité  linéaire 
en  chaque  point  est  proportionnelle  à  la  distance  au  grand  axe. 

21>.   Masse  d'un   arc  de  parabole  terminé  au  sommet  O,  en  supposant 
la  densité  en  cliaque  point  AI  proportionnelle  à  OM. 

30.  Masse  de  la  surface  d'une  ellipse  en  supposant  la  densité  propor- 
tionnelle à  la  distance  au  petit  axe. 

31.  Masse   de  la   surface  d'un  tore,  la  densité  en  chaque  point  étant 
l'inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre. 


32.  Masse  d'une  sphère  dont  la  densité  en  chaque  point  M  est         .,  > 

AM" 
A  désignant  un  point  fixe  de  la  surface. 

33.  Masse  d'un  cône  de  révolution  limité  par  une  section  circulaire, 
sachant  que  la  densité  en  chaque  point  est  égale  à  la  distance  de  ce  point 
au  sommet. 

'6k.  Masse  d'un  cylindre  de  révolution  dont  la  densité  en  M  est  OM, 
0  désignant  le  centre  du  cylindre  supposé  limité  par  deux  sections 
droites. 

35.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole,  supposé  homogène. 

30.  Centres  de  gravité  du  secteur  circulaire,  du  segment  circulaire. 
du  secteur  ellipti(|ue,  du  segment  elliptique,  du  segn)enl  parabolique, 
de  la  zone  spliérir|ue,  de  la  zone  de  paraboloïde  de  révolution. 

37.  Centres  de  gravité  des  segments  d'ellijisoïde  de  révolution,  de 
paraboloïde  de  révolution. 

38.  Centre  de  gravité  d'un  cône  homogène  à  base  quelconque. 
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39.  Centres  de  gravité  de  la  cvcloïde,  de  son  aire,  de  la  surface  et  du 
volume  qu'elle  engendre  en  tournant  autour  de  sa  base. 

k().    Mêmes  questions  pour  un  arc  de  chaînette. 

kl.  Moment  d'inertie  d'un  segment  de  droite  par  rapport  à  une  droite 
quelconque  de  l'espace. 

42.  Moment  d'inertie  d'une  circonféience  par  rapport  à  un  diamètre. 
(Se  ramène  nu  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre.) 

43.  Moments  d'inertie  d'un  rectangle  ou  d'un  triangle  par  rapport  à 
une  droite  parallèle  à  l'un  des  côtés,  par  rapport  à  un  point  du  pian. 

44.  Moments  d'inertie  d'un  disque  circulaire  par  rapport  à  une  droite 
de  son  plan,  d'un  disque  elliptique  par  rapport  à  son  grand  axe,  d'un 
segment  parabolique  par  rap])ort  à  son  axe. 

45.  Moment  d'ineitie  d'une  sphère  creuse  par  rapport  à  une  droite 
quelconque. 

40.  Moments  d'inertie  d'un  cul)e  par  rapport  à  une  arête,  d'un  prisme 
droit  à  base  triangulaire  équilatérale  par  rapport  à  ses  axes  de  symétrie 
(ternaire  et  binaire). 

47.  Moments  d'inertie  d'un  cùne  de  révolution  par  rapport  à  son  axe, 
d'un  cvlindre  de  révolution  par  rapport  à  une  génératrice. 

48.  Moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde  quelconque  par  rapport  à  un 
axe,  d'un  tore  par  rapport  à  un  axe. 

49.  Moments  d'inertie  d'une  cvcloïde  et  de  son  aire  par  rapport  à  sa 
base,  ainsi  que  de  la  surface  et  du  volume  qu'elle  engendre  en  tournant 
autoui-  de  cette  l)ase. 

50.  Mêmes  ([uestions  pour  une  chaînette. 


CHAriTRE  W. 

ÉOUVTIO.NS  DIFFHRIiNTIELLES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.   Chercher  les  séries  entières  <jui  vérijient  l'équation  différentielle 

(i)  x{\  —  X  )y"  —  [y  —  I  a  -I-  [i  -f-  \)x\y' —  %':!> y  —  o. 

Soit 

y^     «o-i-     «1^7-!-     «2^72 -4-... -h  «„:r" -}-...,  — otâ 

jk' =     ai-f- '^«2^ -+- ^as-ï"- -)-..--f- ««/j^''~' -T--.-5  Y  —  (a -^  3 -f- i)j7, 

j>-"=  2«2+ 6«3-^ -1- -^  n(n  —  \)aaX'^---^...,  x(\  —  x)^ 

Multiplions  par  les  coefficients  indiqués  à  droite  et  ajoutons;  nous 
devons  obtenir  une  série  entière  identiquement  nulle.  Animions  le  coeffi- 
cient de  d:", 

—  a,âa,j-i-  y(«  -t-  ij««-*-i  — l'x-r-  3  —  I  i/irt„M-  (rt  -f-  i)/irt„_Hi  — n(/i  — i)rt«  =  o, 
ou 

(■  2  )  «„4-i  (  /l  —  1  j  (  /i  -4-  Y  )  =  «-'n  (  rt  -i-  a  )  (  /i  -H  p  ). 

A  cause  du  facteur  n  +  y.  il  nous  faut  distinguer  deux  cas  : 

Premier  cas:  y  n'est  pas  entier  négatif,  ni  nul.  —  Alors  n  +  y  ne 
s'annule  jamais  et  l'on  peut  écrire 

(oL^  n)('^-¥-  n) 
ii-T-n){'(-^  n) 

I)"oi'i  l'on  déduit  ( \ote  I ),  en  supposant  r/„  ■     1 , 

af-/-^  i)...^a-4-/*  — 1)  3C3-M)...(3-^n  —  1) 

(  3  )  a„  = — • 

'  i  .■>...  .n.-;i-!  —  \ )...{■;  ^  n—  i) 

La    série    cherchée   est   donc,   à    un    facteur   constant   arbitraire    près 
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(valeur  de  r/o). 


1 . 2 .  Y  (  Y  -T-  r  ) 

a(a  — r)...C  a -^/j  —  1)3(3 -T- !)...(  3 -T-»  —  Il     „ 

-, ^^ -I — ! •■ r"-t-.... 

1 . 2 . . .  /t .  Y  (  Y  —  I  ) . . .  (  Y  —  "  —  •  ' 

Elle  est  connue  sous  le  nom  de  série  hypergéoniétrique  de  Gauss 
et  joue  un  rôle  fort  importanl  dans  de  nombreuses  questions  d'Analyse. 
Son  intervalle  de  convergence  est  ( — i,  -t-i),  comme  le  montre  la  règle 
de  d'Alembert  (  '  ). 

Deuxième  cas  :  y  est  un  entier  lo.  —  Soit  y  =:  —  p  (p-o). 

Si,  dans  la  formule  (2),  on  fait  n^=p,  on  obtient  «,,=  0.  En  faisant 
ensuite  successivement  n  =z p  —  i,  />  —  2,  ....  i.  o,  on  trouve  que 
les  /J  H- I  premiers  coefficients  sont  tous  nuls  (-).  Si  l'on  suppose 
ensuite  /«  ^ />-!- 1  ./->-:- 2,  ....  on  peut  calculer  les  coefficients  cip^,, 
cip^s.  ...  en  fonclion  de  r/^,^,.  lequel  demeure  arbitraire  et  peut  être 
pris  égal  à  j  .  en  négligeant  un  facteur  constant.  '  )n  obtient  de  la  sorte 
la  série 

(  y.  ^-  p  -\-  1)Cj  -r-  p  —  l) 


(  1  —p  —  I  ).  I 

\(0L-i-p-^l){'X  —  p    ^  ■!)...  \ 


I      x(%^p-^n)(^-^p-^\  )(  3,  — /?  — 2  1...' S  — /)— n)  ^ 


(  i  —  />  -4-  I  )(  I  —/>-(-?-,»...(  I  —/>  —  /*)  I  •  2 ...  /i 

On  peut  l'écrire 

(6)  y  =  xP+^z, 

z  désignant  ce  que  devient  la  série  (4)  si  l'on  y  remplace  a  par  y.-^ p-^\, 
p  par  p  -\-  p  +  i,  y  par  i  -1-  /?  -r-  r . 

On  peut  d'ailleurs  arriver  directement  à  ce  résultat,  en  faisant  le 
changement  de  variable  défini  par  (6).  D'une  façon  générale,  si  l'on 
pose 

(7)  r  =  .r'-T-, 
l'équation  (i)  se  transforme  en  la  suivante  (■*), 

(8 )  x{i—  x)z"—  [i  —  Y  —  (a  -^  S  —  3  —  ■i'{)x] z'  —  {x  —  i  —  y)( 3  —  i  —  -;)z  —  o, 


('■)  On  trouvera  quelques  propriétés  de  cette  série  dans  Leçons  (  n°  o5i). 
(')  Ceci   suppose   toutefois  qu'aucun   des   facteurs  (n-r-a),   (w -H  ^)  ne  s'annule, 
condition  certainement  réalisée  si  les  nombres  a,  .^  ne  sont  pas  des  entiers  ;:,<). 
(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  calculs,  qui  ne  présentent  pas  de  difficultés. 


io8  <:ii.\i'mu;  \\. 

qui    se    déduit    de    (ii    par    le    cliaiii;einenl    de    y.    en    y. -^  \  —  y,    de    jS 
en  ,3  -h  I  —  y  et  de  y  en  2  —  y. 

En  supposant  y  =  —  /^,  on  a  2  — ^  y  ^  2  4- /;  >>  o  ;  on  se  trouve  dans  le 
premier  cas  et  l'on  retrouve  bien  la  formule  (6). 

Remarque.  —  Ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  les  séries  entières  qui 
vérifient  l'équation  (i)  ne  dépendent  que  dune  constante  arbitraire,  qui 
rentre  comme  facteur.  Or,  nous  savons  (n°  18G)  que  Tintéirrale  générale 
doit  dépendie  de  deu\  constantes.  Ceci  nous  prouve  que  certaines  inté- 
grales de  certaines  équations  différentielles  peuvent  ne  pas  être  déve- 
loppables  suivant  les  puissances  croissantes  de  ce.  En  conséquence,  la 
méthode  de  résolution  des  équations  différentielles  signalée  au  n°  18G 
peut,  dans  certains  cas,  ne  pas  être  applicable  ou  ne  l'être  que  partielle- 
ment (comme  c'est  ici  le  cas),  c'est-à-dire  ne  donner  que  des  intégrales 
particulières. 

Pour  terminer,  observons  que,  dans  l'hvpothése  où  y  n'est  pas  entier, 
la  formule  (4);  combinée  avec  la  formule  (j),  donne  l'intégrale  géné- 
rale. Mais  celle-ci  renferme  alors  un  développement  à  exposants  frac- 
tionnaires. 

2.  Intégrer  l'équation  différentielle 

dx  dy 


\/  a  —  -1  Ox  —  x-        \l  a  —  1  by  —  )- 
Les  variables  sont  séparées  (n°  188);  d'où  l'intégrale  générale 


/"  d.r  r  ay 

(i)  1  — ^^^^^^==  =  I  _  -;-  const. 

J  \  a  —  ihx  —  x-      j    \/(i 


dy 


ou,  en  effectuant  les  quadratures  par  la  métliode  de  réduction  (  n"  1G8), 

,    .  .      X  —  b  .      V  —  b 

(1)  arc  sm —  ^=  arc  sin    ' 1-  const. 

\/a  —  b'^  y/a  h-  b- 

II  semble,  à  première  vue,  qu'on  obtient  une  intégrale  transcendante. 
En  réalité,  la  relation  entre  x:  et  y  est  algébrique. 

Appelons,  en  effet,  y.  et  3  les  arcs  sinus  du  premier  et  du  second  mem- 
bres. Nous  avons 

Ci)  a  —  ^  =  con«l . 

ou 

(,f\)  siii  '  7.  —  [î  j  =  sin  a  cos[i  —  sin  3  ces  a  =  consl.. 
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OU 


( 5 ;       (  j:-  —  6 ,1  \Ui  —  1  by  —  y-  —  i y  —  h  )  \' a  -r-  ib x  —  x-  =  const .  =  C. 

C'est    bien    là    une    relaLiun    algébrique.   On   peut  d'ailleurs  la  rendre 
rationnelle.  Si  Ion  pose,  pour  sinaplilîer  Técrilure, 

(6)  X  —  6  =  X,         y  —  6  =  Y,         a—'b-=m. 
on  obtient,  par  deuv  élévations  au  carré. 

( 7 )  /n2 ( X2  —  Y2  )2  ^  -2  C2  [ '1 X2  Y2  —  m (  X^  —  Y^  i]  -^  C*  =  o. 

Les  courbes  intégrales  sont  du  liuilième  degré. 

3.  Intpgrer  L'équation 

(•■^y  — .r)(^-— r*)s>n^  —  .r5=o. 

y 
Celte  équation   est  homogène  en  j.\  y.  Posons  donc  (n<^  190)  —  ^=/. 

Il  vient 

cl  oc 

(l-f-  t-\  sin^  dt  =  , 

.r 

d'où 

logjr  :=  2  t  iin  t  -^  (  \  —  (-  )  cost  —  const. 

Les  équations  paramétriques  de  l'intégrale  générale  sont 

(C  =  const.) 

't.   Intégrer  l'équation 

ix'-y' -i- xy  =  X-— i         (E.  P..  191?.). 

Celte  équation  est  linéaire.  Appliquons  la  niétliode  décrite  au  n''  lî)l. 

L   II q nation  sans  second  nienil/re  : 

ix^-y' -^  xy  =  o, 

ou 

dv        \    dx  ,  I  ,  ,       .-, 

— ! —  o,  JoiT  v  -i —  log.r  =  losC; 

y  i    X  --î 

C 

\/x 


no  CIIAIMTRI':    \v. 

II.    J  ariaiion  de  la  constante  : 

o   G' 
•>.r-  -—  =  .r--(-  I, 


^,_  l  •-^•-—  I    /-        i 


- —  \/.r  =  -  V  r-  -+■  .r 


:i  1 


C  =  -  (  .r- 'î.r    -     -t-  /i  =  -  ,r-  —  .r    -  -^-  Â  (A-  =  const.  ). 

2  V  ■)  /  ^ 

Portant   dans   (i).  nous  avons   pour  intégrale   générale  de    réq nation 
proposée 


(2; 


T  I  /■ 

'     ~    '^  ■'•  "^  y/a- 


5.   Intégrer  l'équation 

5y' — )-  siiij'  -i- j'*  sin^a'  =:  o. 
C'est  une  équation  de  Bernoiilii  (  n°  10*i);  elle  s'écrit 


ou,  en  posant  ;=:—-» 
1  j..i 


y  I     . 

^^—  —  ■ — sin.r  -+-  SI  11  2  .î'  =  o. 


,z  sin.r  =:  siii2.r. 


]]quation  sans  second  membre 


=  —  -  sin^  cLr, 


lo^^^  =  -  ces  j" -i- loi;  C,  z  —  Ce' 

5 


\  ariaiion  de  la  constante 

^  Ce'         =  sin>. .r, 
C  =    /    -^  t'    *         sin  2, ro'.r. 


Posons 
il  vient 


/•    j       —  -  COS.f 

=    /    -  e    ^         s  i  n  2  ,z 


—  -cosa;  =  /,  -  sina"  t/./- =  f//, 

)  5 


C  =  fe'  (-  '^tyit=-'-^    fe'  trlt^-'^  (e'  t  -  f  e'  ctt) 

10  10     -rcosj/  •]  \ 

=  — c'ii — M -i- const.  =  — e    "  i -h  -  cosr     -î- corisl.; 

3  3  V  j  / 


ÉQUATIONS    DIl-FKRKXTIELI.ES.  III 


TO  /  3  \  -  cos.r 

•;  =  ^7-  (  I  -(-  —  cosa-  )  -1-  Ae'  (k  =  const.  ), 


y 


\ 

().   Intégier  l'équation 


V  10  /        3  ,       ,   . 


y  =  T  A  j')  -t-  si  y')- 


Celle  équation,  qui  est  dite  équation  de  Lagrange,  rentre  dans  le 
prennier  cas  examiné  au  n"  193;  car,  si  l'on  y  regarde  or  ei  y  comme  des 
coordonnées  courantes,  elle  représente  une  droite  et  par  suite  une 
courbe  unicursale.  Comme  paramètre  /,  nous  pouvons  garder  œ.  Nous 
posons,  d'autre  part  (  n"  193), 

/  N  ,      dy 

Nous  avons  alors 
(2)  y  =  xf{u)-\-  g{u); 

d'où 

( 3  )  dx  f{  u)  -T-  X  f  (  u )  du  -h  g' ( u)  du  —  u  dx 

ou 

(4)  ^  [/(«)— «]-^^/'(«J —  -''(// 1  =  0. 

Celte  équation  est  linéaire  par  rapport  à  u.  On  Fintégrera,  ce  qui  don- 
nera (n° 191) 

(  X  =  F  (u  )  -i-  C  G(  u) 

(5)  ^  ,  (C  =  const.) 

pour  équations  paramétriques  de  l'intégrale  générale. 

Cas  particulier.  Équation  de  Clairaut.  — L'équation  (4  )  cesse  d'être 
une  équation  diflerenlielle  dans  le  cas  particulier  où  /(//)  =  u.  L'équa- 
tion correspondante 

est  dite  équation  de  Clairaut. 
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Dans  ce  cas,  Téqualion  (4)  donne 


(7) 


On  n'a  plus  de  constante  arbitraire.  En  réalité,  ceci  lient  à  ce  qu'il  n'est 
pas  légitime,  dans  le  calcul  actuel,  de  diviser  l'équation  (3)  par  di/  pour 
obtenir  l'équation  (4).  La  première  se  réduit  en  effet  à 


et  donne  :  soit 

d'où  la  courbe  (7);  soit 

d'où 

et 

(8) 


du  [x  -h  g'  {  u)\  = 
x  =  —  g'{u), 

du  =  o, 
u  =  coiist.  =  G 


j^'intégrale  générale  est  constituée  j)ar  l'équation  (8).  ((ui  se  déduit 
de  (6)  par  le  simple  remplacement  de  v'  par  une  constante,  et  qui  repré- 
sente une  famille  de  droites.  La  courbe  (7)  n'est  autre  que  l'enveloppe 
de  ces  droites  (t.  II)  et  constitue  ce  qu'on  appelle  une  intégrale  sin- 
gulière. 

7.   Intégrer  l équation 

y'^  —  '^yf  -^  j^  =  o      (  i'>-  p • ,  1 906 ). 

Cette  équation  n'est  pas  résoluble  par  l'apport  ;•>  >';  mais  elle  repré- 
sente une  courbe  unicursale  (folium  de  Descartes)  si  Ion  y  regarde  jj' 
et  y'  comme  des  coordonnées  courantes. 

Posons 

y'  =  iy; 

nous  obtenons 


(0 


y  = 


M 


y  = 


3^2 


f^' 


il  y'  =  ) at  —  y  ax  =  dx  ; 

1  —  V'  )'  -^  1  —  t-^ 


dx 


(1  —  i->)^ 

I  —  f.t'^jdt  _ 


{■^-} 


y 


t 
■\t 


v//2_  t 


^2  ;;  -1-  1 

=  —  \/i  arc  tang 


t-—  I  -r- 
■it  —  \ 


v/3 


dl: 
con.'-l., 
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Telles    sont    les    équations    paramélri([iies    de     iiiilégrale    générale. 
8.   InLégrev  l'équation 

„     y''       I 

La  variable  x  manque.  Posons  (n»  193) 

Nous  obtenons  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 

f^       -_  _L 


_   k  I  I  /dv\- 

''~  y 

doù  l'on  tire 

ydy 


qui,  intégrée,  nous  donne 

I  i  / dy\- 

=  -  (  -r-  I  (  A-  =  const.); 

y-        2  \dx J 

J    ^Mky-x) 
Posant 

lcy  —  i  =  t\ 
il  vient 

v/a     r  ,         \f>.f         t^\ 

X  —  aro  =  -r-    /    ^\-^  t-)dt  —  -r- [l -^  —  \  (Xo=  const.), 

k-  J  k'  \  J  / 

ou,  en  élevant  au  carré  et  remplaçant  /-  par  ky  —  i, 

{x  —  x^y-^  -Arji^y  —  iKAjK^'i)-. 

Telle  est  l'équation  de  l'intégrale  générale. 
9.   Intégrer  V éfjualion 

fi=:y" —  3r'-i-  -^.y  =  37^ -+-  37^  c h  J7  -f-  are-f  cosa^. 

I.   Equation    sans   second   membre.    —      L'équation    caractéristique 
/•- — 3r  +  2  z:^  o  a  pour  racines  i  et  2;  d'où 

(i)  _Xo=  Cie-^-f-Cje--^. 

IL  fz=.  JC-.  —  Substituons  y  ^=  ace- -h  bx  +  c  (n°  198)  : 

y  =^  ax- -\- bx -^  c.  •>., 

y  =■  xax -r- b,  — S, 

y"  =  2a,  I . 

Haag.  —  Exercices,  I.  8 


î  l4  CHAPITUK    XV. 

En  mulliplianl  par  les  facteurs  écrits  à  droite  et  ajoutant,  on  doit 
trouver  a-'-.  Donc 

•2  (7  =  I  ,  lb  (uf  =  o,  ■>.€  —  3  6  -H  -2  «  =  o, 

d'où  l'intégrale  ])articulière 

_y3  ^.r       /  gx  f,—.x  \  T-     •  1 

m.  /=  — -    (  nous   décomposons   ch^   en 1 —y  — Faisons  le 

changement  de  variable  y  =.  e^' z  (n°  198,  II):  Téquation  transformée 
s'écrit  immédiatement  (les  nouvelles  racines  de  l'équation  caractéris- 
tique sont  o.  i) 

__,_  .r'* 

^         "  'i 

d'où,  en  intégrant  (') 

_  ^* 
^  —  ^.  —  —. 

Substituons 

z  = ; — \-  ax^  -^     bx--+-     c  X  -{-  d,  —  i , 

z' =:  ■ x^ -^"iax--^- nbx -^  c^  i, 

2 

—  —  -  6——-  c  =  — ''  r/  =  — 3- 

~  2  '  -.i  '  ' 

d'où 

8  2 

IV.   f^ —  Faisons  le  changement  de  variable   yr^e^'^r;   les 

nouvelles  racines  sont  ■?.,  3;  donc 

2, 

En  substituant 

z  = \-  ax-  -h  ùx  -i-  c, 

12 

on  trouve 

(4)  ^-=— r^— -^^-^3ôj- 

(')  Il  csl  inulilc  il"iiiUi)(liiiie  une  coiislaiilc,  imisqn'on  veul  sculcMu-iit  une 
intégrale  particulière. 

C)  Nous  négligeons  le  terme  constant,  car  il  ilomicrail  un  Iciinc  icnlranl 
dans  C,  e'^  de  y„. 


/  X*  .T''  OX-  „        ,  ,„, 

(3)  y,=  e-(---------.T        n. 
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V.  f  :=z  e-^ X co?> X .  —  Faisons  le  cliangemenl  de  varialjle  y  =  e--^z;  les 
nouvelles  racines  sont  —  i,  o:  donc 

z"  -\-  z'  =  X  CCS  37, 

z' -h  z  =  I  37  cos^  o^a?  =  37  sina;  H- cosa?. 
Substituons 

z    z=  (nX  -{-  Ù)  ces  37  +  (C37  +  (/)sin37, 

z'  =  (ex  -h  d  -h  a)  cosa7  +  ( —  a37  —  /->-i-c)sin3-, 
«  +  c  =  (),         b  ^  d  -h  a  —  1 ,         c  —  a  =  i,         d  —  b  -\-  c  =  o; 

d'où 


(5) 


JK4  =  e--^  M  —  ^^^ h  I  ]  ces 37  -i-  I  —  H 1  sina- 


sin37    . 


rCn  définitive,  l'intégrale  générale  de  Féquation  proposée  est 

X-  0  37  7  /  X'*  37-'*  3  37-  „ 

r  =  Cie-^-f-  ce^-^H 1 1-4  —  e-^l 1 1 h  3x 

■>.  -i  4  \  ^  i'  'i 

e-^  l    „       bx-        IQ37        6)\         „    f/       ^         \  (.rn-ii    . 

'  X^ -\ 1 '- r-   TTT      -(-  e2-^' hl       COS37-^- 
10.   Déterminer  iiiiLégrale  de 

y" —  'i-y'  -^  'ïy  =  X  e^  ces  37, 

qui  s'annule  pour  x^=o.  en  même  temps  que  sa  dérivée. 
Cherchons  d'abord  l'intégrale  générale. 

I.  Equation  sans  second  membre.  —  Les  racines  de  l'équation  carac- 
téristique /■- —  2  /•  +  2  =1  o  sont  I  ±  /;  donc  (n°  197) 

(i)  jKo  =  e-'^(Gi  C0S3" -t- 0-2  siii3'). 

II.  Intégrale  particulière   (')..  —  Décomposons   le   second   membre 

X  .  X  . 

en  —  e^('+'')-|-  1- e-^c-').  Pour  le  premier  terme,  faisons  le  changement  de 
variable  y  =z  e''<'+''  z  ;  les  nouvelles  racines  sont  o,  —  2  /;  donc 


^     -i-    ■>IZ     =    -;-  . 
I 

(')  Nous  engageons  le  lecteur  à  recommencer  la  déleriiiinalion  de  celle  inlégrale 
par  les  deux  autres  procédés  inili(iiiés  an  ii°  198  (IV).  Il  pourra  ainsi  ciuniJarer  la 
rapidité  des  trois  mélUodes. 
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Substituant 

z  =  —  i-—-^ax~b, 
o 

on  trouve 

a=  -,  h  =  ~z; 

8  i6 

d'où,  en  négligeant  le  terme  en  b,  qui  rentre  dans  Ko, 

XX 

yi=  —  e-^i-i-'"'( —  ix  +  i)  =  —  e->^(cos^  -;-  i  sina?)  ( —  ix  -+- 1). 

Pour  le  second  terme  -e*i'-'),  on  obtiendrait  une  intégrale  particu- 

lièi~e  imaginaire  conjuguée  de  celle-ci;  en  la  lui  ajoutant,  on  doit 
trouver  le  double  de  la  partie  réelle  de  i,.  On  peut  donc  écrire  tout  de 
suite  l'intégrale  relative  au  second  membre  complet, "à  savoir 

(2)  —  e-^(cosa7  H- 37  sinar), 

4 

l'intégrale  générale  étant  dès  lors 

(3)  j' =  e-*^  f  Cl  cosa:' -1- Co  sinj- -I- —  cosa: -i- —  sin^r  j , 

III.  Calcul  des  constantes.  —  En  annulant  .r  dans  y,  nous  avons 
d'abord  Ci  =  o.  Prenons  ensuite  la  dérivée,  en  laissant  de  côté  les 
termes  qui  disparaissent  pour  .z  :=o;  il  vient 


,             /^                     cos,z-  \ 

j  =  e-ï"  I  C2  ces  a:  H r- .  .  .  I . 


Écrivant   f|ue   y'   s'annule   a\ec    r,   nous    avons   C2=: 7-   Finalement, 

l'intégrale  demandée  est 

y  =^  — \  X  cos  X -\- (  x"^ — i)sina7]. 

1 1 .   Intégrer  l'ér/ualion  y"  —  4 J''  +  4/  =  ^' <?"'^' 

I.  Equation    sans   second   membre.    —     L'équation    caractéristique 
r-  —  4''  +  4  =  o   a  u'ie  racine  double  égale  à  2.  Donc  (  n°  107) 

jo=  e2-'-(Ci  x-\-  C2). 

II.  Intégrale  particulière.  —  liaisons  la  transftuni^tion  y  =1  e--^  z  :  les 


ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  IIJ 

nouvelles  racines  sont  o,  o;  donc 

„         ,  ,      x"  x^ 

^    =  X*  ^  Z   ^    — 7- >  z  ^    —     • 

L'intégrale  générale  esl  donc 

1^.   Intégrer  l'équation  œ-y" -\- pxy' ^  qy=^o  {p,  y^const.).  par 
c/ian 

On  a 


le  changement  de  variable  x  t3  e' 


,        dy         cly   dt    dy   1 

c^a-         rff   dx         dt  x^ 

dy'  _  f/-r    1  <^i'    I 

^j"         dt^-    X-        dt  x- 

Portons  dans  l'équation  proposée 

,   ,  d'Y        ,  .  dy 

(I)  ^-^/^-^)^-^^-^  =  «' 

équation  linéaire  à  coefficients  constants. 

Soient  /i.  /'o  les  racines  de  l'équation  caractéristique 

{1)  r-  ^  (p—  i)r  -h  q  =  o. 

L'intégrale  générale  esl  y  z=i  Cje''' -h  C^e'-',  ou 

(3)  y  =  CiX'-^~C2X'-2. 
Dans  le  cas  où  /■,=  /'i,  y  =  e'"''  (Cj^  H-  C^), 

(4)  y  —  x'>{Gi\ogx -h  Cî). 

On  peut  arriver  directement  à  ce  résultai,  en  faisant  le  changement  de 
variable  r  =  07'';,  qui  donne 

j-2  ^"  ^_  3"(  i  f  -^  p)  z'  -r  [  r  (  r  —  i)  ~-  pr  -r-  q  \  Z  =  o. 

On  annule  le  coefficient  de  z  et  l'on  a  une  équation  du  premier  ordre 
en  ;;'.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'expliciter  les  calculs  et  de 
retrouver,  par  cettç  voie,  les  formules  (3j  et  (4). 
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EXERCICES  PROPOSÉS. 


1.  Trouver  les  séries  entières  (|ui  véiifienl  les  équations  diflerentielles 

(I)  xy" -^  (2/1 -^- i)y — xy  =  o  (équation  de  Bessel), 

(II)  y'+.r/'  +  j>-  =  o, 

(III)  (i  —  -'î"-)jk" — xy-\-y  =  o, 

(  I V  )  ^-(y  -^  y"  )  -t-  (  -^  —  ^-  )7' — y  =  <^- 

2.  Intégrer  les  é([uations 

y' -h  x(y--^  i)  =  o,  y' -h  laniix  lau'^y  =  o,         ydx  =  sinxdy, 

,        X 

y  =  y3 — 1^        y  coè-x  =  7.y--^ y  ^  i,        y-\ e^-t-r=o. 

3.  Intégrer  les  équations 

y' {^^  -^ y-  )  =  X-  — y-,  (xy-  —  yx-)  dx  -\-  {x-^-¥- y^)  dy  =  o, 

k.   Intégrer  les  équations 

xy' — iy  =  x^,  (i  —  x-)y' -h  iy  =^  X  + -i.^  (x'^-\-\)y' — xy  —  ^'- =  o, 

y'  co?^x  — ^  sin.r  =  sin  ir,         y'  ^•in x  -^ y  =^  %\n x  -^  cos^a*, 

y' -\-  -^xy  -(-  a:^  =  o. 

5.   Intégrer  les  équations 


y'  \l \  -^  x--\- y  -1-  xy'''  =o,         %\w X {y' ^ y~)  -^  "y.  co% X , y {\  —  xy^  =  o. 
G.   Intégrer  les  équations 


y  =  xy'-^  —  y'  \/y"'—\,  y  =  xy' - 


7.  Intégrer  l'équation 

x^y''^-r-y-  =  y'-"'. 

[N"  103,  premier  cas.  l'oser,  par  exemple,  .ry' :zz  y'"'  cos  t,y=-y'"'  s'\n  t.] 

8.  Intégrer  les  éqiiati(Mii 

x^ —  xy' -T-  y'^  —  o,  ( X  — y'  f-h y'i^  — y')  -t-  I  =  o. 

[N"  193,  deuxième  cas.  Poser  y' z=:  tx,  x  —  j'=/.] 
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9.  Intégrer  les  équations 

[N°  193,  troisième  cas.  Poser  y' z=  t y ,  y'  -h y  :^  t .] 
\{).    Intégrer  l'équation 

x*y^^  ■ix{x'^y  —  i)^'-4-  4(1  —  j)  =  o. 

N''193,  troisième  cas.  Posery'^  ^el  résoudre  par  rapport  ^y.Ou  pourra 
aussi,  à  titre  d'exercice,  faire  le  changement  de  variable   z  =^  xy -^ 

11.  Intégrer  les  équations 

xy" -^  iy' ^  X  %\nx,        j^'h- jk*  =  i -+- 2jk,         'iy"  —  y'-^=e-y, 
y" — y'-  =  ey  —  i,         2 y" -h  y'-  =  2  sin'2jK  —  cosa^^  -1-  i . 

12.  Intégrer  les  équations 

y'=f(r),       y"y'"'  =  /(y)- 

[On  peut  appliquer  la  méthode  générale  du  n°  195,  ou  bien  multiplier 
les  deux  membres  par  y'  et  intégrer.  ] 

13.  Intégrer  l'équation 

5(y"'y-=3y"yM. 

[Poser  y''=z.  On  trouve  comme  courbes  intégrales  toutes  les  para- 
boles du  plan.] 

li.   Intégrer  les  équations 

y"—iy'  —  y  =  x^-^xsinx,         y"-^y' — -ly  =  (^\   , 
y" -\-  Sy'  -\-  :>.y  =  x-  e^-^  cos''.r. 

15.   Intégrer  les  équations 

y" -T- y' -ry  =  (a™  -h  2)^+  sin^j"  cosa:,         y"-^ y  =  -^^  cosa", 
y" -^  j[ y  ^  e^  005  2^7  -~-  sin  2  2*,         y" -^  '^y' -^  ^y  =  e^(co^-x  -^-  x-). 

10.   Intégrer  les  équations 

v' -{-  2y'  —  y  =  xchx,  y" —  f^y'  ■+-  ç)y  =  sh''j7, 

l      ^Y    . 

.\y  —  4j)'  -I-  I  =  \x  ■+■€■-/  -r-  sinar. 
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17.  Trouver  une  fonction  satisfaisant  à  réqualion  i''  —  y' + '- y  =z  x 
et  telle  que.  pour  .r  =z  i,  on  ait  y  z=  3,  y'  =  —  i. 

18.  Intégrer  Téquation 

)'   — () y" -\- -i. i y  —  -iÇty  =  e--^  co^Zx  (E.  P,,  1912). 

[Même  procédé  d'intégration  que  pour  une  équation  du  second 
ordre.] 

19.  Intégrer  les  systèmes 

d.v  (h- 

—, — h  y  —  X  =  o,  —. — \-  'IX  —  V  =  0  ; 

dl       -^  '  dt  -^ 

d-  X  d-  y 

— 1-  y  =  o.  —7^  -4-  a?  =  G  ; 

df^        -^  (//2 

dx  dy  dz 

777  ~'^'  'dt  ^  ~"  7(7  ~'^' 

[Eliminer  y  pour  les  deux  premières,  y  et  :;  pour  la  troisième,  en 
dérivant  un  nombre  suffisant  de  fois.] 

20.  Etant  donnée   récjuation   (i  —  •^'')y" — :vy' -\- n'-y  =  o,  on  fait    le 

changement  de  variable  j:  =3  cp  (  ^  ).   Déterminer   la    fonction  o  pour  que 

dv 
l'équation  transformée  ne  renferme  pas   de  terme  en   -^'  Puis   intégrer. 

(Leçons,  exercice  n°  399.) 

21.  A  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  fonctions />  et  q  pour  que 
l'équation  y" +/?>'+ ^y  =z  o  admette  deux  intégrales  1/  et  r  liées  parla 
relation  «- -h  c- =  1?  (  E.  P..   1909.) 

[/•>  ^"     1^   - 

En   posant   u  ■=^  coso,    i'  ^=  smo,  on   trouve  </  =  o  -,  />  = —  —,;  a  ou 
cp 

■2pq  -h  q'  =^0.  Si  elle  est  remplie,  on    peut  calculer  9=  /  \/qd.r,  et   l'on 

a  l'intégrale  générale  C,  coso  +  G,  siiio,  qu'on  peut  aussi  obtenir  par  le 

changement  de  variable  y  :=  ^  coso. 

22.  Intégrer  l'équation  .rj" — y'-^.T^y=^o. 
[Appliquer  l'exercice  précédent.] 

23.  Etant  donnée  une  équation  linéaire  du  second  ordre  (pielconque, 
sans  second  membre,  si  l'on  en  connaît  une  intégrale  particulière  j',,  on 
peut  avoir  l'intégrale  générale  par  deux  quadratures.  En  déduire  la 
forme  C,j^,  +  ^2/.,  ^*^  cette  intégrale. 

[Faire  le  changement  de  variable  y  =  r, z7\ 
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2i.  Montrer  que  l'équalion 

(x  —  a)( X  —  b  )y" -i-  (  m  -i-  n .r  )y' -f-  p  y  =  o, 

OÙ  a,  b,  m,  n,  p  sont  des  constantes,  jjeul  être  ramenée  à  l'équation  de 
la  série  h\  pergéométrique  (exercice  résolu  n°  1)  par  un  changement  de 
variable  de  la  forme  œ  =  a.  -\-  ^  t. 

25.   Etant  donnée  l'équation 

dHJ       d'-V       âH]_    _ 
àx-     '     Or-  dz-  ' 

déterminer  les  solutions  de  la  forme 


U  =o. 


26.  Déterminer  les  solutions  de  la  forme  U  =y(^/j;"- -h  j- -h  z'-)  pour 
Féquation 

dx-         Oy-  Oz- 


On  posera  U  =  — ^'  /'  =  y/^''  +  J"  +  ^-. 


CHAPITRE  XYI. 

POLYNOMES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

l.  Diviserle  [jolyjiome 

■xx' —  "ix^-^-i'M —  i)x^-^  {i  -r-  \)x'* —  '  x^-^  ^x- —  lix  —  4  +  -î  * 
par 

X'^  —  2  x-  -{-'Mx  -\-  \. 

Nous  disposons  les  calculs  de  la  manière  suivante  : 

ix'' — 3a7«+(3j — i)x^-+-   (  i^^)x'* —   ';x'^-\-^x- — -i-ix —     4-1-  3j       1  x^ — -xx'^-h 'Mx  -\-  \ 

—  'Mx'" — 1{  i-\--i)x'* — 1 1.27^-1-4^" — '^i^ —     ■{+  ^i       ' 

—  \{'i.i-i-\)x'*—-20x'^-\-^{\-^'ii)x'^ — lix —     4-+-  3t 

—  4(4t-f-7).r34-4(6f— 5)a72-|->.(8  +  i5j)3: —     4 -i-  M 

—  4('î^'+ 1 9) 3c~-^-i( 571—  I G )a:  -i-  I  oS  -)-()7  i 


■4('-iî+i)a?— 4(4t-i-7) 


Le  quotient  est  inscrit  au-dessous  du  trait  horizontal  de  droite.  Les 
restes  partiels  successifs  sont  écrits  sur  les  lignes  de  gauche,  au-dessous 
du  dividende.  Le  dernier  est  le  reste  de  la  division,  qui  doit  donner  lieu, 
dès  lors,  à  l'identité 

ix' —  "ix^-^-iZi—  'x)x^-{-  ( i  -^  ^)x'* —  -^x^-^-  ^x"^—  -xix  —  4  +  3/' 
=  (iP* —  IX- -\-  "à  i X  ■+■  ^){-2x'* -\-  X'^  —  'Mx-—  !^{^2.i-\-l)x  —  4(4^  +  7)] 
—  .\{:>.i  ■+-  i9)./'2-|-  'ii't'j  i  —  iQ))x  -\-  108  -I-  67  t, 

dont  la  vérification  constituerait  une  preuve  de  la  division. 

(Conseil  pratique.  —  Il  devient  rapidement  pénible  de  faire  menta- 
lement le  calcul  des  coefficients  des  restes  partiels.  Aussi,  conseillons- 
nous  au  lecteur  d'effectuer  lesdits  calculs  sur  une  feuille  de  papier 
séparée,  comme  d'ailleurs,  dans  la  résolution  d'un  problème  quelconque, 
il  convient  de  le  faire  pour  tous  les  calculs  auxiliaires,  afin  de  ne  pas 
noyer  les  résultats  principaux,  qui  servent  de  jalons  dans  la  marche  à 
suivre. 
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2.  Diviser  2  h-  j?  —  x^  par  \  -\-  Zx  —  x''- —  x'*  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x,  en  s'arrctant  au  premier  reste  qui  renferme  x'''  en 
facteur. 

La  disposition  des  calculs  est  la  même  que  précédemment  : 


ï^jX- —     6^7" 

—  'i-x'^ 


(3n  a  l'identité 


I  -I-  3.r  —  37- —  X* 


•1  —  'iX-\-  i~x-  —  5~x^-i-  Kjox^ —  63>  JT* 


237+ 

2  37* 5  37^ 

1937+ 537»-l-         1737'' 

1903^* —     623;»-!-         17378 5737" 

—  63237»-i-   2073:8 —    5737'J-i- 19037* 

2103378 68937"-!-  19037^ 63237^ 


2  -4-  X  —  ./;3  =  (  I  -f-  3.r  —  .X-—  ,r*)(2  —  5.r  -I-  17.'-—  5-x^-h  190. z'^—  632.r5) 
-i-  ./;8(2io3  —  689./;  H-  I90.r2  —  G32.r^). 

3.  Diviser  sin  9  par  1  —  ixcosO-h^'-  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X.  (Cf.  Leçons,  t.  I,  p.  161.) 

Le  premier  terme  du  quotient  est  sin  9.  Le  premier  reste  partiel  est 

R,  =  .rsin2  0  —  .r'-sinO. 

Le  deuxième  terme  du  quotient  est  j?  sin  2  9.  Le  deuxième  reste  partiel 
est 

R2=  .r2(2  sin20  cos6  —  sin 6)  —  .r^  sin  2 6 
=  .r2(sin3  6  +  sin  0  — sin  0)  —  x-i  sin2  0 
=  ./■■-  sin  3  6  —  ,t'  sin 2 0. 

Le  troisième  terme  du  quotient  sera  .17-sin  3  9  et  l'on  devine  que,  d'une 
manière  générale,  le  n'"'""^  terme  doit  être  ar"~'sin/?9,  et  le  «""""'  reste 
partiel 

(i)  Rn=  i"  sinfn  -f-  i)0  —  .r«+i  sinnO. 

Pour  le  prouver,  raisonnons  par  récurrence.  Admettons  (  i  ). 
Le  («  -h  i)'ème  terme  du  quotient  sera  a:"sin  {n  -f  i)  9  et  le  reste  corres- 
pondant 

R„_^,  =  R„  —  .;•«  sin(n  -l-  i)0(i  —  237COS0  -4-  x^) 

=  ./•"-'-'  [2  sin(rt  -I-  i)0  cosO  —  sin  nO]  —  .r'«+2  sin(  n  -f-  1  )6 
=  ./•«+>  [sin(rt  -h  2)0  -i-  sinnO  —  sin  «0  J  —  ./"-*-'-  sin(/i  -i-  i)0 
=  ./;«-+-•  sin  (  rt  -4-  2  )  6  —  x"+^  si  n  (  «  -(-  1  )  0, 

ce  qui  est  bien  l'expression   déduite  de  (1)   en  changeant  n  en  «  +  1. 
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On  a  donc,  quels  que  soient  n,  .r,  0, 

(2)     sinO  =  (i  —  î.r  cos6  -+-  .r2)(sin6-|-  .r  sinaO  -+-  .v-  sinSO  -!-...-{-  .r"-i  pin«  0) 
-4- a"«[sin(/i -;- I  )0  —  ./■  sin  «  OJ. 

Autre  méthode.  — On  peut  arriver  au  même  résultat  en  décomposant 

la  fraction    -r^ en  éléments  simples  (Ghap.  XVII).  On   a 

(Cliap.  \'II;  exercice  résolu  n°  2). 

,<..  si»  9 


I  —  ■->. ./'  cos  0  -+- ./'"-        2  i  \  j- c'^         X e  "'" 

Divisons  i  par  ^-  —  e'^,  suivant  les  puissances  croissantes  de  œ.  Nous 
écrivons  (n°  203) 


I         _ 


,-/0 


Puis 


I  =  (i  —  .r  e-'6)(i  -H  .r  e-'^J -H  ,r2  e-2'&-+-.  .  .-f-,r«-i  e-'"-"'^)  -h  .r"  g-'^'O, 

•     I  f  f.  r  c^'lih 


.re  '"  "  ••         •  .  ,_,,.  (>-/(j 

I  o  (>—tiïb 


Changeant  i  en  —  /,  nous  avons 

I  e  "  '  Q 

=  e'9-1-  ./■  e-'^>^  .r-  e-^'^  +  ...-4-  ./■"-'  C'/'J—  a?" 


Ajoutant  et  portant  dans  (3),  en  tenant  compte  des   formules   d'Iiuler 
(n°  109),  il  vient 

siiiO 

(  4  )     7 r  =  sin  0  -+-  .1-  sin  ■>.  0  -!-  ,/,'-  si n  3  G  -(- .  .  . 

i  —  'A.r:  cosO  -t-  .r^ 

X"  f  <'-"''9 (./•  _  r-  '0  )  _  e«''6  (.,■  _  ^'0  )  I 

+  .r«-i  sm  n  0  H ! — ; -r • 

•ii{i  —  -.i ./•  cos 0  H-  ,r2 ^ 

Le  crochet  est  égal  à 

etn+i)i'i_  e-(«+i)/9._.,.(e«/0_  e-«(0)  =  •,if[sin(«  -f-  i)0  —  ./•sin«0]. 

En  reinj)laçarit  dans  (4),  on   retrouve  bien  (2)  divisé  par 

1  —  ix  cos  0  -1-  X-  . 
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Remarque.  —  Si,  clans  l'idenlilé  (2),  on  fait  x=i\,  il  vient 


si  n  0  -i-  sin  2  0  -+-...-+-  sin// 0 


0 
>iii')  —  2  sin  -  cos 
2         ' 

n-t-  -, 

i« 

4  sin-  - 
cos cos  [n~\-- 

0" 

.    0 
2  sin  - 

2 

.     n  H-  I  .,    .     /j  0 
sin  IJ  sin 

■).                  2 

.     0 

sin  - 

2 

formule  bien  connue,  que  nous  retrouverons  en  trigonométrie  ('). 

k.  Calculer  la  valeur  du  polynôme  x^ —  8^?"+  i  1  x^ -\-  x'" — x--\-  2, 
pour  X  ^=  6. 

Nous  formons  le  reste  de  division  par  x  —  6  (  n"  203). 

.jc^  —  8 x'  -\-  1 1  .t:^  -4-  .r5  -t-  o . .r*  +  o. .v^  —  x-  -H  o . ,r  4-  2 , 
I,     — 2,     — I,     — 5,     — 3o,     — 180,     — 1081,     — 6i86,     — 38914. 

x\ous  avons  écrit  les  coefficients  successifs  au-dessous  des  termes 
correspondants  du  dividende,  complété  là  où  il  y  avait  lieu.  Le  reste, 
c'est-à-dire  /  {&),  est  le  dernier  nombre  obtenu,  c'est-à-dire  — 38914. 

o.    Calculer  la  valeur  du  polynôme 

1 06 x^  —  g .i:*  -+-  4 8 x^  4-  3 1  ./^ -f-  1 9 ,r -1-  2 , 

I 
pour  X  = —  -• 

Nous  divisons  par  i  +  Sa*,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x^  en 

nous  rappelant  que  le   reste  égale  ( — '^Y  f  \  —  ij  )  '    quand  on  a  épuisé 

tous  les  termes  du  dividende  (  n°  20i)  : 

2          -(-  1 9 •^'  -H  3 1  .r-  -+-48  x'^         —  9 x'*          -\-  1 06 .r^ 

2             3  7  —  8                55               —  334 
Donc 

./       i\  — 334  334           167             16 


8/        (—8)5         85  4  X  8'         16  384 

G.   Calculer  le  p.  g.  c.  d.   et   le  p.  p.  m.  c.   des  deux  polynômes 

.rs  -I-  3 .r*  4-  3 .r^  4-  7 ,/•-  -H  5 .;;  -4-  i      et     x'*  -(-  2 .v^  —  3 x-  —  f\x  —  i . 

(')  Cf.  Chap.  VII,  exercice  résolu  n°  7. 
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Clierclions  d'abord  le  p.  g.  c.  d.  On  dispose  les  calculs  comme,  en 
aiiliiméliqiie,  pour  le  p.  g.  c.  d.  de  deux,  nombres  entiers;  c'est-à-dire 
qu'on  écrit  les  quotients  successifs  au-dessus  des  diviseurs,  qui  doivent, 
tour  à  tour,  servir  de  dividendes. 

Remarques  pratiques  importantes.  —  I-.e  reste  de  la  première 
division  n'a  que  des  coefficients  pairs;  nous  l'avons  divisé  pars  avant  de 
le  prendre  pour  nouveau  diviseur.  Gela  ne  faisait  que  doubler  le 
quotient  de  la  deuxième  division,  sans  changer  son  reste,  tout  en  simpli- 
fiant les  calculs.  La  deuxième  division  avait  alors  pour  premier 
terme  ix^,  ce  qui  devait  introduire,  dès  le  début  de  la  division, 
des  coefficients  fractionnaires.  Pour  éviter  ceux-ci.,  nous  avons  multi- 
plié le  dividende  par  2,  ce  qui  doublait  le  reste.  Nous  avons  répété  la 
même  opération  sur  le  premier  reste  partiel,  ce  qui  doublait  encore 
le  reste.  Enfin,  nous  avons  changé  le  signe  du  dernier  diviseur. 
Ces  modifications  n  influent  pas  essentiellement  sur  le  p.  g.  c.  <-/., 
car  elles  ne  peuvent  que  le  multiplier  par  un  facteur  constant.  Or,  au 
point  de  vue  de  la  divisibilité,  il  n'y  a  évidemment  pas  lieu  de  distinguer 
deux,  polynômes  de  rapport  constant. 


3 

;.3_|_ 

7 

.r 

^-1- 

5,r-f-  I 

6 

r^-h 

1 1 

./■ 

--i- 

6.r 

4-  1 

4 

>■'■'  -f- 

14 

./• 

2_i_ 

\ox 

■■t-  2 

■>■    -r-  I 

x  —  3 

1T  -+-  I 

.r^  -1-  2  x^  — 

3  .r^  —   4  •'■  —  I 

2,r3  +  7. 

•-  -H  5  .V  -+-  1 

.r'^-hoX-T-i 

2^'^-|-4.'f-*  — 

(i,r2_    8.r— 2 

■2  -H  3  r  -1-  I 

—  3,/;3  — 

I  1  .r^ —   g.r  —  2 

0 

— 6.r3— 

>.2./- —  l8./' — 4 

— 

.r-  —    3  ./■  —  I 

Le  p.  g.  c.  d.  est  .ï- +  3 .r  -h  i . 

Pour  calculer  le  j).  p.  m.  c,  formons  le  ([uolient 


7-^-\--iX^ —  33*- — A.T —  I 


x--h  ox 


On    trouve    x- — x  —  i.    Multipliant    ensuite    par 

a-s  _i_  3  07^  -f-  3  X-*  4-  7  a:-  -i-  5  :r  -f- 1 , 


nous  obtenons 


(\x  —  I, 


(jui  est  le  p.  p.  m.  c.  cherché. 

7.  Etant  donnés  deux  polynômes  '^{x)  et  '^(-2?)  et  deux  constantes 
distinctes  a  et  b,  déterminer  le  polynôme  le  plus  général  f{x)  tel  que 
f{x)  -+-  a  soit  divisible  par  o{x)  et  fix)  -+-  b  par  i^^). 

Application  :  (^{x)=:  {x  —  i  )■'',  'J;  (  .r  )  r=:  ( .r  -}-  1  )•',  a  =z  i ,  b^=z  —  i . 

On  doit  avoir  deux  identités  de  la  forme 


(«J 


\f{.r)^<h{.r)^V{.r)-b- 


d'où 
ou 

(^) 

en  posant 

(3) 


POLYNOMES. 

o(.r)  'h(.i-)  —  i,(.r)T(.r)  =  a  —  b, 

a  —  h 
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U(.r)^ 


V(,r: 


On  reconnaît  Tidentité  de  Bezout  (n°  209). 

Ceci  nous  prouve  crabord  que  le  problème  n'est  possible  qu'autant 
que  o  et  ^  sont  premiers  entre  eux.  Cette  condition  étant  supposée 
remplie,  on  déterminera  les  polynômes  particuliers  L'  et  Y'  qui  satisfont 
à  (2)  et,  en  outre,  au\  conditions  de  degrés  énoncées  au  n°  209. 
On  prendra  ensuite 

U  =  \]'—^{x)  (S {.»:),  V  =  V'+cp(./;)e(.r), 

OÙ  B{x)  désigne  un  polynôme  arbitraire;  puis,  d'après  (3)  et  (i). 

/(.r)  =  Q  (./•)(«-  b)[  U'-  'K'^-)  ^i-n\  —  '' 
=  ^{.r){b  —  a)[y'^^{x)^{x)]  —  b: 

(4)  /(.;;)  ^  À (./•)  +  I^(.r)ç(.r)d.(,r), 

en  désignant  par  /J-(.r)    un    polynôme  arbitraire  et  par  /.(j:)    la    valeur 
commune  des  deux,  polynômes  \}' {a  —  b)o{x)  —  a  et  \' {b  —  a)'l{.v)  —  b. 

Application.   —  EfTectuons  la  recherche  du  p.  g.  c.   d.   de   {x — i  ) ' 

et  {x  +  o^ 


—  6.r2 


D'où  l'on  déduit  les  identités 

C2  =  'i;  —  'i (3./;- -i-  I  j,      3 '!>  =  ( 3 .>■' 


1 

. 

■  --3 

3.r 

./■^-H  3.r-4-  3./-;-  I 

3. 

■--1-  I 

.r 

3.r 

9.r2-4-8.r-+-3 
8.r 

1 

3  .r^  ■ 


^-o 


I  )  (  ./■  -H  3  )  -I-  8  .V,       (  3  .'■■-  -4-  I  )  =  .r .  )  .r  —  1  ; 

3iV-4-(.^-+3)^'^~'^- 


2  S    L        2 


1  =  0 


0^- 


TÎT 


2  ib 
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Nous  prenons  donc 

U'  =  — 1  — ^  — i^,  \"=  1  _  li£_|_  llil- 

~        2         i6  iCt  2         iC)  i6  ' 

Àf-r)  =—  ^(3.r*—  io,r2-hi5). 

o 

Finalement,  ,u.(j:)  désignent  un  pohnome  arbitraire,  nous  avons 

f{x)  =  (.r^— 1)^  I-t(-'-)—  ^(3.i-— io,r2  +  i5). 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Diviser  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  : 

x'^  —  ix'*  —  1  i x^ -T-  X- -{-  i X  —  i     par     x^-^  x  -V-  i\ 

x'  ->r  x'*  —  x-^  i     par     x* ^  X  -\-  -i; 

x' -^ '^  x^ -\- Ç)  x'i — l'ix'' -^  (^x^ -^  ^x^  —  X  —  4      !>»'■      x^-^\x'^ — ix^-^- X -h- \. 

2.  Diviser  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  : 

I  —  X  —  x--\-Zx^     par      i-t-.r-f-.r- — 3:r^-l-4^*j 
en  s'arrêtant  au  reste  en  x^', 

1 -\- X  —  ^x- — "ix^-^Çix'* — ix^ — ix'^-^-x'     j)ar     i  —  x  ^  •?. x- -[- x^ . 

3.  Diviser  i  par  (i  — xY  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
jusqu'au  reste  en  x'K 

(On  pourra  d'abord  diviser  i  par  i  —  x,  jusqu'au  reste  en  o;""^^;  puis 
dériver  deux  fois  l'identité  obtenue.  Ensuite,  et  à  titre  d'exercice,  on 
fera  directement  la  division  et  l'on  vérifiera  le  résultat  obtenu  par  la 
première  métliode.) 

k.  Déterminer  m  et  n  pour  que  x'-* -^  'è  x'- -\- m  x  +  n  soit  divisible 
par  ^^  —  2  mx  -\-  i . 

(Faire  Indivision  suivant  les  puissances  décroissantes  et  annuler  le  reste.) 

5.  Calculer  les  valeurs  des  polynômes 

a^'o — X* — i6a"»-{- 4^  H- 2,         |)ourx  =  3; 
x'^-^  l\x'' -^  ^x^-^  li^x--^- !\0~x  —  I,         pour  .r  =  — 7. 

0.   Calculer  les  valeurs  des  polynômes 

I 
3  jt''  —  1 4  x'-'  —  x''  -H  xfjx^  —  a?  -i-  I ,         pour  x  —  -•, 

/ 

I 
43a-»-t-  -i^x"^  -h  «ja;^—  x'*-^  ix^-\-  lo.r- —  1,         pour  x  =  —  y 
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7.  Calculer  les  p.  g.  c.  d.  et  p.  p.  m.  c.  des  polynômes 

ix'  -h  x''^  X* — ox^-i-x^  —  ./•  —  3     et     x'' — x^-r-ix^ — X'-h-i.; 
x'* — x^ — i5a72-i-i  ia:-t-4    et    x' -^iox^—35x^ — g^x''-i-3QX''-hi3x'^ — 33a7 — 12; 

(x-—  iy(x'^ — 3x  -^  ■2)-(x  -h  2)     et     (x^  —  i)(x'^—  4X  -^"i^ix  -hi). 

8.  Si  un  poljnome  est  premier  avec  plusieurs  autres,  il  est  premier 
avec  leur  produit. 

(On  peut  raisonner  comme  en  arithmétique,  ou  bien  écrire  Tidentilé 
de  Bezoul  pour  chaque  facteur  du  produit  et  multiplier  membre  à 
membre.) 

9.  Si  un  polynôme  est  divisible  par  plusieurs  polynômes  premiers 
entre  eux  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  leur  produit. 

10.  Trouver  les  polvnomes  U  et  V^  satisfaisant  à  l'identité 

\]x"^-^yn  —  x)"=i         TE.  N.,1901). 

11.  Trouver  un  polynôme /(  ^r)  tel  (|ue /(a;) -f- i  soit  divisible  par 
a;-H-i   et /(.r)  +  2   par  (^-i-a)''. 

{Cf.  exercice  résolu  n°  7.) 

12.  Prouver  que  x'-^"' -^  .r^"'*'^ -h  a^^P~*~-  est  divisible  par  .37- +  j? -+- i , 
m,  n,  p  désignant  trois  nombres  naturels  quelconques.  (E.  P.,  1908.) 

13.  Si  le  polynôme /(  ^,  j',  ^)  est  divisible  par  jc  — /,  /  —  ■=,  2  —  a:, 
il  est  divisible  par  leur  produit. 

li.  Si  un   polynôme   symétrique   en   x  et  j-  est  divisible  par  jr — y, 
il  l'est  aussi  par  (.r  — j)-. 
[On  a 

fi^,j)  =  {^—7)ff{^,r),         2/(a-,j)  =  (a;— 7)[^(jr,^)  — ^(jK,^)].] 
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FRACTIONS  RATIONNELLES. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.   Calculer  le  développement  d'ordre  4  de  la  fraction 
x*  -^-  2  .r'*  —  x-  —  5  .r  -^  i 


.r-*  —  7  ir  *  -r-  1 9  ./■■'  —  i^x'--'^  \^x  —  o 


au  voisinage  de  x  ^=^\ . 

Posons  X  —  I  =z  .G.  Nous  avons,  tons  calculs  faits  (  '  ), 


y 


•2-H  3  s--  II^2^G^3 


-  2  __:_   -  3 0  Z 


3^^-11  cM-6s^' 


1  -H  .3  —  -IZ'-- 


Divisons  suivant  les  puissances   croissantes   de   c,  jusqu'à   ce  que  nous 
ayons  z~  en  facteur  au  reste  : 


—  ■!  -\-  "i  Z  ^  M  Z- -+-     6.33_u        z'-< 

5-3  -+-   7.s--f-    8-3-1-      z'^ 


\  ~  z  —  iz-^  z^ 


•2-i-  5  5-f-U---r-l6-'' —  l6-*-i-  4^^^'  —  1)4  -*" 


—    'iz-^ 

,1635— 48-'-'+    ,657 

—  94-^^-^108-" —   4^^-^^ 

■xo>.  z'  —  V.3  4  -"  +  94 


Nous  avons 


■^  z-        z  -1  ^-»  , 


P  = 


•H)).  V.34  -  -i-  94  Z'^ 


(')  Il  est  Commode  d'utiliser  Li  formule  de  Taylor,   pour  ordoniKM-   le   iiuméralt-ur 
cl  if;  dénoiuinaieiir  par  rapport  à  -. 
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2.  Décomposer  en  ('léinents  simples  la  fraction  rationnelle 

r^  -+-  2  ./■'•  —  .r^  —  2./'-  -+-  •/'  —  i 
■•''  ~  (.i-  — i;-*(.i-  — 2j 

I .    Pâle  I .  —   .r  —  1  =  z; 

_      I      —  3  -f-  7:;  4-  I7s2_f_  ,-j33_|_  -  -i_^_  ^3 


1  -I-  « 

Or,  en  appliquant  la  règle  du  n"  20i-,  on  écrit  immédiatement 

3  —  7  j—  17:;-—  17-3—  j -4 —  -5—  (,  _  ^j  (3  _/j  -  _  -21  j2^  — 383'  — 7«' 

D'où 

j  1 

21  38 -I- 7Cr  —  I) -f- (j-  —  i)- 


J  = 


(  .r  —  xf        (  .r  —  II-        X  —  I  X  —  2 

II.  Pôle  1.  —  X  —  2  =  c  ; 

I  I  4( 

}\  =  3  [  38  4-  7  (  2  ■+•  I )  —  (  3  -f- 1  )-  ]  =  -  (  46  4-  9  3  -4-  c"-  )  =  — 

46  4<i 

Jl= 1-9  +  07  —  2  .      -     .     - 


X  —  2  X  —  2 

Finalement, 

3  4  21  4*'        ,  _ 

(.r  —  I)-'        [X  —  \  y-        X  —  I         ./• — 2 

3.   Décomposer 

3"^  -I-  4^** —  x'*  -k-  x'-^ —  3  a"- —  (Sx  —  I 

-    ~    (  .7-  —  I  )  (  2  a-  -h  3  )  (>r  —  4  )  (  3  a-  —  1  ) 

Les  pôles  sont  simples.  On    peut    donc    calculer    immédiatement    les 
résidus. 

Pôle        I  :   nous  rnultinlions  par  .r — i    cl  faisons  a;  =        1  :  -: —  =  - 

^,.,3  3  3  64~  335 

l'i)le :  »  X  -\ —  »  X  = : : : r  =       — tt: 

1930 


/  ,.-  7') -7 

Pôle        4:  ))  :r  —  4  »  X  —       ^:  - — ^ — '■ —  =       -f— - 

I  I  3"  '•i3f)9 

l'Ole      -  :  )i  ■'■  —  -         »        X—      -  :     ; = — ^ 

3  I  3  2     I  I     /  I  I  \   „  1 9()02 


3 

6  (  —  3  j  2 
1675 
64 

•> 

5 
2 

79'î7 

Tj 

4  . 
I 

3.  1 1  .  1  1 
23119 

3" 

3" 

2.   1  I  /       Il 

3  T  \~  T.. 

)' 

l32 
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Cherclions  maintenant  la  partie  entière.  Nous  allons  diviser  le  numé- 
rateur par  le  dénominateur,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
Comme  nous  n'avons  pas  besoin  du  reste,  puisque  nous  avons  déjà  les 
autres  parties  de  la  décomposition,  nous  pouvons  négliger,  au  dividende 
et  dans  les  restes  partiels,  les  termes  de  degré  <;4i  l^'i  n'interviennent 
pas  dans  le  quotient.  Comme  conséquence,  nous  pouvons  négliger  au 
diviseur  les  termes  de  degré  ■<  2.  qui  donneraient  dans  les  restes  partiels 
des  termes  de  degré  •<  4-  Nous  avons  dès  lors  la  division  suivante  : 

6.^*  —  iZx'^ —  \!\x- 


4 

X'>  — 

X 

4- 

4 

X'^  -1- 

X 

b 

i 

x- 

"ë" 


36 


1 129 
216 


1 129 
"36^' 


Finalement, 


4z 

36 


1 129 


216  6(3-  —  I) 

33  5  7927 


'^399 


968(2.r-H3)        363(^7 — 4)        6534(3a7  —  1) 


h.  Décomposer  la  fraction  y 


en  éléments  simples. 


(x-'—i)-' 

La  partie  entière  est  visiblement  i. 

Nous  allons  maintenant  calculer  la  partie  relative  au  pôle  a:  =  i . 
Nous  en  déduirons  ensuite  la  partie  relative  au  pôle  .r  =  — i,  par  le  chan- 
gement de  jc  en  — a:;  car  ce  changement  doit  transformer  l'une  dans 
l'autre  ces  deux  parties,  étant  donné  que  leur  somme  ne  doit  pas  être 
modifiée,  en  vertu  de  la  parité  de  y. 

Posons  donc  j:  —  i  =^  ^.  Il  nous  faut  diviser  (i +  :;)*+ (i -H -;)^+ 2 
par  (2  -+-  zy,  jusqu'au  terme  en  z  quotient.  Nous  n'avons  d'ailleurs  pas 
à  nous  préoccupei-  du  reste,  grâce  à  la  remarque  faite  plus  haut. 
Bornons-nous  donc  aux  deux  premiers  termes  dans  le  dividende  et  le 
diviseur.  Nous  avons  la  division  suivante  : 


6z 

'iZ 


4  -f-4. 


La  partie  relative  au  pôle  jc  =:  i  est  donc 


(  X  —  l)^  2(X  —  l) 

I 


,  et   1  on  a 


•^        (  :r  —  II-     '    ■>(  X  —  Il     '     (  X  —  i  }'^         2  ■'  .r  -1-  1 1 
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5.  Décomposer  en  éléments  réels 

{X  -~  \  )  {X-  -+-  X  ^  l)'^  {X-  —  -IX  -^  ■!) 

Première  méthode.  —  Appliquons  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés.  Soit 

A  B^^C  Y)x-^¥  G^+H 

(0         y 


V  -i-  I  (X-~  X  -\-  \  )-  X-  —  ,r-  -H  I  ./•'- IX  -{-  •! 

Nous  devons  avoir  l'identité  : 

a;  +  2  ^  A(a:--i-  X  -I-  \)-{x- —  ix  -!-  i) 

-f-  (Ba;  -h  C)(ir  +  i)(,r2 —  -ix  ->!-  "i) 

+  (Da7-H  F)  (.r  H-  i)(a7-—  ax-f-  2)(.r2-r-  .r-4-  i) 

-f-(G.r-l-H)(.r-;-i)(.r2-t-    .r  +  i)^, 

a;  +  2  ^  Pi.{x'*-\-  ix^-^  3a7--t-  2.r  -f-  i)  {x^ —  "ix  +  i) 

H-  (G.r-i-  H)(,r5-i-  3.r*+  5 x» -(- 5 .r^ -h  3.r-i-  i). 

Identifiant  terme  à  terme,  nous  avons  les  sept  équations  suivantes  : 

A4-    D  4-    G  =  o. 

F4-3G4-    H=o, 

A-h     B-h5G-f-3H  =  o, 

—    B -T-    G  4-    D4-5G4-5H  =  o, 

3A—    C+2D4-    F4-3G^5H  =  o, 

2A-f-2B  4- 2D -H2F  4-     G4-3H  =  i, 

2A4-2C4-2F4-     H  =  2. 

Ce  système  peut  être  résolu  de  bien  des  manières.  Par  exemple,  nous 
tirons  des  quatre  premières  équations  : 

jG=— A  — D,  F  =  3A4-3D-H, 

^^^  j   B  =  4A4-5D  — 3H,         C  =  9A4-9D  — 8H; 

en  portant  dans  les  trois  autres,  il  vient 

(3)  —  6 A—    7 D  4- 12  H  =  0, 

(  ',)  i5A  4-  17D—  5H  =  I, 

(5)  26A4-24D  — 17II  =  2. 

En  faisant  la  combinaison  linéaire  (3)  —  (4)  -h  (5),  on  élimine  simul- 
tanément D  et  n  et  l'on   trouve  A  =r  ^  ■  .Moyennant  quoi,   (3)   et  (4) 


i3î 

d  0  II  II  e  11  t 
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D  =- 


r*orlaiil  dans  (2),  on  a  enlin 


r  -        79 

0-|5 


IVous  avons  finalement 


18 
169 


Al. 
I  (it) 


(0)  JK  = 


845 


B=  4,  C=  -^. 


iS.r  -I-  4I 


79  .r  -I-  3'i 


5(x4-i)         i3(3r2-i- .r -t- 1)^         1  (ic)  (  .r- -h  .r -h  i  )        S.'pf.i-^  —  a.r-i-'i) 


Deuxième  méthode.  —  Nous  allons  extraire  séparément  les  difTérentes 
parties  de  la  décomposition,  par  la  mélliode  de  la  division  indiquée 
au   n°  -218. 

Pôle  I.  —  Multiplions  y  par  .r  +  i ,  faisons  a:  =: — i;  nous  obtenons 

le   résidu  -  • 
5 

Partie  relative  à  x-+  œ  -\-  j.  —  Posons 

■r-  -h  ./■-+-  1  =  ^,  .r2  =:  —  .r  —  \  -^  z. 

Portons  dans  le  dénominateur  de  v 

(.r  -f-  \){x^—  IX  +  -2)  =  (.;;  -+-  1)  (—  3,/;  -1-  i  -f-  5) 

=  —  3 .r2  H-  ,r ( 5  —  ?.  )  +  1  -t-  5  =  .r (  ^  +  I )  -I-  4  —  2 5. 

Nous  avons  ensuite  (n°  218) 

X  -\-  ■>,  .r^-H-  -ix 


a:(  I  -I-  z  ).  -4-  4  —  2  5        .r'^  (  1  -!-  5  )  H-  ,/•(  4  —  2  - 
X  —  \  -^  : 


(0 


3.r(i-  s)  — I 
_  3  (;;  —  i)('.r  -+-•>.)  -^  (j  -+-  I  )(./■  — I  -J-z) 

3  (  -  —  I  )  (  -i  -  -  -^  s  )  —  (  z  -)-  I  ) 
^  —  (2.r-l-  7) -H  (4-^  +  ())j 

-13-1-17^  ^    ^' 

Divisons  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  jusqu'au  reste  en  z-  : 

2.r-H  7  —  (4./;  H-  6^5 
—  iX./H-  41 


I3-.75 

■>.  .r  -t-  7         - 

-  iS./'  H-  4  I 

13          ' 

IG9 

l'j  Nous  néf^ligeons  les  puissances  Je  z  supérieures  à  \n  première  (11°  218). 
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La  partie  relative  à  .r-+  ^  +  i  est  donc 

'ix  -f-  7  —  iH.r  -i-  4i 

i3(.''2-i-  ,r  —  [)'-         i(H)(.r--i-  .V  -^  I  ) 

Partie  relative  à  x- —  2.t  H-  2.  —  Nous  devons  poser  j;-^  2^-+ 2  =r  :;, 
puis  opérer  comme  précédemment,  en  négligeant   tous  les  termes  en  z. 

Gela  revient    à    remplacer,  dans    le    coefficient    de dans  y, 

.V-  par  ix  —  2  ;  ce  qui  nous  donne  successivement 


(.r +  I)(3.''  — IJ-         (,/;-i-i)  (  I9..r— [;)  (g.r— 41' 

puis 

.r -H  ■?  .!■--{- -i.t:  4-'' — i  3  f.r  H- 2) -1- 19(4  ■'' — '2)        79'^'  —  32 


I9,r —  (1         ig./-—  ji,/'        — 3.^: — 38  — 3x4'  —  «9X38  — 845 

La  partie  relative  à  x- —  ix  +  2  est  donc 

—  79./'  -f-  32 
843  (.':^- —  2  2'  -t-  2  j 

et  Ton  retrouve  bien   la  formule  (6). 

EXERCICES  PROPOSÉS. 
1.    Calculer  les  développements  de 


./■''—  [\.i:-'  -r-  1  'i.v*~  21  .r-'-i-  18./- -H  g./'  -+-  2 

au  voisinage  oe  x  =: —  i  et  jusqu'au  dixième  ordre;  de  —, —, : 

au  voisinage  de  x  ^=  \  et  jusqu'au  troisième  ordre;  de 

x''  -^  X'  —  3  x*  -r-  5  T  H-  3 
X-  -^  yx  —  4 

au  voisinage  de  x  ^=  yj  et  jusqu'à  l'ordre  —  2. 

2.    Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles 

x^-\-  1  .r  H-  7  .1^ 

(  X  -i-  \)-(  X  ->r-  2  )■'  '        (  2  ./•  —  1  )*  (  .1-  —  3  )  '         (  X  —  I  )(./•  —  2  )-(./■—  3  )•' 
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3.    Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles 

.1- — ./■  —  I  T(.r  —  i)  .r5_u3,ri — ./S  _^_  ^ 


(.r-1-  4)  (jT-i-  I  )  (.r  —  5)  (i.r  -(-  7)       {.r  -i-  i)  (.r  -1-  a)      1  ./■ —  i)(  ,r  —  2)(  S./H-i) 
k.   Même  question  pour 


(-'—9)  (-^-4) 

5.  Calculer  le  résidu  du  pôle  Jc  =:  —  '?.  dans  la  fraction 

.rS-H  4.rS  —  ./•  —  5 
(  .r  -h  2  )'*  ( .1:  —  I  )-^  (  ./■  H-  3  )- 

(.r-(-2  =;:;  négliger  dans  la  division  les  termes  en  z  de  degrés  >  3). 

6.  Trouver  le  polynôme  de  degré  minimum  qui  prend  les  valeurs 
1,2,3,  .  .  . ,  n  pour  j'  r=  1 ,  2.  3.  . . . ,  n,  ou  bien  pour  a:  =z  n,  n  —  i .  . . . , 
2.   I. 

(Dans  le  premier  cas,  on  pourra  comparer  le  résultat  avec  la  solution 
évidente  jK  :=  j?  et  en  déduire  des  identités  arithmétiques.) 

7.  Connaissant  les  restes  de  division  d'un  j)olvnome  par  a-  —  a, 
X  —  b.  .  .  . ,  wC  —  /.  calculer  le  reste  de  division  par  le  produit 

{.r —  a)  {x —  h).  .  .{.r  —  l  ). 

[Si  n  est  le  nombre  des  diviseurs  linéaires  donnés,  le  reste  cherché  est 
le  polvnome  de  degré  n  —  i  qui  prend  les  valeurs  connues 

/(«),         /'*;.  •••.        /</,»>         pour         .r  =  «,  ^.  ..  .,  /.] 

8.  Etant  donnés  n  nombres  distincts  a.  h.  ....  /,  et  un  nombre 
naturel  p'in  —  2,  on  a  Fidentilé 

al'  fjP 

(a  —  à  )(a  —  c).  .  .(  a  —  /)        (6  —  a  )  {b  —  c  ). .  .(  b  —  l  ) 

II' 


(  /  —  a  )(l  —  b).  .  A  (  —  h) 


(S'appuyer  sur  ce  que  la  somme  des  résidus  d'une  fraction  rationnelle 
est  nulle,  lorsque  le  degré  du  tlénominateur  surpasse  de  deux  unités  au 
moins  le  degré  du  numérateur.) 

0.    l'>lant  donnée  l'équation  du  troisième  degré  en  /. 
,2  yz  ^2 
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on  appelle  À),  )..>,  /s  ses  racines.  Calculer  .r-,  y-,  c-  en   fonction  de  À,,  )..> 
et  7.3,  ainsi  que 

■ri  -4-  v2  -I-   -î 


{■^) 


./•-  V-  3"' 

{a'-^X^y-        (b-^^K^yi        (c2^A,/2  -^ 

Partir  de  l'identité  en  ). 

■r-i  Y-  32  (  X  —  X ,  )  ( X  —  /v,  )  (  X  —  X s  ) 


a2_i_X        b^-hl    ■    c--;-X  (  X  ^  a"^)  (a -h  é^)  (X -f- c^; 


Pour  calculer  ^^,  j'-,  z-,  décomposer  le  second  membre  en  éléments 
simples. 

Pour  >r--|- y-H- ^-,  développer  suivant  les  puissances  croissantes  de - 
et  égaler,  de  part  et  d'autre,  les  coefficients  de  -• 

S                              ^'2 
- — :; r— — - — ;— -,  on  pourra  retrancher  les  égalités  obtenues 
(a2-r-Xi)(a-2-(- X2)  ^  *= 

en  remplaçant  successivement  À  par  /.[  et  /^  dans  (i). 

Pour  X — r- — ^ — r'    dériver   (2)   par    rapport  à  X  et  faire  '/.=^}.,.   en 

O  («■--+-  Al  r-i  \    ^  f  ff 

observant  que  le  second  membre  est  de  la  forme  ().  —  }.i)/(X). 

Pour  dx- ^  dy- -\- dz- ^  on  calculera  dx,  dy.  dz  en  prenant  les  difié- 
rentielles  logarithmiques  des  expressions  trouvées  pour  :r-,  y-,  z-.  On 
s'appuiera  ensuite  sur  les  valeurs  de 

0(ai-T- A,)^  ^^  0{a'-—l^)ia-^—Ki)'\ 

10.    Décomposer  en  éléments  simples  réels  les  fractions 

.r^  y*  I  I  .r^^3./-^ — ./■-  —  -Lf — 3 

./•* — I         x'^ — I        ./■« — I        .rS-Hi        (.*■--+- ^.r -i- -2)  (.r--i- 3) 
I  I 

(./■--:-  1 /'(.'■-  —  ./•  -f-  i/'        (./■■' —  ■>-■!'  COSrt  -1-  I  )  (.r* —  i.r  cos6  —  1  ) 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

i  .    Soit  l'équation  j;*  H-  ajc^  -\-  bx'  -h  ca;  -h  d  =:  o . 

i"  Chercher  la  condition  pour  que  le  produit  de  deux  de  ses  racines 
soit  égal  au  produit  des  deux  autres.  Résoudre  l'équation  dans  ce 
cas. 

2°  L'équation  étant  supposée  quelconque,  on  lui  fait  subir  la  trans- 
formation x^=y-\-h.  Déterminer  h  pour  que  l'équation  en  y  satis- 
fasse à  la  condition  précédemment  trouvée.  En  déduire  une  méthode 
de  résolution  algébrique  de  Véquation  du  quatrième  degré. 

1°  Soient  a:,,  .2;.,,  x^^.  x,_^  les  quatres  racines,  supposées  telles  que 
x^x^^^  Xi,x-^.  Elles  sont  partagées  en  denx  groupes  symétriques  (.rj.  x=i) 
et  (.2:^3,  .374),  ce  qui  nous  incite  à  poser  (') 

(1)  .ri4-.r,  =  /?,  ,^1.^2  =5',  ,/:i-i- .r^rr/)',         x^x,^=  q' . 

La  condition  imposée  s'écrit  alors 

(■^)  </ = '7'. 

tandis  que  les  relations  entre  les  coeflicienls  et  les  racines  j)rennenl  la 
forme 

(3;  P-^P'    =  — «, 

(4)  <i-^q'-^rp'=     ^) 

(-3)  pq'^qp'  =  ~c, 

(6)  qq'=        d. 

il   faut  éliminer  /j,  q.  p' ,  q'  entre  (2),  (3),   (4),  (5),  (6),  ou  p,p',   q 
(')    Voir  la  iiole  de  la  pa;;c  jSa  du  Cours. 
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entre 

{-)  p^p'z=z—a, 

(%)  PP  -^  27  =       b, 

(9)  '  p  ^p'  )q  ^  —  c, 

(10)  q^=        d. 
Si  l'on  lient  compte  de  (7),  (9)  donne 

Portant  dans  (10),  on  a  la  condition  cherchée 

(  I  î)  C-  =  a-d. 

Si  elle  est  remplie,  (11)  donne  q\  de  (7)  et  (8)  on  tire  ensuite  p  -\-  p' 
et  pp'\  d"où  p  et  p'  par  une  équation  du  second  degré;  puis  ^r,,  .r, 
et  x^.  J7;  par  deux  nouvelles  équations  du  second  degré. 

Pœinarque.  —  On  aurait  pu  aussi  trouver  les  relations  {7)  à  (10)  en 
identifiant  l'équation  proposée  avec  la  suivante 

{x-  —  px  ^  q)  ( X-  —  p' X  -^  q  )  =  o. 

2°  Si  l'on  désigne  pary(j:)  le  premier  membre  de  l'équation  proposée, 
Téquation  en  y  s'écrit 

f(y^h)  =  0 

OU  (n"  llo) 

(.3)  fUi)^yf'ih)~y^-f^^y^-f^-^y-*=o. 

Ecrivons,  pour  elle,  la  condition  (12) 

ou 

(  4  /i'  —  3  <7 A-  -f-  '.>  hh  -h  c  j-  —  (  i  h -h  a  »-  (  h'*  —  ah^  -^  bli-  —  ch  -+-  d)  =  o, 

ou 

(i5)  /(3(_  8c-!-  4 aô  —  «') -H //■-( 4 6^—5! ac  —  16 rf—rt- 6) 

-H  A ( 4 bc  —  8 ad  —  a- c )  -f-  c-  —  a-d  =  o. 

Il  V  a  donc  trois  valeurs  de  A  ré|)ondnnt  à  la  question.  De  plus,  on  voit 
qu'on  peut  ramener  la  résolution  de  toute  équation  du  quatrième  degré 
à  celle  dune  équation  du  troisième  degré  suivie  de  celles  de  trois  équa- 
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lions  du  second  degré.  D'une  façon  plus  précise,  avant  formé  l'équa- 
tion (i5)  en  h,  on  en  cbercliera  une  racine.  En  la  portant  dans  (i3),  on 
obtiendra  une  équation  en  r  résoluble  par  la  métbode  indiquée  dans  1°. 
Avant  les  racines  de  (i3).  on  aura  celles  de  l'équation  proposée,  en  ajou- 
tant à  cbacune  d'elles  la  valeur  précédente  de  h. 

2.  Étant  donnée  l'équation  œ^  -^  3.r-  —  x  —  7  ^=0,  calculer  la  somme 
des  sixièmes  puissances  de  ses  racines. 

Nous  pouvons  nous  ramener  aux  sommes  des  deux  premières 
puissances  (•),  en  divisant  x^  par  x^  +  3.c^ —  x  —  7;  ce  qui  nous  donne 
l'identité 

ar*î  =  {x^-^  Zx' —  X  —  ")  (x-^ —  3a7--f-  \ox  —  26)  -t-  673-2-+-  ^\x  —  182. 

La  somme  demandée  est  donc  égale  à  67S2-I-44S1  —  182,  en  conser- 
vant les  notations  du  n°  224-.  Or, 

Si=— 3. 
Puis, 

S.>  =  (^  S  1  |2 2  50  =  9  -1-  '2  =  11. 

Finalement,  la  somme  cherchée  est  égale  à 

G7  X  1 1  —  44  X  3  — 182  =  423. 

3.  Calculer  la^b'-c-,  pour  l'équation  x'^^ix"- — .3:  4- i  =  o.  —  On 
a,  par  exemple  (n°  223), 

S3  E  «2  li  =  ('  rtS  -^  ^,3  _i_  c^i  H-  C?'  j  (  «2  62  ^  rt2  cl  —  «2  d"^  _4-  h"-  C2  -(-  h"-  d"-  -H  C2  d-  ) 

=  "La'^ b-  -\-  I.a^  b-  c-, 
d'où 

Puis, 


(82)2=  (a2^_^2^_c2-4-rf2j2=  Si-4-2i:a262; 


d'où 


(2)  l«2/,2=    i(S2-Si). 


Enfin, 


855,=  S-.^la-^b^, 


d'où 

(3)  i:a5  62=  S5S.2— S7. 


(■'j   Voit-  la  noie  de  la  page  2ÎS9  du  Cours. 
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Portant  (2)  et  (3)  dans  (i),  il  vient 
(4)  ^a^b^c^=  ISsiSI-Si)  — SsSo+S:. 

Il   nous  faut  calculer  S,,  S3,   S;,   S5,  S7.   Employons  les  formules  de 
Newton  (n°  22i)  : 

Si  =  o, 

So-î-  4  =  0, 

Ss-r-  2S1  —   3   =  o, 

54+282^  Si-i-  4  =  o, 

85+283 So-H  S,  =  O, 

Sg-^  284 —  83-4-  82=  0, 
87-1-285 —  8i-f-  83=  o; 
d'où 

80  =  —  4)        83=3.        8i=4)        85==  — 10,        87=21. 

Portant  dans  (4),  il  vient 

'La^b'^c-  = —  I. 

Autre  méthode.  —  On  peut  encore  écrire  {cf..  n'^  223.  remarque  III), 

Or 

81  8-2  ^  8-1 -:- Z  a6^-, 
d'où 

Za6-2=  818-2—  8.-1  =  — 8-1. 

D'autre  part,  S_i  e>l  la  somme  des  racines  de  l'équation  aux  inverses 
(n°  242,  III)  :  y*  —  y^-f- 2  v^-h  i  ^  o;  c'est-à-dire  que  S_i=i.  Fina- 
lement, 

'La^b-c-=^  —  I. 

On  voit  que  cette  seconde  méthode  est  beaucoup  plus  rapide  que  la 
première. 

i.   Calculer  A  =3  (a  —  b)'{l>  —  c')'(<^'  —  <^)'^  pour  l'équation 

x^-\-  px  -h  ^  =  o. 

On   peut  faire  ce   calcul  en   décomposant  A  en  groupes  symétriques. 
Nous  conseillons  au  lecteur  d'employer  cette  méthode,  à  titre  d'exer- 
cice. 

Nous  allons  nous  servir  ici  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés 
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(  n"  225).  Le  degré  de  A  en  p  et  r]  est  au  plus  égal  au  plus  fort  exposant 
de  (7,  c'est-à-dire  4.  Le  poids  est  égal  au  degré  d'homogénéité  de  A  en  <7, 
A,  c,  c'est-à-dire  6.  Si  l'on  se  rappelle  que  les  poids  de  p  et  q  sont  •a 
et  3.  les  seuls  ternies  possibles  sont  des  teimes  en  p^  et  rf-.  Donc 

(1)  A  =  A/>3-f- B^2. 

Pour  déterminer  les  coefficients  A  el  B.  prenons  d'abord  a  z=z  b  ^=  \ , 
c  =  —  2  ;  nous  avons 

A  =  o,         />= — 3,  ej  =  2, 

d'où  l'équation 

(2)  27A  =  4B. 
Prenons  ensuite  </  :=  o,  />  j=  —  i  ;  d'où 

a  =  o,         6=^1,         c  =  —  r,         A=:4,         d'où         A= — 4- 

Portant  dans  (2),  on  a 

B=-27. 
Finalement, 

(3)  A  =  -(4/^3- 27^'-)- 

o.  Trouver  lesco?iditionspoui  que  Véquation  x'^  -\-  mx*  -\-  nx-  -^  p=:o 
ait  une  racine  triple. 

Une  première  méthode  consisterait  à  éliminer  .r  entre  les  trois  équa- 
tions (n°  226) 

(  i  )  f  { x)  ^  x""  -h  m x'*  -^  n X-  -\-  p    =0, 

(2)  f'{x)^=    5.r*-l-    f\inx'^-^ 'inx  =^  o. 

(3)  f" (x)  ^  "iox^ -\- ixmx- -{- -m     =0. 

Mais  cela  semble  devoir  donner  lieu  à  des  calculs  pénibles. 

On  pourrait  aussi,  el  c'est  beaucoup  plus  simple,  éliminer  ^  entre  (3  ), 
f",.y^o,/y!=zo.  Nous  conseillons  au  lecteur  de  faire  ce  calcul. 

Voici  une  troisième  méthode,  qui  est  encore  plus  rapide. 

Si  (1)  possède  une  racine  triple,  (2)  possède  une  racine  double.  Or, 
l'équation  (2)  se  décompose  en  x  ^=  o  et 

(  4  )  ')X^-i-  /[  ni  .7-2  -1-  2  «  =  0 

Pour  que  X  =  o  soil  racine  triple  île  (  1  1,  il  faut  que  /  (x)  contienne  .î  '* 
en  facteur,  ce  qui  exige  p:^n:=^o;  au(|uel  cas,  zéro  est  racine  qua- 
druple. 

Celle   solution    banale   élanl    écartée,    écrivons  (pie    (4)  <>  une  racine 
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double.  Celle  racine  doil  satisfaire  à  l'équalion  dérivée 

I  j  j'--r-  ><  mx  =  o. 

Gomme  nous  supposons  a-^o,  la  racine  cherchce  esi  nécessairement 
jc  zzz —  —. —  Si  nous  écrivons  qu'elle  vérifie  (4)  puis  (i),  nous  aurons  les 
deux  condilions  cherchées 

S^î  ,Si  S^  /2  \  4  82       , 

2  tl  =    )   X   —rr;  m^  —   (   X  —^  m^  =    i   X   — :-  W.^      t7   —  I       =  —  -   X   ——  ni^ . 
13*  IJ-  IJ-  \3  /  J  10- 

ou 

(o)  ,1   =—  -   ~r-;ni^ 

j     I J" 

et 

82  /  S3  8^  -i         82 

(6)  p  =  ——  m-     —T-  m^ —  »i^  -1-  -  X  -^7/ 

^  1  j-         \   I  yi  1  yi  3         I  j-i 

S*       _  /  8  2 \         I  8i 

i  )*        \  I J  3/        5         II* 

Afin  de  simplifier  l'écriture,  il  convient  de  poser 

8  m  _ 
i5 
On  a  alors 

1 5  a  5     ,  3     .. 

ni  = ,  n  =  -  a^,  p  =  —  tj*^"' 

S  1  8 

de  sorte  que  Véqaation  la  plus  générale  qui  soit  de  la  forme  {\)  et  qui 
possède  une  racine  triple  non  nulle  peut  s'écrire 

,    .                                      ..        là        ,       5         ,       3     .. 
(7)  x" ax*-\--a^x- — -«■•=<). 

où  a  désigne  une  constante  quelconque,    qui   n'est  autre   que  la  racine 
triple. 

A  priori,  (7)  doil  être  divisible  par  (.r  —  a)'^.   Elfectivement,  si  l'on 
fait  la  division,  ou  trouve  un  quotient  exact  égal  à 

,       9  3     , 

x'--^-ax-^  g«-- 

Les  racines  de  {r  )  autres  que  la  racine  triple  sont  donc  données  par 
l'équalion 

<)  3    „ 

(8)  .r- -t-  •7«.r -+-  -  rt-=  o. 

h  8 

Elles  soûl  imaginaires. 
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6.  Déterminer  m  pour  que  l'équation  mx^ -\- ni-x- -ir  x -\- niz=:  o 
ait  une  racine  double. 

Les  équations  dérivée  el  dérivée  par  rapport  à  la  variable  d'homogé- 
néité sont 

(i)  3ma72+ am^a; -h  I  =  o, 

(2)  ni^x^-^-ix -^"im  =  o.    . 

Eliminons  x  (  n°  23i) 

( 9  /?? 2  —  m-  )2  —  (6  m  —  -x  ni*  )  ( 6  m-'  —  2  )  =  o. 

On  peut  diviser  par  /n,  qui  ne  saurait  manifestement  être  nul.  Il  vient 
alors,  en  posant  m^:=  u, 

64  M  —  4(3  —  «)(3a  —  i)  =  o; 
ou 

u-  -i-  2  u  -^  l  =:  O. 

doù 


Si  m  possède  cette  valeur,  la  racine  double  de  l'équation  proposée  est 
la  solution  commune  à  (1)  et  (2).  Elle  vérifie 

(.J  +  3.(2)=0, 

c'est-à-diie  x^i.  L'autre  racine  est  donnée,  par  exemple,  par  le  pro- 
duit des  trois  racines,  qui  est  —  1  ;  elle  est  donc  égale  à  —  i . 

7.    Déterminer  p  et  q  pour  que  l'équation 

x*  -T-  ^x^  —  IX-  -\-  px  -\-  q  z=  o 

nait  que  deux  racines  distinctes. 

Une  première  méthode  consiste  à  écrire  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  le  premier  membre  /{x)  et  sa  tiérivée  est  du  second 
degré,  en  vertu  du  théorème  du  n°  '2'29.  A  cet  eflfel,  on  efleclue  la 
recherche  de  ce  plus  grand  commun  diviseur  par  la  méthode  de  la 
division  (n°206).  et  quand  on  a  au  diviseur  un  poljnome  du  second 
degré,  on  annule  le  reste  correspondant.  Ce  reste  étant  du  premier 
degré,  on  obtient  deux  équations  de  condition,  d'où  l'on  tii-e  p  el  q. 
Nous  conseillons  au  lecteur  de  faire  ce  calcul,  à  titre  d'exercice. 

Nous  allons  suivre  une  méthode  dilTérente,  qui  donne  lieu  à  des 
calculs  plus  simples. 

Observons  d'abord  f|ue  deux  cas  seulement  peuvent  se  présenter: 
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Premier  cas.  —  Deux  racines  doubles.  —  Dans  ce  cas,  /(.r)  est  le 
carré  d'un  trinôme  du  second  degré,  soit 

(0  X*^  \X'^—  2^---+-  pX  -f-  <7  =  {x--\-  Ix  -+-  |Jl)2. 

Egalant  les  termes  en  .r^  et  en  x-,  nous  avons  successivement 

(2)  À  =  2,  ,u  =  — 3. 

Egalant  ensuite  les  termes  en  x  et  constant,  nous  obtenons 

(3)  p=  —  i2,        q-=9' 

Voilà  donc  une  première  solution,  qui  correspond  à  deux  racines 
doubles,  données  par  l'équation 

(  4  )  X-  -^  IX  —  3  =  0 

et,  par  conséquent,  égales  à  i  et  —  3. 

Deuxième  cas.  —  Une  racine  triple  et  une  racine  simple.  —  La  racine 
triple  y.  doit  annuler  les  deux  premières  dérivées;  donc 

(5)  «3^-3  a- — -x -h  L.  =  o., 

(6)  3a2-f-  6a  —  1  =  0. 

L'équation  (6)  a  tous  ses  coefficients  numériques.  On  en  tire  deux 
valeurs  réelles  pour  a.  Choisissant  l'une  d'elles,  on  la  porte  dans  (5)  et 
l'on  obtient,  en  tenant  compte  de  (6), 

(7)  />=|(8a-i). 

Portant  enfin  dans  l'équation  proposée,  ou  plus  simplement  dans 
l'équation  dérivée  deux  fois  par  rapport  à  la  variable  d'homogénéité 
(n°  227),  on  a 

(8)  — «24 —(x-h3f]f  =  o, 

d'où 

3».  a  —  j 


(9)  '/  = 

Les  équations  (6),  (7),  (9)  nous  fournissent  donc  deux  nouvelles 
solutions.  Pour  chacune  d'elles,  a  est  racine  triple;  la  racine  restante  (3 
est   donnée    par    la    somme    —  4    des    quatre    racines,   c'est-à-dire  que 

Haag.  —  Exercices,  I.  10 
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EXERCICES  PROPOSÉS. 

1 .    Soil  réquation  a.r^  -\-  b.r-  -+-  cj:  -h  d  ^=  o,  de  racines  .ri,  jr^,  ^3. 
Trouver  la  condition  pour  que  Ton  ail 

(I)  Xia'y  =  —  1, 

(II)  .Ti-hx.2=mx3         {m  ^  —  i), 


(III)  .       ^3=  \/^\Or.i, 

2  I  I 


(IV) 


Xi  Xy  X.2 


[Pour  (1),  (H),  (IIl),  une  des  relations  entre  les  coefficients  et  les 
racines  donne  immédiatement  œ^.  Il  suffit  de  porter  ensuite  celte  valeur 
dans  réquation  proposée,  pour  avoir  la  condition  cherchée.  Pour  (1\  ), 
prendre  l'équation  aux.  inverses  (n'^2V2,  IH).] 

2.  Etant  donnée  Téqualion  précédente,  trouver  la  condition  pour 
que  l'on  ait 

Xi  -t-  .r.>  =  x^ x-y -r-  m T3         (m  ^  —  i ). 

Conunenl  peul-on  résoudre  réfjualion  dans  ce  cas? 

3.  Etant  donnée  l'équation  a '-^ -}- pa: -{-</  =  o ,  exprimer  que  deux  de 
ses  racines  ont  un  rapport  constant,  ou  que  Tune  d'elles  esl  égale  au 
carré  de  l'autre. 

k.  Etant  donnée  Téquation  x^-h  o.x- -\- bec -h  c  =^  o,  on  désigne  ses 
racines  par  langA,  langB,  tangC.  Trouver  la  condition  pour  que  l'on 
ait  2  A  +  B  +  G  =:  o. 

Celte  condition  étant  supposée  remplie,  on  pose  i  —  b  ^=  y,  a  —  c  ^=:  z, 
et  l'on  demande  de  discuter  la  réalité  des  angles  H  el  G  suivant  la  position 
du  point  de  coordonnées  >'  et  z  dans  le  plan  yOz. 

Application  nunirrique.  —  Calculer  en  grades  les  angles  A,  B,  G,  en 
supposant  j'  =z  3,  .3  =:  3. 

o.  Les  coefficients  de  l'équation  du  n°  1  étant  supposés  réels,  on 
suppose  que  la  racine  x^  est  seule  réelle,  les  deux  autres  étant  imagi- 
naires conjuguées  (n°  2V9).  Soient  M,,  M.2,  M;,  les  j)oinls  d'affixes  .r,, 
jîj,  x^.  Trouver  la  condition  qui  doit  lier  les  coefficients  a,  b,  c,  cl 
pour  que  le  triangle  M,,  M2,  M3  soit  rectangle  en  M^  ou  équilaléral 
(E.  I\,  1909). 
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[On  doit  avoir 

X]  -f-  .To  \  ■-       (t<  —  .r.>  )"- 
—  X.' 


dans  le  premier  cas,  et 

(  :; ^3)  -+- 7(3^1  — ^2)-=  o, 

dans  le  second  cas], 

6.  Condition  pour  que  l'équation  ;r*+ a^* 4- Z>x- +  c^  +  rf=  o  aient 
deux  racines  dont  la  somme  soit  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 
Résoudre  l'équation  dans  cette  hypothèse. 

7.  Déterminer  m  pour  que  l'équation  œ'' -h  3)^ -\- ma-- -\- 3 œ  +  2  =  o 
ait  deux  racines  dont  la  somme  soit  égale  au  produit  des  deux  autres. 
Résoudre  ensuite  l'équation  obtenue. 

8.  Déterminer  m  pour  que  l'équation  x''  —  6a)-^ — ^- H- m^  4- 4^=0 
ait  deux  racines  de  somme  nulle. 

9.  Comment  peut-on  résoudre  une  équation  algébrique  sachant  que 
ses  racines  sont  en  progression  arithmétique? 

(Les  deux  premières  relations  entre  les  coefiicients  et  les  racines 
permettent  de  calculer  la  plus  petite  racine  et  la  raison.) 

10.  Déterminer  trois  nombres  a,  6,  c  pour  qu'ils  soient  racines  de 
l'équation  a:^-i-  ax^~\-  bx  -\~  c=io  (E.  P.,  191 1). 

(Se  servir  des  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines.  ) 

11 .  Etant  donnée  l'équation  x^  +  px  -f-  r/  =  o,  calculer 

Xa3^,      "V??      ^a*bc,      (a2-4-62)(è'-T-c2;(c'2-<- a2). 

12.  Etant  donnée  la  même  équation,  former  l'équation  du  second 
degré  qui  a  pour  racines  a6"^-f-  bc-  -+-  ca^  et  ac- -\-  ba- -\-  cb-. 

[On  peut  calculer  la  somme  et  le  produit;  ou  bien  remarquer  que  la 
ditlerence  de  ces  deux  quantités  est  égale  à  {a  —  b)  {b  —  c)  (c  —  a), 
dont  on  sait  calculer  le  carré  (Exercice  résolu  n°  \).\ 

13.  Calculer 

'La'*bc         pour         x' -h px -{- q  =  o, 
^a-b'-cd         pour         x^ —  '\x^ -\- x--h 'ix -+- i  =  o, 


bc 


pour  x^ -\- x'' — 1  =  0. 
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li.    Etant   donnée    l'équation    binôme  .r'"=i,   calculer  Sp   pour    les 
différentes  valeurs  de  p. 

15.  Calculer  Taire  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  racines  de  l'équa- 
tion .î"^H-  «j;-  +  |3.r  H-  y  =:  o  (E.  P.,  1909). 

[Appliquer  la  formule  bien  connue  S  nr  \^/p  [p  —  a)  {p  —  ù)  {p  —  c)  .  J 

16.  Calculer   trois   nombres   connaissant  leur   somme,   la    somme   de 
leurs  carrés  et  la  somme  de  leurs  cubes. 

(Ecrire  les   formules  de   Newton  pour  l'équation  du   troisième  degré 
dont  ces  nombres  sont  les  racines.) 

17.  Résoudre  le  système 

x-i-y-hz=:o,        ar^-f- j^-H  ^^=  5o,        a^^-t- j'»  _f_  -3  =  —  5o        (  E.  P.,  igi-»,). 

{Cf.  Exercice  précédent.) 

18.  Condition  pour  que  les  équations 

x^-h  pa:  -i-  q  =  o,         a  x^  ^-  b  x-  -\-  c x  -\-  d  ^  o^  x'*  -\-  p x'^ -\-  q  :=  o 

aient  une  racine  double. 

19.  Déterminer  m  pour  que  l'équation 

"ix'* -\-  \x^ —  ()X' —  i-ix  -\-  m  =0 
ait  une  racine  double. 

;20.    Déterminer  m,  a  pour  que  l'équation 

x'* -\-  m  x^ -^  ■>.  X  -{-  n  ^  o 
ait  une  racine  triple. 

21.  Déterminer  //;,  /i,  p  pour  que  l'écjualion 

x^>-r-  mx'^-T'  ïox^-{-  nx  ^ p  =  o 
ail  une  racine  (juadruple. 

22.  Déterminer  m,  n  pour  que  l'équation 

x'> —  3;"»ar'-i-  Zox--+-  inx  -^  n  =  o 
n'ait  que  trois  racines  distinctes. 
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23.  Délerminer  m,  n,  />,  q  pour  que  réquation 

x^  —  1 8  .r*  -+-  6  m  a?-*  -h  6n  x-  -+-  Gpx  -\-  q  =  o 

n'ait  (jue  deux  racines  distinctes. 

[On  montrera  qu'il  doit  exister  une  identité  de  la  forme 

f(x)^ix-<x)J]^. 

En  identifiant  terme  à  terme,  on  aura  des  équations  pour  délerminer  m, 
/i,  p,  q,  a.] 

24.  Séparer  les  ordres  de  multiplicité  de  l'équation 

x^  —  x'^  —  jx^  -\-  x^  -h  Sx  -h  ^  =  o. 


CHAPITRE  XIX. 


ELIMINATION. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 


1 ,   Déterminer  p  et  q  pour  que  les  équations 


(^0 


X'*  -r-  "ix'-^ lîX- Il  X  -T-  p  = 


nient  deux  racines  communes. 

Nous  allons  écrire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  est  du  second 
degré  (n°  230) 

q  —  lo 


x^'-h'ix^  —  Zx-  —  \\x  -\-  p 

^X-^-^  \X- (  I  I  -T-  <7)  37  -i-  /) 

.\x^-\-  (lo  —  q)x  -^ p  —  3  ^ 


"^  X  -\-  q 


4 :r2 -t-  (  I o  —  q)x  ~- p  —  oq 


4^'* —  •î8a'  -f-  '\q 

{q  —  ïo) X-  ^  (  "^  q  —  p  —  ■î%)x  -+-  4q 


[Sry- 


((/  — io)n  ^      (lo  — <7) 

p  —  28  -\ — \x-h^q-^(p  —  ^(j) — ^ 

I         J  ■\ 


Annulons  le  reste  correspondant  au  diviseur  du  second  degré 


(3) 
(4) 


4(37  —p—  -l-S)  -r-  (q  —10)2=  o, 
\Gq  -T-  (p  —  3<7)(io  —  q)  =  o. 


Eliminons /J,  parla  combinaison  (10  —  .y  ) .  (3)  H- 4  •  ( '1  )  "i  ''  vient 
(  5  )  (  7  —  I  o  ;3  —  {  X  -.'S  (  (7  --  I  o  ;  —  ',-'  y  =  o. 

Nous  simplifierons  celle  équation  en  posant 
(6)  y  =  10  -4-  4  M, 

il  vienl.  en  efTet, 

("y)  U^ I  W/    10    =   0. 


ÉLIMINATION.  l5l 

Ayant  u,  (6)  donne  q;  puis  de  (3)  on  lire 

(8)  />  =  •>.(2m'-+- 6» -f- I). 

Les  racines  communes  à  (i)  et  (2)  sont  obtenues  en  annulant  le  plus 
grand  commun  diviseur 

(  9  )  .r-  —  Il  T  ^-  II-  —  7  =  0. 

La  troisième  racine  de  (i)  est  —  u,  car  la  somme  des  trois  est  nulle  et 
la  somme  des  deux  premières  est  //,  d'après  (9). 

Les  troisième  et  quatrième  racines  de  (a)  sont  données  par 

(10)  x- -i-  (u  ^-  3) X  -{-  3  u  -^  l  ^=  o, 

comme  on  le  voit  en  calculant  le  quotient  de  (2)  par  (9),  ce  qu'on  peut 
faire  en  négligeant,  au  diviseur  et  dans  les  restes  partiels,  tous  les  termes 
de  degré  plus  petit  que  2. 

Le  problème  admet  trois  solutions,  qui  correspondent  aux  trois  racines 
de  (7).  —  Parmi  celles-ci,  la  racine  u  =1:—  i  saute  aux  yeux  et  donne 
q  zizÇi^  p  =1  —  6.  a  et  —  3  comme  racines  communes,  1  comme  troisième 
racine  de  (i),  — ■  j  comme  troisième  et  quatrième  racines  de  (2).  —  Les 
deux  autres  racines  de  (7)  sont  données  par 

(11)  II'  —  Il  —  Kl  =  o  ; 

elles  sont  réelles,  mais  incommensurables.  Si  l'on  tient  compte  de  (11), 
les  équations  (8)  et  (9)  se  simplifient  un  peu  et  s'écrivent 

(ri)  /?  =  '2  {8«  -H  'îi). 

(  1  3  )  -f-  —  «  .r  -H  «  -i-  3  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  tle  prouver  r[ue  la  plus  petite  racine 
de  (11)  donne  seule  des  racines  réelles  pour  (i3),  ainsi  que  pour  (10). 

i.   Eliminer  x  entre  les  deux  équations 

(  I  )  x^  -f-  4  "î  X'  —  3 ./;  4-  2  =  o , 

(  2)  2.r3-+-  {m  -f-  ■\)x-  —  5.r  -t-  i  =  o. 

Nous  allons  nous  ramener  à  deux  équations  du  second  degré  (n°236). 
Multiplions  (i)  par  —  2  et  ajoutons  à  (2) 

(3)  (2  —  ~  m) .1:- -*- .i: — 3  =  0. 

Multiplions  (2)  par  — 2.  ajoutons  à  (1)  et  divisons  par  ./■,  en  remar- 
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quant  que  zéro  ne  peut  jamais  être  racine  commune 

(4)  —  3. 7-2-^9. (/«  —  •?. ).r-(- 7  =  (.. 

Annulons  enfin  le  résultant  de  (3)  et  (4), 

[(•2  —  ~  fn)-  —  9]2 —  [>.(?.  —  -  ni)(in  —  •>,  )  --  3]  [7  -^  ()(/??  —  2)]  =  o 

ou 

(5)  '28/?i^-H  7i3/«- — 100/»  =0. 

Il  y  a  donc  trois  valeurs  de  m  pour  lesquelles  les  équations  proposées 
ont  une  racine  commune.  Cette  dernière  peut  être  obtenue  par  la  combi- 
naison linéaire  7  .  (3)  -t-  3  .  (4),  qui  donne,  en  enlevant  le  facteur  x, 

(6)  .         '"'-'' 


49  m  —  5 
En  particulier,  pour  m  ^^o,  la  racine  commune  e>t  i. 

Autre  méthode.  —  Eliminons  ni  entre  les  équations  proposées,  au 
moyen  de  la  combinaison  — (i)-t-4(2);  nous  obtenons  une  équation 
à  coefficients  tous  numériques  : 

(7)  7.r3+ 8./--— I7.r-+- 2  =  o, 

dont  les  racines  sont  les  racines  communes  possibles  de  (i)  et  (2). 

Ayant  calculé  l'une  d'elles,  on  aura  la  valeur  de  m  correspondante  en 
la  substituant  à  jt  dans  (1),  par  exemple,  ou  mieux  dans  (6). 

Si  Ton  tenait  à  avoir  l'équation  du  troisième  degré  en  m  qui  constitue 
effectivement  le  résultat  de  l'élimination,  c'est-à-dire  l'équation  (5), 
il  suffirait  de  remplacer  jr  par  l'expression  (6)  dans  (7).  Mais,  un  tel 
calcul  est  inutile  si  l'on  cherche  seulement  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles 
il  y  a  racine  commune.  Il  suffit  en  effet,  pour  cela,  de  résoudre  l'équa- 
tion (7).  Or,  on  aperçoit  aisément  la  racine  o:7=zi.  Après  division 
par  a:  —  i,  il  reste  l'équation  du  second  degré  7^--!-  i5.r  —  2  :=  0. 

;j.   h'iiminer  x  entre  les  équations 

(1)  .r'*  -+■  «.r;3-f-  b.r^-h  c.r  -f-  </  =  o, 

(2)  x^-h px -+- q  =  o. 

Kemplaçons  dans  (i)  .r*  par  {px-\-qY  et  jt'  ])ar  — .r(/Ar-Hç),  nous 
obtenons  l'équation  du  second  degré 

(3)  .>:"-([>"-—  ap  -^  b)  -^  x{i.pq  —  aq  -\-  c  )  -\-  q"^ -h  d  =  o. 
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Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  annuler  le  résultant  de  (2)  et  (3)  : 

iq"-—  d  —  qp'--^  apq  —  bq  )2 

—  {"i-pq  —  aq  -I-  c  — p^  ^  op-  —  bp){  pd — />^--t-  «?' —  cq  )  —  o. 

k.  Résoudre  le  système 

(l)  >.'■- —  'iV- —  l.r  -f-  9  r  =  o, 

(  2  )  5  .r-'  -^  ^y^  —  [  ")  .r-  —  I  j  .ry  — y-  =  o. 

Éliminons  a:  (  n°  237  ),  A  cet  eflet,  multiplions  [  i  )  par  ./•,  (  2  )  par  —  i 
et  ajoutons 

(3)  i-2.r--^  .ry{-\i  —  Sy)  -i-jv'-(i  —  'yy)  =  o. 

Annulons  le  résultant  de  (i)  et  (3)  par  rapport  à  x  : 

y-ii-i-id  —  ^y)—  ^j-Cr—  57)]- 

-^r-[(-i-^  —  ^y)(9—  'i  y)  -^  3{i  —  5y  )]li(i  -^  5y{-?.-i.  —  j  y  )]  =  0, 
ou 

y-[     {"i-^y- — 5xi3_7-T-i2X    9)^ 

—  (25jK-  —  5  X  34^  -T-    3  X  67J( —  25^2-T-  5  X  22jk  -i-  36)]  =  o, 
ou 

y-i'i'i  X  lôojK^ —  25  X  528^2 -I-  5o  X  39_7 -i-  36  x  3  x  175)  =  o 

ou,  en  divisant  par  i5o, 

{  4  )  y-i  25  JK'* 88  >'2  —  I  j  >•  -r-  I  26  j  =  o. 

A  chaque  racine  de  cette  équation  correspond  pour  x  la  racine  com- 
mune   à    (i)    et    à    (3).    que    Ion    peut    obtenir    par    la    combinaison 

—  12  .  (i)  -t-  5  .  (3).  ce  qui  donne 

23  j'* —  65  >'--^  10^.7 


(5) 


—  -l'iy''-^  I  \oy  -i-  36 


Nous  avons  d'abord  la  solution  -y- zr:  o.  xz=io.  L'équation  (4)  admet 
ensuite  la  racine  /  =  —  i,  à  laquelle  correspond 

_  —198  _ 
~    — 9<)    ~ 

En  divisant  (4)  par  y- (j -h  i),  il  reste  l'équation  du  second  degré 

(6)  25^^^ — I  i3j' -T- 126  =  o, 

dont  les  racines  sont 

1 1 3  ±:  V/T69  ^   '  ■  '^  —  '  '^  ^  )  ■'  :  "^  ' 
\7,  jo  /  •>. 


}5i 
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auxquelies  correspondent  des  valeurs  de  .*•  données  par  (5).  qui  peut 
s'écrire,  en  tenant  compte  de  (6). 


(7) 


.i=6y 


H  )' 


J  j'  H-  l('y> 


ce  qui  donne  les  deux  solutions 

jK  =  a,  .r  =  i;  jK  =  2,'5a, 


,r  =  1  ),  12 


429 

3861 


,68. 


o.  Résoudre  le  système  x^  =  j  .r  4-  oy.  y^  z=  y  y  -1-  3  .c  (  E.  P. ,  1 9 1  1  ).  — 
Si  Ton  change  a:  en  )■  et  y  en  x,  les  deux  équations  ne  font  que  s'échanger. 
Le  système  est  donc  symétrique.  Du  reste,  il  est  équivalent  au  suivant, 
obtenu  par  addition  et  soustraction, 


(',) 
(•^) 


■>:■'  — y' =    /ii.K  —  y). 


Chacune  de  ces  équations  se  décompose,  de  sorte  que  notre  système 
équivaut  aux  quatre  suivants  : 


(H 

(") 

(III) 

(IV) 


j--i-y  =  o,  .r—y=o; 

■"'  +  T  =  ">       •^■"  +  "y  -^  7'=  Â\ 

X-  —  xy  ~ y-  =;  I o,  X  —  )'  =  (); 


Les  trois  premiers  donnent  les  solutions  suivantes  : 
(3)  ,r=_7  =  o,  .r  =  — jK=±2,  x=y=±.\/\o. 

Pour  résoudre  le  dernier,  nous  ajoutons  et  retranchons 

.j;.2_^j/2= -,         xy=  —  -i, 


d'où 


de   sorte  que  ./•  et  y  sont  racines  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  équa- 
tions ^^  dix; —  3:=rO. 

Ceci  conduit  aux  solutions 

—  i-i-v/i^               — 1  —  v/TT  — I  — v/i3                — I -f- i/Ts 

(l^)     :r  = -^ — ,     y= -^ — ;      x  = ,     7  = .; 


('0    ■'^=     — ■ — »    y 


I  —  v/ 1 3 


I  —  V'  I  > 


■'     7 


/i3 


()n  a  en  tout  9  solutions. 
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EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Déterminer />  et  q  pour  que  les  équations 

./  •'  —  6 .' -  -^ p.r  — ^3  =  0,  x^  —  X-  -^  qx  —  1  ^  o 

aient  deux  racines  communes. 

2.  Déterminer  p.  q,  r  pour  que  les  équations 

./•5  —  3 x*  —  ./  '  —  .r-  —  px  ~  q  =  o,  -i' -i-  ./ ''  —  3 x^ —  ,r- -f-  r.i  -:-  3  =  o 

aient  trois  racines  communes. 

3.  Eliminer  .r  entre  les  équations 

x'^ -T-  (ni  —  1  )x- -i-  (3  m  —  i o  i.r  —  1 2  =  o 
et 

x'-^-h  ( m  —  S)x-~  (    m  —  i6)x  —   3  =  0; 

x^  -f-  m  ./•-  —  4  =  0  et  .r^  —  //i  .1:  -f-  2  =  o  ; 

x*  —  i  j: '  ^  ./■-  -f-  5 .f  -t-  /n  =  o  et  *  +  -r-  x'^  —  Zx-  —  1  x  —  2  «i  =  o  ; 

x'*-k- ax  ^  b  —  o  et  ./-^-^  a'./-H  6'=  o; 

.r* -i- a  .r -f- 6  =  o  et  .i--r- a'.r  ^- 6' =  o. 

h.  Résoudre  les  systèmes 

2.r  —  3jK  -i-  I  =  o,  .'■-  —  .r/  — J>'- -^  ^.r  —  ^  —  1  =  0; 

2 .r^  ^  ^2  —  3  X  -f-  2 j'  —  2  =  0,         X-  —  y-^^  Jcy  —  2 .f  -f- JK  =  o , 

o^cos'f -i- xsina  = /?.  .i-2_^j2— R2  (poser  xsin-j — jkcoso  =  <7); 

./•3  =;  a.r  -^  by^  y^  =  a  y  -^  bx; 

.r-^J-  —  2X;  =  —  4,  ./;2-Hj2_    J-2_^   -  =  I,  .i.3_^^3_;_  ^2_  5;;  _  4  ; 

.1- -^ y°  ^- z- =^  a ,  xy  —  yz  —  z.r  ^  b,  .r^ -^  y'^ -r- z^  ^  c\ 

xy  —  zt  —  xz  —  ty  ^=  xt  -^  yz  =  «,  .i-\-y-r-z  —  t^b. 

o.   Résoudre  le  système 

jr.v  =  j'-r,         xi' =  yi         (  E.  1'.,  1906). 

(Prendre  les  logarithmes  et  diviser  membre  à  membre.) 

G.  Résolution  de  V équation  du  troisième  degré.  —  Soit  l'équation 
(i)  ./■^-i-/>.r  —  q  =  o. 
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On  pose  .V  —  y  -h  c  et  ron  détermine  y  et  z  par  les  équations 

3  y.;  —  /^  =  'K         y''  -h  z^  ^  g  —  o. 

Déduire  de  là  que  les  trois  racines  de  (i)  sont  données  par  la  formule 
(de  Cardan) 

les  deux  racines  cubiques   étant  associées  de  manière  que  leur  produit 
soit  —  ^.  (Cf.  Leçons.  n«  280.) 
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TRANSFORMATION  DES  ÉOUATIONS. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 
1.   Former  l'équalion  aux  carrés  des  racines  de  V équalion 
(i)  .r*-t-m.r*-; x--h  mpx -{- p^=  o. 

Nous  allons  éliminer  a:  entre  (i)  et 
(2)  j^x\ 

En  tenant  compte  de  (2),  (1)  s'écrit 


(3) 

y-  -+-  tnxy  -, y  -t-  mpr  -f- 

d'où 

(4) 

in- 

m  { y  ^  p  ) 

Portons  dans 

(2) 

y--^  -—y-^p-]  =y  m-(y  -^p 


On  obtient  une  équalion  Incarrée.  L'ayant  résolue  (n°  2i2)^  on  aura 
les  quatre  racines  de  (i)  par  l'application  de  la  formule  (4). 

Il  convient  toutefois  d'observer  ici  que  celle  formule  n\'st  valable 
que  si  m{y  H-  /?)  ^  o.  Le  cas  011  m  r:r  o  n'offre  aucun  intérêt,  car  l'équa- 
tion (i)  se  réduit  alors  à  x'*  +  p-=zo.  N'oyons  maintenant  ce  qui  se  passe 

si  y  =  — p.  En  portant  cette  valeur  dans  (3),  on  a  la  condition  /^  =  -^- . 

4 
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Si  celle  condllion  esl  remplie,  l'équation  (i)  est  vérifiée  pour 


Son  premier  membre  est  divisible  par  x-  +  /);  on  trouve  d'ailleurs  pour 
quotient 


.;•-  -H  m  .r  -i —  =  I  .r  H 


Les  racines  de  (i)  sont  donc,  dans  ce  cas,  ±  f—  et  —  —  ?  qui  est  racine 

double. 

Revenons  au  cas  général  pour  discuter  la  réalité  des  racines.  Obser- 
vons d'abord  que,  d'après  (2)  et  (4),  -r  et  y  sont  réels  en  même  temps. 
Or,  pour  que  (5)  ait  des  racines  réelles,  il  faut  d'abord  que  l'on  ait 


■?p- 


m* 

u.  pm  -  H ~ 

4 


4/>^^ 


(6) 


m-  {ip  — 


./,-— )èo. 


l^carlant   les   cas  deja   examines  de   w=  o,  p  zzz  —5    nous   avons   la 
condition 


(7) 


pi'-^ 


En  second  lieu,  l'équation  (5),  considérée  comme  du  second  degré 
en  7-,  doit  avoir  au  moins  une  racine  positive.  Mais,  ses  deux  racines 
ont  le  même  signe,  car  leur  produit  /)'*  est  positif.  11  faut  donc  que  la 
somme  soit  positive,  ce  qui  se  traduit  ])ar 


(«) 


2/> 


11^ 

.ipni^-\ —  <  o. 


Le  premier  membre  est  un  trinôme  du  second  degré  en  p;  ses  racines 

sont  —  (2  ih  y/2)  ;  et  /?  doit  être  compris  entre  elles.  Mais,  celte  dernière 
4 

...  /    s     •  i>         1  /?i'- /  /-\        /n- 

condition  est  incompatible  avec  (7),  si  I  on  observe  que— (^2  —  V2;  >  —  • 

Il  s'ensuit  que  l'ér/uation  (1)  n'a  jamais  aucune  racine  réelle^  sauf  le 

cas  ou  p  =.  —j-' 
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2.   Faire  la  transformation 

(1)  y  =  i  —  x^- 

sur  l'équation 

(2)  .r^-h./,"* — \x- — 4.r-t-i  =  ()         (E.  P.,  1912). 

II   nous  faut  éliminer  x   entre   (i)   et   (2).  En    tenant  compte  de  (i), 

(2)  s'écrit 

<  ■■*  —yy-^^-{-^  —y)  —  Â(--'-  —y)  —  4-'.'+  i  =  o 

ou 

y-^-i 
Portant  dans  (i).  il  vient 

(JK-—  3)2-|-(jK—  2)(jK+2)2=0 
OU 

J'"* -H  J'^  —  4.r- —  47 -H  I  =  o. 

On  retombe  sur  l'équation  proposée.  Il  semble  donc  que  la  transfor- 
mation soit  inutile  au  point  de  vue  de  la  recherche  des  racines.  Xous 
allons  voir  qu'il  n'en  est  rien. 

Ce  qui  précède  nous  apprend  que  si  y.  est  une  racine  de  (2).  2  —  y.-  en 
est  une  autre,  d'ailleurs  distincte  de  a,  car  on  ne  peut  avoir  a  :=  2  —  y.- 
que  pour  a  =  i  ou  —  2,  valeurs  qui  ne  vérifient  pas  (2). 

Les  racines  de  (  2  )  sont  donc  de  la  forme  a,  j3,  2  —  a-,  2  —  |3^. 

Si  Ton  pose  cz  -f-  |3  ::=  p,  a[3  :^  ^,  on  a 

(  ■>  —  a2  )  -H  (  2  —  ^2  )  =  4  —  /?2  _+_  2  5- 
et 

(2  —  a2)(2—  1^2)  =  4_.2^2h-4^-4-^2^  (^_l..^)2_.,^?_ 

On  en  conclut  qu'il  doit  exister  une  identité  de  la  forme 

./•'•  -4-  .r^  —  l\jc-  —  4  ■''  -î-  I 

=  {x'^  —  p.r—  q)[x''--r-  { p"-  —  -iq  —  :^)x  ^  { q  -^  i)"-  —  ip''-\ 

Autrement  dit,  le  système 

(3)  \=  p'^—xq  —  !^—  p^ 

(4)  —  4  =  (^  -H  •>.)-—  Il p"- —  p"- -^  ipq  -h  ^p-^q, 

(5)  —  4  =—p^q  -^  •'•)-+  ■ip-^-^-qp"-—iq-—Aq, 

(6)  l  =  q{q  -^1)^-—>p'-q, 

doit  être  compatible. 
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Multiplions  (4)  pai"  p  et  ajoutons  à  (5) 

—  4  — 4/J  =— />^+  T,p-q  -i-  !xp--\-pq  —  'Kf  — 

ou,  en  remplaçant  7  par  sa  valeur' tirée  de  (o). 

(7)  p--^p  — 1  =  0; 
moyennant  quoi  on  a 

(8)  q  =  —  (p  +  7). 

Si.  dans  (4),  (5),  (6),  on  remplace  maintenant  p-  par  i  — p  et  q 
par  —  {p  +  2),  on  constate  qu'on  obtient  des  identités. 

Finalement,  l'équation  proposée  se  décompose  en  deux  équations  du 
second  degré,  obtenues  en  remplaçant  p  par  les  deux  racines  réelles 
de  (7)  dans 

(9)  ,^2—  /)./■—(/?  +  a)  =   O, 

ce  qui  donne 

p  ±  v/3  (  yo  -4-  î  ) 

X  = 

2 

1  1  I  1  •         1  \  —  >  —   V   'J  j  7      . 

(en  remplaçant  p-  par  i — p  sous  le  radical),  avec  />  = -_ ;    d  ou 

les  quatre  racines 

./'i  =  —  ij8'2,         .r2  =  —  1,34,         ./-s  =0,21,         .;'4  =  i,95. 

calculées  à  j  iô  pi'ès. 

Comme  vérification  facile,  on  constate  (|ue  la  somme  est  bien  égale 
à  —  1. 

3.  Théorème.  —  Toute  transformation  rationnelle  effectuée  sur  une 
équation  du  troisième  degré  peut  être  ramenée  à  une  transformation 
entière  du  second  degré  au  plus  ou  à  une  transformation  homogra- 
phi  que. 

Soit  l'équation  du  troisième  degré 

et  la  transformation  rationnelle 

(pC.r) 

''''^  -^    ï^r^' 

où  g  et  '^  désignent  deux  polvnomes  (]iieicon(|nes,  le  second  étant  pre- 
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mier  avec  /(.r),  afin  que  /  reste  fini  pour  toutes  les  racines  de  (i). 
En  vertu  de  cette  hypothèse,  on  peut  trouver  deux  polyuomes  U  et  V 
donnant  lieu  è\  l'identité  (n"^  209) 

(3)  U/(.r)  +  VJ;(,r)^.. 

Si  l'on  y  remplace  x  par  une  racine  de  (i),  on  olilienl 

En  portant  dans  (2),  on  obtient  la  transformation  entière  équiva- 
lente y  -=y  o{x).  Mais,  si  N  ra{x)  est  de  degré  >  2,  on  peut  le  diviser 
par  f{x),  ce  qui  donne  l'identité 

(5)  Vc?(ar)=/(.r)Q-R(.r), 

R(j?)  étant  au  plus  du  second  degré.  En  y  remplaçant  x  par  une  racine 
àt  f{x),  on  voit  que  \  o[x)  et  R(.r)  prennent  la  même  valeur;  de  sorte 
que  la  transformation  (2)  équivaut  finalement  à  la  transformation 
entière  du  second  degré  (') 

(G)  ^  =  R(,r). 

Je  dis  maintenant  que  cette  dernière  équivaut  à  une  transformation 
homographique.  En  efTet,  divisons/(^)  par  K(./);  nous  avons 

/(.r)^R(,r)Q(./-)^p(.r), 

Q(jr)  et  p{x)  désignant  deux  polynômes  du  premier  degré. 
Si  X  vérifie  (i),  on  a 

de  sorte  que  (6)  équivaut  à  la  transformation  liomograpliique 

pi  ./■) 

k.   Calculer    7 -r-. ; r—r^ 7-, "  pour  les  racines  a,  h,  c  de 

jLd(a' — a- — i)  (  b*—  0~—  i)  ' 

l  équation 

(  I  )  .^3 ,,-2  _^  2X  -h  l  =  (  ». 


(  '  )  Le  lecteur  démontrera  de  la  même  façon  que  toute  transformation  rationnelle 
effectuée  sur  une  équation  du  rt''""*  degré  équivaut  à  une  transformation  entière  de 
degré  n  —  1  au  plus. 
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Nous  allons  faire  la  transformalion 


12) 


y  = 


puis,  nous  calculerons  la  somme  des  produits  deu\  à  deux  des  racines 
de  l'équalion  transformée. 

Nous  pourrions,  d'après  le  théorème  de  Fexercice  précédent,  nous 
ramener  à  une  transformation  liomoi^raphique.  11  est  plus  rapide  de  pro- 
céder directement.  Contentons-nous  seulement,  comme  simplification 
préliminaire,  de  remplacer  le  dénominateur  de  (2)  par  son  reste  de  divi- 
sion par  (  i),  à  savoir  —  {23:-  -{-  Sjc  -H  2 ).  Nous  avons  alors  à  éliminer  ce 

X 

entre  (i  )  et  7-  =  —  — 

X      '  i-  o 


(3) 


3.r 


a.r^jK  —  •■''(  3  jK  -K  i)  -I-  2JJ'  =  (>. 


La  combinaison   2j'.(i)  —  (3)  nous  donne,  en  divisant  par  jo.  qui  ne 
peut  être  nul, 


(4) 


%y.i 


/ij.r^y 


Cette  équation  i)eul  rem])lacer  (i),  à  condition  que  j'^o. 
Annulons  le  résultant  de  (3)  et  (  4  )  : 


(5) 


4 J-(7  — >)"--+-  ••iJ''7J>'-^')U37-4-  i)(j  — i)  +  8j-2)  =  (). 


En  divisant  par  21  ,  qui  est  un  facteur  étranger,  nous  obtenons  Téqua- 
lion    tran^formée.  Il    nous   suffit    dailleurs   d'en   calculer  les  coefficients 

de  y^  et  de  ^^  :  on  trouve  -q  et  —  -.  La  somme  cherchée  est  donc —• 

5.    Former  l'éfjiiaiion  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 

(1)  x^-{-  p.r  -h  (j  =  it. 

Premiiiie  niétliode.  —  Soient  <7,  h,  c  les  trois  racines.  Nous  devons 
faire  la  transformation  du  second  ordre  y  =::  {a  —  h)'-.  Mais,  elle  est 
s\'mélrique  et  peut  être  ramenée  à  une  transformation  du  premier 
ordre  (n°  24.5).  Kli'ectivement,  on  peut  écrire 


(■i) 


y  —  (a-^by 


\ab  =  c--i-  A  — 


L'équalion   transformée   sera   donc   obtenue  en  éliminant  .?•  entre  (i) 

4  <7 
et  j  =  x'h -,  ou,   en    chassant   le    dénominateur    et    remj)laçant    a-*' 
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par  —  (/>.r +  7), 

(o)  x  = '—■ 

Portant  cette  valeur  clans  (i),  nous  obtenons  Téqualion  demandée 

(4)  j'^-H<'/'J'--t-9/'-.)'  +  4/?^+  27  5-2=  o. 

Deuxième  méthode.  —  Appliquons   la   méthode  générale  décrite  au 

n°  :îi7.  Posons 

0  -f-  />                      a  —  h 
u  =  >  i>  =  > 


d'où 

a  =  H  -f-  ^',  0  =  11  —  r. 

l']crivons  que  a  el  b  vérifient  (i)  : 

(  5  )  (  «  -i-  t'  )3  -h  /»  (  ».  -f-  ('  )  -H  7  =  o, 

(6)  ■   (u —  vy^^pi  u  —  {') -r- q  =  o; 

d'où  l'on  déduit,  par  addition  et  soustraction, 

(7)  «■'-)- 3  MC- +/><<-+- ^  =  o, 

(S)  3i<- +  i'--i-/>  =  o         (en  divisant  par  c). 

Posant  i'-^'Ç  et   éliminant  u,  nous  aurons   l'équalion   cherchée.  En 
tenant  compte  de  (8),  (7)  s'écrit 

2u(y  -^ p)  -]-  3q  =  o. 

On  en  tire  i(  et,  en  portant  dans  (8),  on  retrouve  l'équation  (.4). 

Remarque.  —  En  prenant  le  produit  des  racines  de  (4),  on  retrouve 
la  formule  établie  à  l'exercice  résolu  n°  h  du  Chapitre  \\  III. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Former  les  équations  aux.  carrés  et  aux  cubes  des  racines  des  équa- 
tions complètes  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

2.  Faire  la  transformation  V  1=:  o^'-  —  ,r  sur  l'équation 

x'*  -~  x'-^  -^  x''- —  g^r  -h  G  =  0. 

3.  Faire  la  transformation  y  zzz  œ-  -\-  jc  sur  l'équation 

"ix'* -^  \ox'^-h 'x^ — 8a"  —  9  =  o- 
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4.  Etant  donnée  l'équation  .r^  +  />.r  +  f/  =  o,  trouver  i7i  et  n  tels  que 

l'une  ou  Tautre  des  transformations 

X  -\-  m 

y  =1  X-  -^  m  X  -H  «,  V  ^=  

•^  '^         X  ^  n 

conduise  à  une  équation   binôme   en  y.  Déduire   de   là  une  méthode  de 
résolution  algébrique  de  léquation  du  troisième  degré. 

5.  Etant  donnée  l'équation  x^ -^  x — i  =  o,  trouver   une   transforma- 
tion liomo£;rapliinue  équivalente  à  r  ^  — '- • 

^11  1  '  x^ —  I 

On  peut  suivre  la  méthode  décrite  à  l'exercice  résolu  n"  3.  On  peut 

X~  —H  X  I  X 

aussi    se    ramener  d'abord   à    y  ■= ^ r=  i  -\ ; ;  puis    déter- 

'^  X-  —  I  x- —  I      ' 

T"  A  ■/*   I    yî 

miner    A,  B.   C,  D   pour   que    l'égalité  — ^- ^^  -4- r-   soit    entraînée 

^  '  .r^  —  I         <  >  3"  -v-  D 

par  a7^=r  I  —  x.  ) 

j 

().  Calculer    y  pour  1  e(|ualion  ,r'-)- 2^* — x — i  r=:  o. 

7.  Appliquera  l'équation    3j?"* — '6  x''- -\- o'6  x  —  25  ::=  o   la  méthode   de 
résolution  du  n''  i. 

8.  Résoudre  et  discuter  l'équation 

x'*  -f-  m  x'^  -h  2  m  .r-  +  //<  a;  -t-  I  =  o. 

9.  Résoudre  Téquatiou 

'  '  '  '  '  —  =  o  (E.  P.,  1908). 


X        ar  -H  a        x  -^  xa        x  -\-  Za        x  ^  \a 

(  Poser  X  -\-  laz^y.) 

10,    lùaiil    donnée    l'équalioii   ./'' -h /)./• -I- r/ ::=  o,  de  racines  ,i",,  wC.^,  .r^, 
former  l'équation  qui  a   pour  racines   les  quantités    telles  (|ue  x\-\-x\^ 

X\X\  -^  X<iX\ 


11.    lùanl  donnée  la  même  é(|u;ilion,  calculer     7  — 

'  jLdx\ 


\  -\-  x\  -V-  inx\  x-i 


./•,  —  X. 


12.   Imire  la  traiisformulion  )■  =:  :  pour  ré(|uation  complèle  du 

^  X\  —  X.i 

troisième  degré. 

(On  j)ijurra  utiliser   les  relations  entre  les  coefiicienls   et    les  racines. 
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On  calculera,  par  exemple,  a\  et  .r;,  en  fonction  de  .r,  et  de  y.  On   por- 
tera ensuite  dans  2j:,,r.,  et  ./•i.r.,.r3  et  l'on  éliminera  j:\.) 

13.  Etant  donnée  l'équation  a:^ -]- aa-^ -\- h,f- -\- c.v  +  d  =:  o^  faire  les 
transformations 

(I)  y  =  Xi-h  x-i — X:i — Xr,, 

(H)  y  =^    XiCP2    -h  XiXf,. 

En  déduire  deux,  méthodes  de  résolution  algébrique  de  l'équation  du 
quatrième  degré.  [iMéthodes  de  Descartes  (I)  et  de  Ferrari  (II).] 
(Cf.  Leçons,  n°  260.) 

[Poser  a^i  -h  a:^^=  p,  XyJCi^=  q,  a'3  +  a\z=:  p' ,  x^x,^-^  rj' .  (  Cf.  exercice 
résolu  n°  L  Chap.  XVIH.)] 

li.   Faire,  pour  la  même  é(|uation,  la  transformation 

y  =  Xx  X.2  -H  Xi  .Ts  H-  X3  ,r  1 . 

13.   Faire,  pour  la  même  équation,  la  transformation 

y  z=  ixiX-iX:iX'^)         (Note  II). 

[Équation  aux  6  r  apports  anharnioniques.  Se  ramène  à  la  transfor- 
mation (II)  de  Fexercice  n"  13,  suivie  de  la  transformation  du  n°  12. 

On  doit  constater  que  Téquallon  en  y  ne  change  pas  quand  on  trans- 
forme Téquation  en  x  par  une  transformation  homographique  quel- 
conque (  n°  322).  En  particulier,  on  peutfaire  disparaître  le  terme  en  ^^ 

L'équation  en  y  floit  être  réciproque  et  demeurer  invariante  pour  la 
transformation  y\\  —  y  (  n"  319).] 
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ÉOLATIONS  A  COEFFICIENTS  RÉELS. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1 .  Décomposer  en  facteurs  réels  du  second  degré  le  polynôme 

/( x)  =  x^ -r-  a X- -î-  b X  -+-  c. 

Nous  commencerons  par  faire,  au  sujet  de  cette  décomposition,  les 
observations  suivantes  :  Soient  j:,,  ^o,  j:^,  ^4  les  racines  de  l'équation 

(I)  f(^)  =  o. 

Si  Ton  ne  se  préoccupe  pas  de  la  réalité,  il  y  a  trois  manières  d'efifec- 
tuer  la  décomposition  :  il  suffit,  en  effet,  d'associer  le  facteur  linéaire 
■c  —  ^1  successivement  avec  x  —  ^j^  ■^  —  -^3!  ^'  —  ^u,  en  associant  entre 
eu\  les  deux  facteurs  restants.  On  peut  donc  prévoir  que  le  problème  va 
dépendre  de  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré  ('). 

Si  Ion  suppose  maintenant  que  a.  b,  c  soient  réels,  il  peut  arriver  que 
les  quatre  racines  soient  réelles,  ou  bien  que  deux  soient  réelles,  par 
exemple  œi  et  .r.,,  les  deux  autres  étant  imai^inaires  conjuguées  (  n°  2'i-9)  ; 
ou  enfin  que  les(|uatre  racines  soient  imaginaires,  .r,  et  x^  étant  respec- 
tivement conjuguées  de  jc,  ^^  x.^. 

Dans  le  premier  cas,  les  trois  décompositions  prévues  sont  réelles. 
Dans  les  deux  autres  cas,  il  faut  associer  ,r  —  .r,  avec  x  —  x^  pour 
obtenir  un  facteur  réel  (-);  donc  une  seule  décomposition  est  réelle. 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  résoudre  le  problème  sans  cal- 
culer au   préalable  les   racines   de  f{x).    Employons    la    méthode   des 


(')  D'où  il  résulleia  une  iiuiivelle  luclhoilr  de  résolution  alyclu  i<)iic  de  Téqual  ion 
du  (|ualrième  degré;  car  si  l'on  calcule  une  racine  de  l'équalioii  du  troisième  degré 
à  laquelle  il  est  fait  allusion,  on  en  déduira  la  décomposition  de  ré(|uation  (i)  en 
deux  équations  du  second  degré.  Rappelons,  d'autre  part,  (jue  l'équation  générale  du 
quatrième  degré  se  ramène  aisément  à  la  forme  (i),  { n"  î'i^,  1). 

('-)   Hapj)elons  que  le  produit  de  deux  ima;;iriaires  conjuguées  est  réel  (  n°  33). 


KQIATIONS    A    COEFFICIENTS    RKEI.S.  167 

coefficients  indéterminés   et    posons,    en   remarquant  de  suite   que    la 
somme  des  racines  est  nulle, 

(2)  x'* ^  ax--\-  bx  ^  c  =  Cr--|-  a X  -H  3,)(.r2 —  a.r  -+-  3'). 

Identifions 

P^3'=a2^«,  [3'— 3  =  ^',  [i3'=c; 

d'où 

(  3  )  y  =  -    a  -I-  a' ,  3  =  -    «  -^  a-  -! 

2  \  a  /  ■>.  \  a 

puis,  en  posant  a^  =  x;, 

(  4  )  ,.?•(-  )  i=  ô3  -t-  2  a  ^-  T-  (  a-  —  J  (■  ) z  —  h"-  =  o. 

Nos  prévisions  se  vérifient.  Ayant  une  lacine  de  (4),  on  prend 
(xz=i-\~  s/z;  puis,  on  calcule  3  et  3'  par  (3),  et  l'on  a  une  décomposition. 
En  prenant  a=  —  y/s,  on  retomberait  sur  la  même,  les  deuv  facteurs  ne 
faisant  visiblement  que  s'échanger. 

Le  nombre  des  solutions  réelles  est  égal  au  nombre  des  racines  posi- 
tives de  (4).  Or,  ^(o)  et  ff{-h'x>)  ayant  respectivement  les  signes  — 
et  +,  il  y  a  dans  l'intervalle  (o,  +co)  un  nombre  impair  de  racines 
(n"  250),  c'est-à-dire  une  ou  trois  (').  Il  y  a  donc  bien  une  ou  trois 
décompositions  réelles. 

2.  Théorème  des  lacunes.  —  Le  nombre  des  racines  imaginaires 
d'une  équation  algébrique  est  au  moins  égal  au  nombre  total  n  des 
racines  imaginaires  des  équations  binômes  obtenues  en  annulant 
successivement  tous  les  groupes  de  deuv  termes  consécutifs. 

Pour  que  les  équations  binômes  dont  il  est  question  donnent  des 
racines  imaginaires,  il  faut  qu'il  manque  des  termes  dans  l'équation 
proposée,  ou,  comme  on  dit,  que  son  premier  membre  f{-r)  présente 
des  lacunes. 

Soient  V  et  V  les  nombres  de  variations  de  f{.i-)  et  /(  —  r).  Le  nombre 
des  racines  imaginaires  est  au  moins  égal  à  m  —  (  V  -+-  V),  en  appelant  «i 
le  degré  de  l'équation  {n"  253).  Or,  nous  allons  prouver  ([ue  cette  diffé- 
rence est  précisément  égale  à  n. 

A  cet  effet,  imaginons  que  l'on  complète  f{-i')  par  des  termes  quel- 
conques. Soient  Vj  et  V,  les  nombres  de  variations  présentées  par  le  poly- 
nôme fi{x)  obtenu  et  par/,  (  —  .r).  On  sait  (n°  253)  que  V,  -+-  V,  ■=.  m. 

(')  On  pourraiL  aussi  invo(|ut!r  le  llirorème  de  Dfscarles.  Il  doiiiii'rait  inrmo  le 
nombre  exact  îles  solutions  réelles,  dans  le  cas  où  g{z)  a  toutes  ses  racines  réelles 
(n-254). 


l68  CFIAPITRE    \\I. 

D'autre  part,  soient  X,,xp  et  \/,_^x'f'~''  deux  termes  consécutifs  quel- 
conques de  /{-t).  Us  présentent  une  lacune  de  (j  —  i  termes.  Si  q  est 
impair,  ils  fournissent  une  unité  dans  V  +  \  ';  si  «y  est  pair,  ils  four- 
nissent G  ou  2  unités,  suivant  que  Kp  et  A,,.,,  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires.  Dans  les  trois  cas,  ils  fournissent  autant  d'unités  que 
l'équation  binôme 

(l)  ■  A/;^7-t-    A;,-^=    G 

a  de  racines  réelles. 

Si  l'on  considère  maintenant  dans  y,  (/)  le  groupe  qui  est  limité  par 
les  deux  termes  ci-dessus,  il  donne  «y  unités  dans  Vj  4- Vj,  c'est-à-dire 
un  nombre  égal  au  nombre  total  des  racines  de  (i).  Il  en  résulte,  par 
conséquent,  dans  la  différence  (Vj  -t-  Vj  )  —  (  V  +  V),  un  nombre  d'unités 
égal  au  nombre  des  racines  imaginaires  de  (i). 

Si  l'on  raisonne  de  même  pour  tous  les  groupes  de  deux  termes  consé- 
cutifs dey(j"),  on  voit  que  la  différence 

(  V,  -+- V;  )-(\  ^  V)  =  m  —  (V  -4-  V) 

est  égale  à  la  somme  n  des  nombres  de  racines  imaginaires  de  toutes  les 
équations  telles  que  (i).  c.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Pour  les  équations  à  coefficients  numériques,  ce  théo- 
rème ne  présente  aucune  utilité,  car  il  équivaut  au  calcul  de  la  somme 
V  4- V,  lequel  est  alors  immédiat.  Pour  les  équations  à  coefficients 
littéraux,  il  peut  servir  (juelquefois.  En  particulier,  il  arrive  qu'en  mul- 
tipliant un  polynôme  complet  par  un  facteur  convenable,  ne  possédant 
que  des  racines  réelles,  on  introduise  des  lacunes  signalant  l'existence 
de  racines   imaginaires   au   produit,   donc   aussi   au  polynôme   primitif. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  établir  certains  théorèmes,  tels  que  ceux  de 
de  Gua  el  d^ Hermite.  {Cf.  Exercices  proposés,  n°^  7  et  8.) 

3.  Trouver  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
(\)  ix^  -h  X'>  —  ^x'<  -^  x^  -^  ix''-  —  j .r  -I-  I  =  0 . 

Nous  allons  appliquer  successivement  les  trois  méthodes  décrites  aux 
n°^  257  et  238,  à  titre  de  comparaison. 

I"  Règle  de  /Veivlon.  —  Les  dérivées  successives  sont  : 

( 2 )  iSx^>-+-  '>  x''  —  iC)X^^  ix'^-^  ^x  —  ) , 

Ci)  9.(.'\'}x''  ■+-  loj;' —  i.'xx^-i-  '5x  -f-  '^.), 
(4^  0(Gor'-H  loa:- — i6jr-l-i), 

C»)  fJi(  s'iX- -i-  jx  —  4). 
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La  quatrième  admet  une  racine  positive,  qui  est  <<  i ,  car  œ  ^  i  donne, 
dans  (5),  un  résultat  positif.  Le  même  nombre,  substitué  dans  (4),  (3) 
et  (2),  donne  encore  des  résultats  positifs.  Mais,  dans  (i),  on  obtient  —  i. 
Substituons  2;  nous  obtenons  un  résultat  positif.  Donc  2  est  limite 
supérieure  des  racines  positives. 

2°  Règle  des  groupements.  —  Considérons  le  polynotne  (1)  comme  la 
somme  des  deux  suivants  : 

(6)  'ix^ — !\x'*^ix-^ 

(  7  )  x'^-\-  x^  —  5  ar, 

(8)  I. 

Le  premier  x-{'èx*  —  \x--\-'2.)  est  toujours  positif,  car  le  trinôme  en  x- 
entre  parenthèses  a  ses  racines  imaginaires.  Le  second  peut  s'écrire 
œ{x'^-\-x'- — 5).  La  racine  positive  du  trinôme  en  x-  est 

—  I  —  J  ■'}.  1         —  I  -T-  5 

< =  1. 


Donc,  y/2  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  ce  trinôme.  Comme  (8) 
est  positif,  on  voit  qu'on  peut  prendre  \i  comme  limite  supérieure. 

3°  Règle  de  Lagrange.  —  Elle  donne,  comme  limite,   i -+-  1/:t-  On 

voit   que    la    limite    la    plus    rapprochée   est   donnée   par    la    règle    des 
groupements. 

4.    Hechercher  les  racines  commensurahles  de  l'équation 
(i)  8:r'' —  34.î^'' —  i  1  .r^-i-  l 'yix^ —  76x'- —  M^x  -+-  18  =  o. 

Diviseurs  du  dernier  terme  .•1,2,  3,  6,  9,  18. 

Diviseurs  du  premier  terme  .•1,2,  4»  8. 

Racines  possibles  :  ±\,  d=  2,  ±3,  ±6,  ±9,  ±18,  ±  -,  ±  'y  —  r  ' 

-h  L    -\-l    -t-'J    -i-i     --^     in" 
—  4  '  ~  4  '  ~  4  '  ~  <^  '       8  '        8  ■ 

Par  la  règle  de  Lagrange,  nous  déterminons  les  limites  suivantes  des 
racines  : 

,  .     .  ,    .  ,  .  .  .  -fi 

Limite  supérieure  des  racines  positives  :  i  h — —  <;  1 1  ; 

Limite  inférieure  des  racines  positives  : >  -; 

•^  ■•  7()         () 

•-^78 
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Limite  infcrieure  des  racines  négatives  : 


\  3  >. 


(1-+-  v/19)  >  —  ^- 


^1/  —  ;  =—  u+  v'ig 

Limite  supérieure  des  racines  négatives  :  =z  < —  -• 

Nous  devons  donc  enlever  du  Tableau  précédent  —  G.  —  9,  ±  1  8,  ±  -  • 

o 

Règle    d'exclusion:  f{i)  =  ï8./{—i)=i — i^o;  ce  qui    nous   enlève 

z>  ')  ^^  '^ 

•^  i  .(  8 

3  9  I  î  9  3  9 

■2  '  -2  '  4  '  ',  '  4  '  8  '  8 

et 

-i-  '2,         -i >         -+-,->         —  I. 

■2  8 


lieste  a  essayer  :  —  2,  -h  o, ,   -\ —  ,  -\ — , ,   -i — , 


I 

>   -\ —  7   -+- 

I  4 

.7* 
Lassai  de  —  2.  —  Divisons  par  1  -h  -  (n°  -260,  IV).  Nous  avons  la  suite 

des  coefficients 


18,     —  4'"^,     — J '.     ^-'7^-     — l'Jf»,      i*^     ô- 

Donc,  —  2   est  racine;   le   quotient   correspondant   est,    au    (acteur   2 
près, 

( 2 )  fi(x)^î^x^  —  5o a:^ -t-  89 r^  —  26 .r-  —  '24 a;  -4-  9. 

Il  nous  reste  à  essaver  les  mêmes  nombres  sur  ce  quotient  (  '  ). 

Essai  de  —  2.  —  Divisons  par  i  -f-  -  •  Le   |)remier   coefficient    9   n'est 

pas  divisible  par  2.  Donc,  l'essai  ne  réussit  ])as. 

Essai  de  +3.  —  J)ivisons  par  i  —  '— 

> 

9,     — 21,     — ']3,      -1-78,     — 2.4,     o. 
(  '  )  La  réfile  d'exclusion  ne  donne  rien; 

./i(')  =  77— 7  = '^         cl         /i<—i)--'— ^=  —  140 

sont  divisibles  rcgpecli veinent  par  les  (  a  -  |i  )  et  (  a  ^-  fi  ). 
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3  est  racine;  nous  avons  le  quotient  (divisé  par  —  3) 

(3)  fii^)  ^  B.r'* —  iQx^-T- 1 1  :r'--r-  ~x  —  3. 

f.y{{)zzz — 3  n'est  pas  divisible  par  3  —  1  =  2;  donc,  3  n'est  plus  racine. 
Les  autres  nombres  à  essaver  ne  sont  pas  éliminés  par  la  règle  d'exclu- 
sion. 

Essai  de —  Divisons  par  x  -\ — 

■2  ^  -i 

8,     —  3o,     26,     —  6,     0. 
est  racine:  nous  avons  le  quotient  (divisé  par  :>. ) 

(4)  /a ( a? )  5=  4 -2^* — i'}X--hi'ix  —  3. 

f^{i):= —  I  n'est  pas  divisible  par  —  i  —  2  = —  3;  donc,  —  -  n'est  plus 

racine  (').  De  même,  -  est  exclu.   Restent  à  essayer-  et  -• 

-î  -^      ■->■       4 

Essai  de  -  •  —  Divisons  par  i  —  -v 

■i  ^  3 

—  3,     II,      .... 

•2     ,  .  ,  3 

I  I  X  X  n  est  pas  entier;  donc,  -  ne  convient  pas. 

Essai  de  -  •  —  Divisons  par  a:  —  - 
4  i 

4,    —12,    4,    <)• 

3 

-  est  racine:    nous  avons  le  quotient 

4 

(5)  fj X)  =  x-—'ix  -h  i, 

II  •                    ■>  ±=  i/^ 
dont  les  racines  sont 

■> 

Finalement,  les  racines  de  l'équation  (i  )  sont  —  :^.  3, ,  -  -,  


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.   Si  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  ailinet  une  racine 
de   la   forme  a-\-b\/l^,    où   a,  ^,  N  désignent  des   nombres   rationnels. 

(')  Oa  peut  aussi  observer  que,  d'après  le  théorème  de  Descartes,  l'équation  (i)  a 
au  plus  deux  racines  néjj'atives. 
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dont   le   troisième   n'est   pas  carré    parfait,    elle   admet    aussi   la    racine 
a —  h  \  y>   au  même  ordre  de  multiplicité. 

(Démonstration  analogue  à  celle  du  n°  2W,  \  A  jouant  le  rôle  de  /. ) 

^.  Reconnaître  si  l'équation  a-^  —  5,/  ■ — 2  =r  o  admet  une  racine  de  la 
forme  ci-dessus. 

(Il  doit  y  avoir  une  racine  commensurable.  ) 

3.  Décomposer  en  facteurs  réels  du  second  degré  les  polvnomes 

[On  peut  passer  par  l'intermédiaire  des  facteurs  linéaires.  Pour  les 
deux  premiers,  on  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, ou  bien  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  d'une  diftérence  de 
deux  carrés  :  d'une  façon  générale,  on  peut  écrire 

x*  -t-  ax--\-  ù-  =  (x--{-  by- —  (ib  —  o )x-.~\ 

4.  Décomposer  de  même 

(X-^X  —  l)--i-x'*,  {X--r-  iy~\-  (X  —  l)", 

x^ ^  x'  -\-  x'''  -^  x^  -i-  x"*  -h  x^ -i-  a:- -{-  X  -h  1 . 
<  Chercher  les  racines  imaginaires 


X-  -+-  X  —  I 


X-'  —  r 
I .  =  o 


5.  Démontrer  que  si  f{jc)  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de 
même  de /(./)  + /./'(.r),  quel  que  soit  /  {M.  P.,  1909). 

[D'après  le  théorème  de  RoUe  (n°  61),  /'{-Jc)  a  toutes  ses  racines 
réelles;  les  substituer  dansy"+  À/  •] 

G.   Prouver  que,  (|uel  que  soit  m,  l'équation 

x*  -\-  "ix^  -\-  inx^  —  X  —  5  =0 

a  une  racine  positive  et  une  seule. 

7.  Démontrer  (|ue  si  trois  coefficients  consécutifs  d'un  polynôme  sont 
en  progression  géométrique,  il  a  au  moins  deux  racines  imaginaires 
{de  Gua). 

(Si  <7  est  la  raison,  multiplier  par  x  —  q  et  se  reporter  à  l'exercice 
résolu  n°  '2.  ) 
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8.  Même  propriété  si  quatre  coefficients  sont  en  progression  arithmé- 
tique {Hermite). 

[Multiplier  par  (.r  —  i)-.] 

9.  Limites  supérieure  et  inférieure  des  racines  positives  et  négatives 
des  équations 

^  X'  -r-  '^  X^  -\-  ^  X* X'^ 8x^  -^  X  —  2  =  O,  X^  —  ix'*  -^"ix^ O:-  -!-    J   =  (). 

10.  Racines  commensurables  des  équations 

ix^ — 5x'*  —  Il  x^  —  \'jx- —  îSx  —  lo  =  o, 

4 5 37^  —  i()8a:'*  —  :i5 X- -^  -îd X  -r-  'è  =  o, 

x^  —  X' —  19^*  —  10^^  -+-  ig^-  —  \- X  —  1  ')  ^  o. 

11.  Si,  en  substituant  p  nomljres  entiers  consécutifs  dans  un  poly- 
nôme à  coefficients  entiers,  aucun  des  résultats  nest  divisible  par  /?,  le 
polynôme  ne  peut  pas  avoir  de  racines  entières  (Gauss). 

[o  •             .        •                               •                     .  ,             fi  X  )  .  .  , 

i5i  a   était    une   racine   entière,  ■ serait   entier  pour    toutes    les 
X  —  a  '■ 

valeurs  entières  de  .r.  S'appuyer,  d'autre  part,  sur  ce  (|ue,  parmi /?  entiers 
consécutifs,  il  y  a  toujours  un  multiple  de  p. 
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ÉOLATIONS  A  COEFFICIEMS  NUMÉRIQUES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1 .   Discuter  V équation  x'' —  4 •^'"  —  '" ■^'  —  1  =  0. 

Elle  rentre  dans  le  type  111  du  n°  265.  Nous  allons  donc  discuter 
l'équation  aux  inverses 

(1)  f{x)  E=  x'* -\- mx^-^  ^x-—i  =  0. 

A  ceteÛet,  nous  étudions  les  variations  de /(./).  Nous  avons 

2  )  /'(a;)  =  37(43^-+  3 /«a?  H-  8)  =  a-, ^'Y 37 j. 

Le  trinome^j(.r)  a  des  racines  réelles  et  distinctes,  si  gw-—  .4-. S  >  o, 
o^  „i  ^  _i_ ,  en  se  bornant  à  considérer  les  valeurs  positives  de  m  ('). 
Nous  devons  donc  déjà  distinguer  deux  cas. 

Premier  cas  :   ml  -^-  —  g{x)  est  essentiellement  >  o;/'(.r)  a  le 

signe  de  x  elf{x)  prend  sa  valeur  iniiiimuni  pour  x=io.  Celte  valeur 
étant  négative  ( — i)  el  la  valeur  pour  r  =  ±  x  étant  positive,  on  voit 
qu'il  y  a  2  racines,  l'une  positive,  l'autre  négative. 

Deuxième  cas  :  m  >  '-^-  —  g[x)  d.  deux  racines  .r^,  .r.,  toutes  deux 
négatives.  Nous  avons  le  Tableau  de  variations  : 

X  \  —  X  X\  Xi  0  -<-  >: 

y=f{x)  \     -^        ^     y\      y^      y-î       ^x      —       /         -1- 


(')  La  discussion  |i<nir  /«  '  o  se  (léiluiiMil  «le  celle  (pie  nmis  allons  faire  par  la 
simple  lemarquc  que  le  clian;::ement  de  ///  en  — m  ne  fait  que  elian;;er  le  si;;ne  des 
racines. 
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Il  nous  faut  les  signes  de  yi  et  de  y^.  Nous  savons  qu'on  peut  rem- 
placer ces  quantités  par  les  résultats  de  substitution  dans  la  dérivée  par 
rapport  à  la  variable  d'homogénéité 

mx^~  Sx"^ —  4- 

Mais,  ce  polynôme  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  ,a''(^)  =  o, 

3  rnx         \  /  j  \ 

'2  1  —  bnix  —  1 6  —  4  =  —     -j  m- x-  -h  8 m  X  ^  -20  j  =  —  ^(x). 


4  /  \  » 

Les  signes  de  ji  et  de  yj  sont  donc  opposés  à  ceux  de  9(.fi)  et 
de  o(^2)«  Pour  avoir  ceux-ci,  on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

Le  produit  9(Xi)'j(.r2)  a  même  signe  que  le  résultant  des  trinômes ^(.r) 
et  o  (^),  à  savoir 

F ( m-  )  =  27 m^  —  1 3  x  64  fn- -+-  6400. 
Le  discriminant  de  ce  trinôme  en  m-  s'écrit 

I  J-.32-—  "i-T .  16-.  > j  =  i6'-(iGy  X  4  —  27  x  25)  =  16^(676  —  673)  =  lô^. 

T  •  1  '*J   /      /^      ,         \  •>  •        1  •  n        .   400      T  , 

Les  racines  sont  donc  — (2011:1),  c  est-a-dire    10  et Les  valeurs 

■27  27 

20 
positi\es  correspondantes  de  m  sont  4  et  - — —  •  Elles   sont    toutes    deux 

^  y/ 3 

S  \^9. 

plus  grandes  que      .,  '  •  Nous   sommes   donc   obligés  de  partager   notre 
deuxième  cas  en  plusieurs  autres. 

L   4  > ''' >  ^~~^  •   —    F(ni-)    est    négatif;   y^    et  y.,    sont    de  signes 

contraires.    Mais,  d'après    le    Tableau,   j'i<^V2.   Donc,   J'i  <  o,  y.,^  o. 
Il  y  a  4   racines,  une   dans   chacun   des   intervalles  ( — oc,  .r,  ),  (o^j,  j:,  )r 

(J72,    o),    (O+GC). 

II.  m  >  4.  —  F(/«-)  est  positif;  9(^1)  et  oi^i'-i)  sont  de  même  signe. 
Pour  avoir  ce  signe,  observons  que  c'est  aussi  celui  de  9(.r,)  -+-  o{.v.t,], 
fonction  symétrique  facile  à  calculer 

3      „  / i)ni-          \        ^      /       3  m\ 
9(^iJ-+-?(^-2)=  4'«-(^^7^i y  ^B/7?(^ -j-j  +40 

=  —-m''  —  9  /?r-  -h  40  =  G I  ni'^  ). 

Ce   trinôme   en    ni-   a    deux   racines   réelles   et   positives,    m'î   et   ml- 

MaisG(i6)  =  4>o;deplus,  16  >  ^"'  ~^~  "^''  —  ^^  =  y-   Donc,   16  est 

plus  grand  que  ces  deux  racines.  Par  suite,  Thypothèse  /n  >4  entraine 
/«  >  m,,  /«  > /?Î2,   donc  Ci(m-)>o.    Il   suit   de   là   (jue  ©(.r,  )  et  9(./'2) 
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sont  positifs  et,  par  suite,  y,  et  r*  négatifs.  Nous   avons  donc  seulement 
2  racines^  l'une  plus  petite  que  .r,,  l'autre  positive. 


III. 


>jn  > 


©(.r,)  et  ©(.r^)  ont   encore   même   signe, 


)  V  ^ 


celui     de     G  (m-).    Mais,    G 


sont    négatifs.     Donc, 


v/^ 


20     V-' 

et 


-  -    et    G 


8  i/->. 


sont     tous    deux    compris 


entre  ni\  et  m'I.  Par  suite,  dans  l'hypothèse  actuelle,  m-  est  aussi  com- 
pris entre  ces  nombres,  et  G(m-)  est  négatif.  Il  s'ensuit  que  y,  et  y-^ 
sont  positifs.  Nous  avons  i  racines^  Tune  comprise  entre  .r^  et  o,  l'autre 
positive. 

Cas  intermédiaires.  —  a,  m^=  4«  —  F(//?-)  =:  o,  G( /??-)  >  o.  Un  des 
nombres  },,  /,  ^st  nul,  l'autre  est  négatif.  Comme  y\<iyï-,  c'est  y,  qui 
est  nul  et  ji  négatif.  Donc,  il  y  a  une  racine  double  égale  à  .v-i  ^t 
deux  racines  simples,  l'une  plus  petite  que  r,.  l'autre  plus  grande 
que  zéro. 


b.   m 


3v/3 


—  F(/«"-)  =  o,  G(/;?-).<;o.   En   raisonnant  comme  ci- 


dessus,  on  voit  quey,=  o.  y2>o.  Il  y  a  une  racine  double  égale  à  x^ 
et  deux  racines  simples  comprises  respectivement  entre  x^  et  o  et  entre 
o  et  -I-  co  . 

Remarque.  —  On  aurait  pu  confondre  les  cas  II  el  III  et  observer 
que.  quel  que  soit  le  signe  commun  à  j',  et  à  y.,^  il  y  a  toujours  deux 
racines  réelles  el  deux  seulement,  dont  l'une  est  positive  et  l'autre  néga- 
tive. Nous  avons  voulu  montrer  néanmoins  comment  on  pourrait  déter- 
miner dans  tous  les  cas  les  signes  de  j,  et  de  jy.,^  ce  qui,  pour  d'autres 
exemples,  pourrait  avoir  de  Timporlance  au  point  de  vue  du  nombre  des 
racines.  En  outre,  cette  détermination  fournit  une  meilleure  séparation 
des  racines. 

2.   ï'Uudier  Véqualion 

(i)  /(■^)  ^  637' —  \'ix'* -^  U)X  —  3  =  o. 

Calculer  sa  plus  petite  racine  à  y^',,,,  près. 
Étudions  les  variations  de  f{x).  Nous  avons 

(2)  /'(^)  =  iu(3.r'*— 6.r3-f- 1). 

Il  nous  faut  luaintenanl  étudier  l'équation 

(3)  g{x)^Zx'' — Gj:3_t_i  =  o. 


On  a 

d'où  le  Tableau 

(4) 
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g'{x)  =  6a-2(-2ar  —  3); 


«77 


X 

—  oc 

3 

-hîC 

g 

4- 

•-"J. 

— 

^ 

+ 

KD  =  ^-T 


3i  _8i^iG    ^ 

1  = 7T  —  '  =  T <  " 

i(j  ib 


I/équalioii    (3)    admet    donc    deux    racines    d\    et   jt,-    séparées  par   le 
nombre  -  • 

2 

Formons  maintenant  le  Tableau  des  variations  de  f{jc)  '■ 


(^) 


Il  nous  faut  les  signes  de  j,  el  y-2,  ou  des  résultais  de  substitution  dans 
/(  =  5  (—  3^*+  Sa^  —  3).  Mais,  en  tenant  compte  de  (3),  la  parenthèse 
s'écrit  —  6^^ 4- 8^ — 2  =  —  5  (3.r^— 4  j:"  4- i).  La  nouvelle  parenthèse 
s'annule  visiblement  pour  ^-^  1  et  son  quotient  par  j:  —  i  est 


X 

—  oc 

Xi 

Xo 

4- oc 

f 

— 

^ 

ri 

\v 

Vi 

^ 

-H 

(6) 


h(x)  =  3 x'^ -i-  i X  —  I . 


Soient  >,,  ï,  les  racines  de  ce  trinôme.  11  faut  les  placer,  ainsi  que  i.  par 
rapport  à  J?,,  a;^.  D'abord,  ^(r)  <  o;  donc 

puis,  en  supposant  £i<Ç2,  on  peut  écrire 

(8)  ?l<.2^1<^2, 

car  çi  <  G  et  J7i  >  o[^'(o)  est  positif]. 

Cherchons  maintenant  le   signe   de  gCî-î)-   ^ows   pouvons   remplacer 


g-{a^)  par  le  reste  i3( 1- 4-  -  ]  de  sa  division  par  A(.r).  Cela  nous  con- 
duit à  placer  r    par  lapport  à  i^.  Dans  ce  but,  nous  formons 

Nous  voyons  que  r,  est  extérieur  à  l'intervalle  (ip  £.)  et,  comme  çi<o, 

-  est  >  -%,  — £.,4-  -,  est  >  o,  S'ii.i)  est  >  o.  Comme;2<  -  (puisque  <  :;) 
Haag.  —  Exercices.  I.  i- 
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et  que  -  <>r2,  d'après  (4),  on  a  nécessairement 
(9)  b<ari<a72. 

Finalement,  le  trinôme  3  j^-^— 4-3^  +  '  =  (■^  —  0 /' (>'î^)  P''end  le  signe  — 
pour^=iJ7,  et  le  signe  H- pour  .r  1=  .r,.  Donc/i>o,  ro<o.  L'équation 
proposée  a  trois  racines  réelles. 

Remarque.  —  Ces  racines  sont  séparées  par  les  nombres  œ^  et  .r., ; 
mais  ceux-ci  ne  sont  pas  explicitement  connus.  Pour  obtenir  une  sépa- 
ration efTective,  procédons  par  substitutions  successives.  D'abord, 
/(o)  <;  o;  comme  o  ■<  .^j,  les  trois  racines  sont  positives. 

[On  peut  le  voir  aussi  par  le  théorème  de  Descartes;  car /( — œ) 
n'ayant  pas  de  variations,  il  n'y  a  pas  de  racines  négatives.] 

Puis  /■(i)=r— 2<o.  Comme  i>.r,,  les  deux  plus  petites  racines 
sont  comprises  entre  o  et  ^ .  Pour  les  séparer,  calculons,  par  exemple, 

Finalement,  si  Xj,  X,,  X3  sont  les  trois  racines  rangées  par  ordre  de 
grandeur  croissante,  nous  avons  la  disposition  suivante  : 

o,     X,,     -,      X2,     1,     X.-J. 
2 

D'ailleurs /(3  )>  o;  donc  X3<  3. 

Calcul  de  X,.  —  Commencer  par  resserrer  l'intervalle  f  o,  -  j  • 
Nous  avons 

/(o,  3)=— 3  +  3  +  (o,3)H6  X  0,3  — i5)<o; 
/(o,  4)  =  —  3  -+-  4  —  o,384  -+-  o,o()i4  \  >  o. 

Donc,  Xi  est  compris  entre  o,3  et  0,4. 

Appliquons  la  méthode  de  Newton.  —  Il  nous  faut  le  signe  de/"(.r), 
(n°  270).  Or/"(.r)  =r  6o(2.:r'^ — 3  x- )  =  60  a;^  (  2  .r  —  3)  est  négatif  dans 
tout  l'intervalle.  Nous  devons  donc  appliquer  la  méthode  au  nombre  o, 3. 
Si  X,  =  o,3H-/i,  nous  prenons  comme  valeur  approchée  de  //  celle  qui 
est  donnée  par 

/(o, 3) -+-///'(.., '•.)  =  .), 
ou 

,  (0,3)*    l3, 2  0,I06f)2  \-c      ,\ 
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L'erreur  commise  £  est  plus  petite  nue '—, — ;— •  |  Le  maximum 

de  — f" {oc)  entre  o,3  et  o,4  est  atteint  pour  .rr=o,4,  car,  dans  cet 
intervalle,  —f"\x)  =z  36o:r(i  —  .r)  est  positif.]  Donc 

6i).o,  16. 2,"2        i,o56 
^^    200.8,623     "^86;^  <o,oi3. 

Mais,  si  nous  observons  maintenant  que  h  est  exactement  inférieur 
à  o,oi3  +  o,oi3  =  0,026,  nous  pouvons  écrire 

E  ><  (  o ,  026  )- .  1 , 3  <<  o ,  0007 .1,3  =  0, 000  9 1 . 

On  en  conclut  que  Xj  est  compris  entre  les  deux  nombres 

0,01239         et         o, 31239 -H  0,00091  =  o ,3i  33o, 

qui  constituent  deux  valeurs  approchées,  par  défaut  et  par  excès, 
à  moins  de  y^^  près.  En  prenant  leur  moyenne  arithmétique  o,3i2845, 
on  obtient  une  valeur  approchée,  à  moins  de  ôwcr  5  niais  on  ne  sait  pas 
dans  quel  sens.  Enfin,  on  peut  se  borner  à  trois  décimales,  en 
prenant  o,3i3  comme  valeur  approchée  à  moins  de  -nyV?  près;  mais  on 
ne  sait  pas  non  plus  quel  est  le  sens  de  l'approximation.  On  ne  connaît 
donc  pas  le  troisième  chiffre  du  développement  illimité  de  Xj  en  fraction 
décimale,  bien  qu'on  possède  une  valeur  approchée  à  moins  de  ., „'^ ^  ; 
mais  cela  a  peu  d'importance  pratique. 

3.  Discuter  l'équation 
(i)  .r  cosx  —  2  sin.r  -\-  ni  =  o, 

iz 
et  calculer  sa  plus  petite  racine  positive  et  autre  que  —  quand  m  =  2. 

Nous  commencerons  par  observer  qu'on  peut  se  borner  à  considérer 
les  valeurs  positives  de  m,  car  le  changement  de  ni  en  — m  équivaut 
à  celui  de  .z"  en  —  x. 

Cela  posé,  pour  séparer  les  racines  de  l'équation  (i),  on  songe  tout 
d'abord  à  étudier  les  variations  de  son  premier  membre  (n°  263).  Mais 
l'équation  dérivée  .r  sin  j:^^  H-  cos  a;  ::=  o  est  transcendante  et  nécessiterait 
une  étude  particulière.  Nous  éviterons  cet  inconvénient  en  divisant 
au  préalable  l'équation  (i)  par  cos.r  (').    Autrement  dit,    nous    allons 

(')  On  peut  enlever,  par  cette  o|)ération,  les  racines  x  =  kr.  -[-  -^  si  elles  exislenl; 
ce  qui  n'arrive  que  pour  m  =  .',  sin  I  Az  +  -  h  c'est-à-dire   /.    pair,  m  =  2. 
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étudier  les  variations  de  la  fonction 

( 2  )  r  =  /( ■'-  )  =  -r  —  2  tang.r 


COSJl' 


Intervalle  de  variation.  —  Si  l'on  change  x  en  x  +  ikr.,  y  se  change 
en  \  -4-  •?.!<-.  Il  suffit  donc  de  construire  la  courbe  dans  un  intervalle  de 
longueur  27:.  quitte  à  lui  faire  subir  ensuite  toutes  les  translations 
(2A'7:,  ikr.). 

Si    Ton    change   j:  en    7:  —  ^,   j  se   change   en   r.  —  Y-   Gela   indique 

une  symétrie  par  rapport  au  point  1  (      '  ~  )* 

Finaletiienl,  nous  prenons  pour  intervalle  de  variation  i — 7'+7]- 
Ayant  construit  la  courbe  correspondante,  nous  prendrons  sa  synié- 
tritjue  par  rapport  au  point  I;  puis  nous  lui  ferons  subir  les  transla- 
tions T/,.(2/,t:,  2kT.),  qui  sont  parallèles  à  la  première  bissectrice. 

Continuité.  —  La  fonction  est  définie  et  continue  dans  tout  l'inter- 
valle  (  —  -,  -r-  —  ),  sauf  peut-être  aux  extrémités. 

Dérivée.  —  On  a 

,  2  m  sin.r  _  — fi  —  /«  sin.r -1- sin-.r) 

cos-j';         cos-.''  cos-./' 

Il  nous  faut  le  signe  du  trinôme  en  sin  x 

(3)  ^  =  ^'(sin.c)  =  sin^.r  —  m  sinj-  -r-  i. 

Premier  cas  :  //«  <  2.  —  z  est  toujours  positii',  donc  y'  négatif; 
y  décroît.  Pour 

-  ni 

.r  = h  î.  tans -c  =  —  x.  =^y:,  v  = -1- oc. 

2  °  ces,/;  -^ 

J^our  x^  -  —  î,  y  se  présente  sous  la  forme  co  —  00  .  Mais,  si  on  l'écrit 

ni  —  2  sin.r 

'  -^  cus.r 

on  voit  (ju'il  tend  vers  —  oc  .  On  a  donc  la  courbe  suivante  {fig.  1  i  ). 
Si  Ion  prend  sa  symétrique  par  rapport  au  point  1,  ou  obtient  la  courbe 
en  pointillé.  Il  suffit  ensuite  dimaginer  les  translations  T/..  pour  se 
rendre  compte  que  V équation  proposée  admet  une  racine  x/,.  et  une 
seule  dans  cIukjuc  intervalle  tel  que  (  k-  —  -^ ,  kr.  -\-  -\i  ({uel  (|ue  soit 
l'entier  /. .   positif,   négatif  ou   nul. 
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Si  k  est  très  grand  positif,  a:/^.  est  très    voisin  de  Att-t-  -•   Si    /.    est 
négatif  et  de  très  grande  valeur  absolue,  ^a  est  très  voisin  de  /.  t: —  -7  • 

Fin.   II. 


1   .V 

1 

1      1 

\  \ 

\     1 

1 V 

\ 

!  V 

_  \ 

1  > 

k.  i  1      '^    : 

1 

VT 

\      -^ 

-D|    " 

V 

♦=     \?~- 

2  1           l 

Z         V    2 

1 

i 

1 

1 

Deuxième  cas  :  ?}}  =  2.  —  La  seule  diflférence  avec  le  cas  précédent 

,  -  (  r  —  sin  :r  I  .      ,    ,     - 

provient   de   ce  que,  pour  a:  zzz  - ,   r  =  .r -h  2  est  égal   a   —  • 

'  '  '  2     "  cos  X  2 

(Appliquer   la   règle   de   THospital.)    La    courbe    passe    au    point    I    et 

présente  la  forme  suivante  {/ig'.  12).  La  symétrie  donne  ensuite  le  trait 


pointillé.  En  imaginant  enfin  les  translations  T/..  on  voit  qu'en  dehors 
des   racines  ■y.kr.  +  —  [Cf.  note  de  la  page   179),  il  Y  a  une  racine  jti, 
et  une  seule  dans  chaque  intervalle  tel  que  (2/.- —  -■>  2/.  7:  H — ~)' 
Pour  les  grandes  valeurs  de  /c,  même  observation  que  plus  haut. 

Troisième  cas  :  tn^i.  —   Le   trinôme   z   admet   une  racine  et  une 
seule  comprise  entre  —  i  et  +  i  ;  celte  racine  est  d'ailleurs  positive.  Soit  a 
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la  valeur  correspondante  de  jc  (  o  <  3c  <  '  j  •  On  a  le  Tableau 


jK  ^  -X     \l      ^       / 


m  —  2  sina 

P  =  a  H =  a  -H  col  '/, 


en  remplaçant  m  par  r^ •  Gela  nous  donne  la  courbe  G  suivante 

'       '  '  sin  a 

(  fif;\  i3).  Par  symétrie,  on  obtient  la  courbe  G'  en  pointillé. 


1^  I 


V 


I      \l 

!     ^ 


La  translation  T/..  amène  G  en  G/,,  qui  coupe  Ox  en  deux  points, 
si  l'ordonnée  y^  du  point  A^.,  homologue  de  A,  est  négative  ou  nulle  ('), 
Or  //!•=:  |3  +  2^:71;  on  doit  donc  avoir 

3 
3-l-2/iTrlo         ou         kl ' — 


Geci  aura  lieu   pour  kS  —  A,,  si  l'on   appelle  Xj   le  plus  petit  nombre 

■      -    ? 
entier  -1  -^—' 

~   -AT. 

De  même,  la  translation  T/^  amène  G'  en  G/,,  qui  coupe  Ox  en  deux 
points,  si  l'ordonnée  r'/;-  du  point  AjJ.  est  positive  ou  nulle  (').  Or 


y^=-r.—  l^-h-?.kK; 


on  doit  donc  avoir 


t:  —  fi-r-2Â:7r>o         «m  /,•  > 


^-t: 


(')  Si   l'j  —  o,  les   deux    poinls  sont   confondus;    a  +  3Â~  est  racine   double.    Ceci 
arrive  lorsfjue  -i—  est  un  ncHiihre  entier.  l'.cinarquc   aiial<);^ue  pour  j'/,.. 
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Ceci  aura  lieu    pour   A'^A,,    si   l'on   appelle   A'o    le   plits  petit    nombre 

.     â          I 
entier  ^  — ,  nombre  d'ailleurs  visiblement  é£;al  à  A,  ou  à  A,  —  i. 

Finalement,  nous  pouvons  énoncer  les  résultats  suivants  : 

Les  entiers  A",  et  A,  étant  déterminés  comme  il  vient  d'être  expliqué, 
r équation  possède  deux  racines  dans  chaque  inter^'alle 

pour  toutes  les  valeurs  de  kl —  A,,  ainsi  que  dans  chaque  intervalle 

i  A  -  -!-  —,  2  A-  -i — 

2 

pour  toutes  les  valeurs  de  k^kn;  elle  n'en  admet  pas  d'autres. 
La  discussion  est  donc  à  présent  complète. 

Calcul  de  la  plus  petite  racine  positive  autre  que  —,  quand  m  z=  2. 

—  La  figure  12  nous  montre  que  celle  racine  est  comprise  entre  —  et  -. 

On    peut    le    voir    aussi    en    transformant    l'équation     comme    il    suit. 

Posons  —  —  X  ^=  2u  :   il  vient 
2 

[  —  —  -lu)  sin%u  -^  1(1  —  cos2fA)  =  o, 

ou,    en    exprimant   sin2«    et  cos  2  m   en   fonction   de   sin  u  et  cos  «    et 
divisant  par  sin  u  (  ce  qui  enlève  les  solutions  u  ^  k-,  x  ^  ^  —  2  A  -  J  > 

(  —  —  2  «  J  ces  «  -!-  2  sin  j<  =  o, 
ou  enfin 

(5)  tangw  =  ;/ j- 

Rien   n'est  plus  facile  que  d'étudier  cette    équation    grapliiquement. 
Ses  racines  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  bien 

connue  y  ^=  tang  x  et  de  la  droite  y  =z  x  —  -^  •   La  figure  14  montre  que 

réqualion    (5)   admet    une   racine   et   une   seule  dans  chaque  intervalle 

k~ — —  »  kr.—-  —  )-      Par  suite,   (1)    admet    une    racine  et  une  seule 


)Si 


CHAPITRE    XXII. 


dans  chaque  intervalle 

r>.k-  -4-  ~, ■^/l  -  —  -  )      ou       (  '/i- ■>  •?./{- 


'th 


conformément  an  résultat  précédemment   obtenu. 


Fig.    14. 


L'avantage  de  la  transformation  ci-dessus  consiste  en  ce  que  Téqua- 
tion  (5)  est  plus  simple  de  forme  que  l'équation  (i)  et  sera  plus  facile 
à  résoudre. 

D'après  la  formule  2«=-  — .r,  la  plus  petite  racine  positive  en  x 
correspond    à   la   racine    en    u    qui    est    immédiatement   inférieure  à  -^• 

La  figure  i4   montre   que  cette  dernière  est  comprise  entre  o  et  —  -, 

et  semble  d'ailleurs  assez  voisine  de   —  -^  • 

^ 

l'osons  o(«)=itang« — u -h-  j-   Nous  avons 


?(«)  =  ^'  ?(—  7  )  =  — 

4  \        I  / 


Donc  la  racine  est  comprise  entre  — -et  —  -•  Faisons  d'autres  subsli- 

4  ■^- 

tu lions  pour  resserrer  l' inlervaUe.  En  nous  serviint  d'une  Table  de 
conversion  des  grades  en  radians  et  d'une  Talile  de  tangentes  naturelles, 
nous  avons 

of—  (ioï)  =  —  I  ,376  -+-  o,()4-^  -f-  0,78}  >  o, 
<p(  —  70Ï)  =  —  I  ,963  -I-  I  ,  100  -1-  0,785  <  o, 
oi —  6jY)  =  —  I  ,r)j5>.  -+-  I  ,ovii  H-  0,785  >  o, 
o(  — r,8r)  =  — r  ,819 -r-i  ,oGS-+- 0,785  >o, 
<p(—  G9T)  =  —  I  ,889  I  I  ,()S'i  -H  0,785  <  o. 


EQLATIONS    A   COEl  FICIENTS   NL'MKHIQIKS.  183 

La  racine  est  donc  comprise  entre  — 681'  et  — 69".   Appliquons   la 
méthode  de  Newton  à  cet  intervalle. 
Nous  avons 

o'  {u)  =  tan  g'-  M,         o"(  u)  =  •>,  tang?/(i  -\-  lan^-  n). 

o"{u)  est  négatif  dans  l'iiilervalle  considéré.   Il  faut  donc  appli(:|uer  la 
méthode  à  ~  Sgf  ^= — i,o8385. 

Nous  avons,   en   utilisant  cette  fois  une  Table  de  logarithmes  à  cinq 
décimales, 

cp( —  69I')  =  —  I  ,88870  -f-  1  ,o83S5  -H  0,785 40  =  —  0,01945. 

Si   1/  -+■  h  désigne  la  racine  exacte,  nous  prenons  pour  valeur  approchée 

de  // 

o( —  6qT  )  o, 01945  .  ,. 

hi  = -, =  "-— — -  =  o , 005  4  ) ; 

'  .^'(_G()T)        tang='69T 

d'où 

Il  1  =  —  [  ,o8385  -f-  0,00545  =  —  1,07840. 

Limite  de  l'erreur.  —  Le  maximum  de  |o"(«)|  dans  Tinlervalle 
(— 69Ï,  —  68T)  est 

1  tang 69^(1  -f-  tang-  69T)  <  4(1  ■+-  4)  =20. 

D'autre  part, 

/i<  1,084  —  1,068  =  0,016; 

donc 

o,  000256. 20  (j,oo'256         0,00256        0,00064       0,00064  „ 

£    <    — = <     ■ =   <    ; —   0,00()<5. 

•2tang-69y         tang-bijv  M, 8,)-  0,81  0,8 

Mais  alors  h  est  inférieur  à 

A]  -H  OjOCoS  ■<  o,oo55  -t-  0,0008  =  o,'io63  ; 

donc  (n"  ^71;    remarque), 

('o,o()63)"-.  10        (o,or)64)-.io        (0,0032)2    ^  ^,    ^  . 

£  < <  : — = ; <  0,000128  <  0,000l3. 

tangMùjT      ^       (1,8)-  o,o8i  ' 

Finalement,  la  racine  u  est  comprise  entre  — i, 0-845  et  — 1.07858. 
On  peut  donc  prendre,  à  moins  de  ,ôiôïï  P''^^    (')> 

?<  =  —  1 ,0785; 

(')  Nous  su[)[)osoiis  louLefois  que  les  calculs  auxiliaires,  qui  ont  été  faits  avec 
cinq  décimales  seulement,  ne  donnent  pas  d'erreurs  suppN'uicntaires  suflisantes  pour 
modifier  celte  approximation. 
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d'où 

'•  = iu  =  i  ,5708  -+-  ■>,  1570  =  3,7278     (  '  ). 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Discuter  les  équations 

4  .r''  -1-  3  .r^  —  6  .r  -4-  ni  ^  o ,         2  m  j:^  —  .{ .r-  —  5 ./:  -|-  2  =  o, 
fi  1)1. r^  —  X-  -^  ni.i:  -i-  3  =  0,  ./;^  -f-  inx-  —  S.r  ^  2  =:  o. 

2.  Discuter  les  équations 

x'*  -'r-  px  -T-  q  =  o^         x^-hpx  -t-  q  =  0. 

3.  Discuter  les  équations 

x'*-{-  9.x^ —  x--i-  ni  =  o,         2.r* —  S x^ —  i2.''2-r-  S.i:  -f-  m  =  o, 
3  .r*  +  4  .^'  -t-  4  "ï  JT^  -1-  I  =  o. 

i.   Etudier   les  équations 

o.x^-{-x- —  5x-h  3=0,         x'*-+-  .\x^ —  ^x- —  8.r-i-  i  =  o, 
^.3  —  ,~3  _}_  2  ;.2  _i_  I  —  o^  jpS  _j_  ,,;2  _i_  2  .r  —  1  =  0,  ./;''  +  x^  -J-  .r2  —  I  =  o. 

(Pour  la  seconde,  on  remarquera  que  la  dérivée  s'annule  pour  j:  =  1 
Pour  les  deux  dernières,  prendre  l'équation  aux  inverses.) 


o.   Discuter  les  équations 

X^  ./'3 

(  E.  C,  1908  et  191 1.) 


Ax'- —  i-ix  —  a )-=  o,  VT  -î-  TTî  -i r  -■ 1-1  =  o, 

4  ■        J  •        2 1         I 


6.  Étudier  l'équation 

2(372 — ^  —  1^4 — j;2_j_,/;=:o         (E.  p.,  19(8).         (Poser. r2  —  x  —  i=j.) 

7,  Les  nombres  r/,   b,  c,    ...,   /  étant  supposés  tous  distincts  et  les 
nombres  A,  B,  C,  .  .  .,  L  tous  positifs,  montrer  que  ré(|ualion 

A  B  L 


.1-  —  a        X  —  b  X  —  / 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

(' )  La  quatrième  décimale  est  encore  moins  certaine  que  [)ourw,car  l'erreur  sur  j; 
est  double  de  celle  relative  à  u.  .Mais  nous  pouvons  affirmer  l'exactitude  des  trois 
premières. 
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(Etudier  les  variations  du  premier  membre,  sans  oublier  les  disconti- 
nuités. ) 

8.  Etudier  les  équations 

./■  —  esin.r  =  /?i         (o<e<i),         log(  j:'")  =  .r, 

e-ï'= /n.r-,         aj;  arc  tang.r  ^  .r*H- 2,         logJ7  =  arc  sin.r, 

(x^-r- 1)  log.r  T=  ,r  -;-  m,         logx  =  e^. 

9.  Résoudre  à  yooJ  P''ès  Téquation  j;3+  .r  +  i  =  o. 

10.  Calculer  à  —a  pi'ès  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 

.r^  -h  x'^  —  X  —  1  z^  o. 

11.  Calculer  à   yi^  près  les  deu\  racines    de    l'équation  ^:=31oga:, 
ainsi  que  leur  somme  et  leur  produit. 

12.  Résoudre  à  777^  près  Téquation 

X  —  0,01(177  sin.r  =  2,  58614. 

13.  Séparer  les  racines  de  l'équation 

.;;  cos.r  =^  sin.r  -+-  ces  2.r 

et  calculer  la  plus  petite  racine  positive  à  j^*^  près. 

li.  Résoudre  approximativement  les  systèmes 

,/■'  -i-r-  —  2  j:  -T-  4„>'  ^  I  =  ",         .1--  —  ir-  -f-  4  '^  -i-  6_/  =  o  ; 
x^  -T-y-^  —  xy  =  o,  .r-  -!-  o-jK"  — J  =  o. 
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DÉTERMINANTS. 


EXERCICES  RÉSOLUS, 
l.   Calculer  le  déterminont 


D  = 


—  I 

() 

S 

V. 

I 

I 

-4 

—    1 

2 

•2 

—  5 

4 

On  pourrait  le  développer  directement  suivant  les  éléments  d'une  ligne 
ou  d'une  colonne.  Mais,  il  vaut  mie"ux  essayer  de  le  simplifier  au  préa- 
lable par  des  combinaisons  de  lignes  ou  de  colonnes  (n°  281)  faisant 
apparaître  des  zéros  ou  des  rangées  partiellement  proportionnelles.  C'est 
ainsi  que,  si  l'on  retranche  la  deuxième  ligne  de  la  quatrième,  celle-ci 
devient  : 

Quatrième  lii,nie  :      ■>.,     o,     —  '"),     o,     o. 

Ajoutant  la  deuxième  à  la  troisième,  celle-ci  devient  : 
TriMsiènie  ligne  ;      i,     v,,     3,     o,     3. 

A  part  l'élément  du  milieu,  on  obtient  la  première  ligne.  Helranchons 
donc  celle-ci  de  notre  nouvelle  troisième  ligne;  nous  obtenons: 

Troisième  ligne  :     o,     o,     4»     o,     o. 
Nous  pouvons  donc  écrire 


i  v>  —  I        o  j 

—  4  3  I          -  I  9. 

o  o  4           •'  o 

"?.  U       J  (J  o 

o  I  V.        —  5  4 


=  4 


I 

■i 

o 

3 

-4 

3 

o 

—  I 

() 

(  ; 

=  4X7 

I    —  ')    ,'l 


o 
—  I 
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en  développant  suivant  la   troisième  ligne,  puis  encore  suivant  la   troi- 
sième. 

Il  nous  reste  à  calculer  un  déterminant  du  troisième  ordre.  On  peut 
le  développer  par  la  règle  de  Sarrus,  ou  bien  suivant  la  première  ligne 
ou  la  deuxième  colonne.  Adoptons,  par  exemple,  ce  dernier  moyen  ;  nous 
obtenons 

D  =  4  X  •2[ —  I  (2  X  4  —  3)  +  5('2  X  2  —  •)  X  3)]  =  4  X  2(—  >  —  2-5)  =  —  240. 

2.  Déterminant  de  Vandermonde.  —  Les  n  +  i  nonihicx  a,  b,  c,  .  .  . ,  l 
étant  supposés  différents,  calculer  le  déterminant 


D  = 


I      fi.     a- 
1      b     62 

I      /      /2 


b'> 


l" 


Ce  déterminant,  qu'on  appelle  déterminant  de  Vandermonde,  est 
évidemment  un  polvnome  homogène  par  rapport  aux  «  +  i  lettres  a,  6, 
c,  ...,/.  Or,  pourrt=6,  il  est  identiquement  nul,  comme  ayant  ses  deux 
premières  lignes  identiques.  Il  est  donc  divisible  par  (6  —  a)   (n°  203). 

Pour  la  même  raison,  il  est  divisible  par  c  —  «,  d  —  «,  ...,  et  par 
suite  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs  (n"  205).  On  a  donc  une  iden- 
tité de  la  forme 


(I) 


{b  —  a){c  —  a){d  —  a).  .  .{l  —  a) 
[c-b)(d-b)...{l-b) 


(/-/0Q  =  PQ> 


le  quotient  Q  étant  un  certain  polynôme  en  a,  /;,   ...,/. 

Or,  le  degré  de  D  est  i  h- 2 -t- .  .  . -i- «.  [On  le  voit  par  exemple  en 
multipliant  a,  b,  .  .  .,  /  par  un  même  nombre  }.;  les  2'",  3'',  ...  {  n  -h  i)'^-'»^ 
colonnes  sont  multipliées  respectivement  j)ar  À,  ),-,  ....  A";  donc  D  est 
multiplié  par  >.i-t-2-f-...+H  j  D'autre  part,  le  produit  F  (jui  est  au  second 
membre  de  (i)  comprend  (i  H-  2  +  .  .  .  -4-  //  )  facteurs.  Il  s'ensuit  que  Q 
est  une  constante.  Nous  en  aurons  la  valeur  en  égalant  de  part  et  d'autre 
les  coefficients  d'un  terme  particulier,  par  exemple  du  terme  bc-  .  .  .  /", 
que  donne  la  diagonale  principale.  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  terme  ne 
figure  qu'une  seule  fois  dans  le  développement  du  déterminant.  D'autre 
part,  pour  l'obtenir  dans  P,  il  faut  prendre  l  dans  tous  les  facteurs  de  la 
„ièmo  colonne  de  (i),  puis  h  dans  tous  ceux  de  la  (/;  —  i)>ème  colonne;,  etc. 
Autrement  dit,  on  obtient  le  terme  ùc-  .  .  .  /",  dans  P,  en  multipliant 
les  premiers  termes  de  chaque  facteur,  ce  qui  lui  donne  pour  coefficient 
l'unité.  Il  résulte  de  là  que  (^)  =:  i .  Donc,  H  est  égal  au  produit  V. 


D  = 


D'  = 


a  o  o  o 

i>  a  o  o 

d  —  b  a  o 

e  —  c  o  « 


DD' 


—  ac 

—  ae 

cd  ^  be  —  af 
o 
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3.   Effectuer  le  produit  des  deux  détenniiianls 
o  abc 

—  a        o  de 

—  b     —  d       o       / 

—  c     —  c     — /    o 

Multiplions  lignes  par  lignes 

o      —  a-  —  ab 

«"■^         o  —  ad 

00  o 

0         o  —  eb  -r-  cd  -^  af 

En  développant  suivant  la  ])reniièie  colonne,  puis  suivant  la  seconde, 
nous  avons 

DD'=  {—  a^-)  {—  a^-)  {cd  +  af  —  eby-  =  aHcd -\- af  —  ebf-. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  D'  se  réduit  à  son  terme  principal  a'*, 
nous  en  concluons,  en  supposant  toutefois  a  ^  o  (*  ). 

D  =  {cd+  af~ebf. 

k.  Faire  le  produit  des  matrices 

I  o       o       o      u 

•A-^yl^--l   ■''■2    yi   -2    I 


o  O  t)  1 

■i.r'i    —■i,r\    —  2^'i    .r\-'^y? 

2./'2       —  2J)'2        —  03  2        '"■''2^  -^ y'i 


'2.t  „  'i.y  ,(  '^^n      >'  n    ~'~  y  n'  ~f~  ^/f 

D'après  la  règle  du  n°  285,  rélément  général  est 

cj  =  x;_,  -i-jK^i  +  -1-1  —  2.r/_i.r;_,  —  2jK/-i7;-i 


-J-  I  ' 


du  moins  tant  que  i  al  J  sont  tous  deux  supérieurs  à  l'unité. 
En  outre,  c\  =:  c]  =  i ,  si  /  >  i  ;  c[  :=  o. 

(')  Si  a  était  nul,   le  dévcluppemcnt  |)ar  lu  règle  de  La]jla(;c  donnerait  de  suite 

D  =  [he  —  cd  y. 


0  1 

1  au 

I 

I 

I        «21 

'J-li 

•      «.„ 

1     'J-,n 

a„2      . 

''J-nn 
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Dès  lors,  appelons  d'une  manière  générale  a,y  le  carré  de  la  dislance 
du  point  M,  qui  aurait  pour  coordonnées  rectangulaires  x,,  j,,  zi  au 
point  My,  qui  aurait  pour  coordonnées  x'j ,  r'j .  z'j ,  par  rapport  aux 
mêmes  axes  (t.  II).  Le  produit  de  nos  deux  matrices  est  égal  au  déter- 
minant 


(I) 


Différents  cas  peuvent  alors  se  présenter  suivant  la  valeur  de  n. 

Si  n  >  4,  le  produit  est  nul.  En  particulier,  si  l'on  confond  les 
points  M^  avec  les  points  M,  et  si  Ton  prend  n=zîj,  on  obtient  \ci. rela- 
tion qui  existe  entre  les  dislances  de  5  points  de  l'espace  associés  deux 
à  deux  de  toutes  les  manières  possibles.  (Observer  que,  dans  celte  hypo- 
thèse, on  a  cf.iiz=z  G  et  iXij:z=.  cf.ji.)  En  prenant  le  cinquième  point  au  centre 
de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  premiers,  on  a  une  équation  du 
premier  degré  pour  calculer  le  carré  du  rayon  de  celte  sphère. 

Pour  n  =  4»  Is  déterminant  (i)  est  égal  au  produit  des  déterminants 
déduits  des  deux  matrices,  qui  sont  alors  des  tableaux  carrés.  Mais,  en 
les  développant  suivant  la  première  ligne,  on  constate,  d'après  une 
formule  de  Géométrie  analytique  (t.  II),  qu'ils  sont  égaux  respective- 
ment à  6V  et  à  48  V'  (au  signe  près),  en  appelant  V  et  V  les  volumes 
des  deux  tétraèdres  M1M2M3M4  et  iM',  M',  MjM'^.  Le  délerniinanl  (i)  est 
donc  égal  à  288 VV.  Si  l'on  confond  les  deux  tétraèdres,  on  a  une 
formule  donnant  le  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  arêtes. 

Pour  /t  ■<  4)  Is  déterminant  (i)  est  égal  à  une  somme  de  produits  de 
déterminants.  Prenons,  par  exemple,  n  =:  3.  Les  seuls  produits  non  nuls 
sont  de  la  forme 


I 

■y\ 


=  -4 


0 

0    0 

0 

0 

0 

-Si 

Z.2 

X 

I     — 
I      — 

^y\ 

—  -iZ 

—  IZ 

ys 

-f 

I     — 

■^■y'.i 

—  az' 

y\    ^1 

I 

y. 

Z\         I 

y-2    -2 

l 

X 

y'2 

Z',        1 

y.i      -:i 

I 

j 

''3 

-3        1 

+  r,-  +  -, 


Le  déterminant  (i)  est  alors  égal  à  — 16(8^.8^ -H  SyS^  4- S^Sl), 
en  appelant  S^,  par  exemple,  l'aire  algébrique  de  \a  projection  du 
triangle  MjMaM;)  sur  vOz.  Mais,  si  a,  j3,  y  sont  les  angles  du  plan  de  ce 


iga 
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triangle  avec  vO:;.  zOx,  ^^O}'  et  si  S  est  son  aire,  on  a 

S.ç=Scosa,         Sy=Scos3,         S;=Scosy- 
De  même 

S^=S'cosa',         S^=S'cos3',         Si=:S'cosY'- 
Donc 

S.r  Sâ:-f-  SySy-t-  S;S1=  S  S' (ces  a  cosa'-f-  cosp  cos[B'-t-  cosy  cosy')  =  S  S'  cosV, 

en   ajDpelant  V  l'angle  des  deux  plans  MiM^Mj,  M'iM^M'^.  Finalement, 
on  a  la  formule  élégante 


0  I             I  I 

1  ^11  '^12  «13 
I  a.,1  7.02  '^23 
I  ^-Sl  y-32  ^33 


=  i6SS'cosV     (1). 


Pour  n  ^r  2,  les  seuls  produits  non  nuls  sont  de  la  forme 

=  2(.ri  — .r2)(.r'j  —  .>'./). 


■y] 


o      o 

•  l    'l    1 

.1-7  I 


0  o  I 

1  —  i.i\     .r'j-  -h 
I       —  2./', 


» 


Leur  somme  est  égale  à  aMjMo.M'jM',  .  cosV,  en  appelant  V  Tangle 
des  deux  vecteurs  (MiM,)  et  (M'jM,).  En  développant  (i),  on  obtient 
alors  la  formule  élégante 


Ml  M'2"  -^  M.  iM'i'  —  M,  M',  '  -  AU  m;'  =  2M1  M,. M',  M'2  cosV. 

En  particulier,  si  \  :=:  -.  on  a  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  tétraèdre  orthocentrique.  la  somme  des  carrés  de  deux 
arêtes  opposées  est  la  même  pour  les  trois  couples  d'arêtes. 

[A  j)arl  les  cas  /^  :=:  3  et  «  =  2,  nous  avons  emprunté  ces  aj)plicalions 
au  cours  professé  à  la  Sorborine  par  M.  Darboux,  pendant  l'année 
scolaire  1904-1905.] 


(')  On  pinirrail  aisément  interpréler  les  signes  des  deux  membres,  en  considérant 
les  sens  de  parcours  .M,M„.\Ij,  AI,  M^M,  sur  les  <leux  triangles  {Cf.  t.  II).  Si  l'on 
confond  les  deux  triangles,  on  a  la  surface  on  fonction  des  côtes. 
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EXERCICES  PROPOSÉS. 


1.  Calculer  les  déterminants  suivants 


2     ~ 

I 

'1 

1 

0 

2 

—  I 

, 

•> 

0 

1 

—  2 

.'>      — 

i 

—  4 

, 

—  s 

4 

I 
I 

2 

î 

4 

5 
j 

I 

-  6 

I 
3 

2 

i 

G 

8 

0 

—  5    - 

-  4 

—  3 

—  2 

—  i 

. 

0 

I 

I 

1 

X 

T 

■). 

3 

—  4 

X 

2.   Calculer  les  déterminants  suivants 


X     y 


I        I        I 

y -^  z    z -^  X    X -h  y 
yz  zx  xy 


^'  '^  y     y  -^  ^      z  -¥■  X 

x~ -^ y"^    y--^z'-     Z'-^x- 

^3_|_j/3       ^.•î_^-3        -3_f_^3 


sinJT      sinj'      sin  ; 
cosjr     cosy     COS. 


1  ■}.  3  4 

2  3  4  I 

3  \  I  ■'. 
j  I  2  3 


[Pour  le  dernier,  ajouter  les  lignes,  puis  retiancher  chaque  colonne 
de  la  suivante,  etc.] 

3.  Soient  n  quantités  distinctes  x^,  x.^^  .  .  .,  x„.  On  désigne  par  <j{  la 
somme  des  produits  i  à  /  de  celles  de  ces  quantités  autres  que  .c j.  Démon- 
trer que  le  déterminant  du  «'^'"'^  ordre 


D  = 


I      C7j      cri 
I      -y'I      7  J 

I     'y'I    ^". 


est  égal   au   déterminant   de    \'andermonde   déduit    de  x,,  .r^, 

Il  \.  n  —  1 

multiplié  par  ( — i)      - 

H.v.vo.  —  Exercices,  I. 
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[On  peut  se  servir  des  identités  (n°  225) 

T^  =  s ,  —  Xj,  a-f,  =  52  —  Xj  ^\  , 

où  57  désigne  la  somme  des  produits  /  à  /  des  //  quantités  proposées. 
En  portant  dans  J),  on  obtient  le  déterminant 


S„-i-.Tj7{ 


J-^n-\ 


D'  =  Il  I     .«i  —  Xj 


CyU   j 


•^1>  ^i 


En  multipliant  la  première  colonne  successivement  par — s^ 
—  5„_i  et  ajoutant  aux.  i",  S*",  .  .  .,  «'èmcs  colonnes,  on  obtient 

D  =  D'=(-i)"-i||,     Xj     xj.{      ...     xj.i__^  ||. 

On   opère  sur  ce  déterminant  comme  sur  D'  et,  en  continuant  de  la 
sorte,  on  arrive  à  éliminer  de  proche  en  proche  tous  les  ct.] 

k.   Soit  le  déterminant  d'ordre  n  +  i 

)  I  I 

\      X  -\-  l  I 

D,/  =1  I         X  -{-  \ 


Calculer  sa   dérivée  par  rappoit  à  x.  En  déduire  son  développement. 

[D^,  ^/«D„_,.  De  plus  D„zzio,  pour  ^  =  o.  Enfin  Dj^a.'.  En  inté- 
grant de  proche  en  proche,  on  obtient  D„.  On  peut  aussi,  en  retran- 
chant la  première  ligne  de  la  deuxième,  établir  la  formule  de  récur- 
rence D„  =  .rD„_,.] 

5.   Faire  le  carré  du  déterminant 

a      b 
a'     // 

En  déduire  le  théorème  d'Aiilhmélique  suivant  :  Le  produit  d'une 
somme  de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux  carrés  est  une  somme 
de  deux  carrés. 

(i.   Multiplier  lignes  par  lignes  les  déteiniitiants 

„'       // 
-  //     a 

et  en  déduire  une  autre  démonstration  du  théorème  précédent  (Darboux, 
lac.  cil.). 
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7.  Faire  le  carré  du  déterminant 
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a 

b 

c 

ci 

—  h 

a 

—  cl 

c 

c 

—  cl 

—  a 

b 

cl 

c 

—  b 

—  a 

En  le  multipliant  par  un  déterminant  analogue,  en  déduire  une  exten- 
sion du  théorème  des  n°*  0  et  6  (Darboux,  loc.  cit.). 

8.  Calculer  les  entiers  jci,  j7o,  ...,  ^10  de  manière  que  le  produit 
lignes  par  lignes  des  deux  déterminants 


) 

I 

•2 

I 
■) 

G 

I 

4 

Xi  0  o  o 

X-2  3^3  O  O 

Xi  Xs  Xg  O 

X-  .Tg  Xy  a^iu 


n'ait  que  des  éléments  nuls  au-dessus  de  la  diagonale  principale. 

9.  Déterminants  fonctionnels.  —  Etant  données  trois  fonctions,  par 
exemple,  u,  v,  w  de  x,  y,  z,  on  appelle  déterminant  fonctionnel,  ou 
Jacobien,  de  ces  trois  fonctions  le  déterminant 


du 
ôx 

du 

du 
'dz 

D(k,  f,  w) 

D{x,y,z) 

ôv 
ôx 

dv 
dz 

d7 

âw 

dw 

dz 

Montrer    que   si    l'on    fait    un    changement    de   variables  quelconque 
(n°  139),  on  a  identiquement 

D{  u,i,  w)    _  D(m,  (.•,<p)     ï){x,y,  z) 


^{x\y\z)        \}{x,y,z)ïi{x\y,z') 

10,  Pour  résoudre  le  système 

ax ->n  by -^  cz  =:  cl^         a' X -\- b'y -{- c' z  =  cl' ,         x'-^y-^z-^d", 

on  peut  prendre  pour  inconnue  auxiliaire  le  déterminant  fonctionnel 
des  premiers  membres.  Calculer  le  carré  de  ce  déterminant  (Darboux, 
loc.  cit.). 

11.  Soient   une  courbe  plane  orientée  et  une  origine  des  arcs  Mo  sur 
cette  courbe.  On  considère  trois  points  M,,  Mj,  M3  d'abscisses  curvi- 
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lignes  infiniment  petites  .ç,,  .ç.,,  s-^.  Calculer,  au   quatrième  ordre  près, 
Taire  algébrique  du  triangle  iMiMoM^. 

[Si  Jc,  y  sont  les  coordonnées  du  point  d'abscisse  curviligne  s  et  si 
j:',  y',  .1-',  y"  sont  leurs  dérivées  premières  et  secondes,  l'aire  demandée 
est,  à  un  facteur  numérique  près,  le  produit  des  deux  déterminants 


I  Si  Si 
l  s -2  si 
I        5,       Sr, 


I  O  0 

■7"0       -^'o        ^0 

Jo   y'o   y"o 


lequel  produit  est  égal  à 


-  MiMa.MsMs.MsJMi, 


p  désignant  le  rayon  de  courbure  en  M^.] 

12.  Etendre  l'exercice  précédent  à  un  tétraèdre  infiniment  petit  inscrit 
dans  une  courbe  gauche. 

[On  prouvera  que  le  volume  du  tétraèdre  est,  ;~i  un  facteur  numérique 
et  au  septième  ordre  près, 


^^  M,  AJ. .  M ,  M3 •  Ml  M4 .  M2 1VI3.  iVlsMi .  M4IVI2, 

p  et  T  désignant  les  rayons  de  courbure  et  de   torsion  en  M„  (Darboux, 
toc.  cit.).'] 

13.  Voir  ce  que  devient  l'exercice  résolu  n°  k  quand  on  se  borne  à  la 
géométrie  plane  (^;=ro). 

\k.  Etant  données  quatre  demi-droites  issues  du  même  point  :  07, 
OÀ,,  0/.',  O/.', .  de  cosinus  directeurs  a,  />,  c;  «j,  b^,  Cj  ;  etc.,  faire  le 
produit  des  matrices 


't       h       c 
<:/,      />i      r, 


t'      h' 


En  déduire  la  relation 

eus  [i  cos  [i'  —  cos  Y  cosy'=  cosV  sina  sin  a', 


où  l'on   appelle  a,  a',  j3,  j3',  y,  y'  les  angles  XO^^i,  VOV^^  101',  XiOX',, 
ÂO?/,,  a'OÀ,  et  \  l'angle  des  deux  plans  /.O/.,  et  //O/.', . 

l.'i.    iCtant  données  les  quatie    dcuii-droiles  O/.j,   <->)>2,   OX3,   O/4   de 
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cosinus  directeurs  «,.  />,,  c,.  etc..  multiplier  par  elle-même  la  matrice 

rt,        61        Cl 

a-i     bi     Ci 

«3        l>3        C-i 
a;        ^v        C; 

En  déduire  la  relation  qui  existe  entre  les  angles  que  font  ces  quatre 
demi-droites  deux  à  deux. 

16.   Développer  par  la  règle  de  Laplace  le  déterminant 

I  I  I  I 

a  b  c  d 

I  1  I  I 

a  b  c  d 
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ÉQUATIONS  ET  FORMES  LINÉAIRES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 
1.   Résoudre  et  discuter  le  système 


(') 

(2) 

(3) 
(4) 


y  -^-  z  ^  mt   =  a, 
z  -\-  t  -\-  mx  =^  b, 

t  -^^  X  -\-  my  =  c, 
X  -\-  y  -^  niz  =  (/. 


Première  méthode.  —  On  peul  employer  la  méthode  générale  décrite 
au  n°  290.  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 


CI  i  m 

ni     o  \  I 

I      m  G  1 

I        I  m  o 


Pour  le  calculer  aisément,  ajoutons  toutes  les  lignes  à  la  première  ; 
celle-ci  devient 

m  -\-  1,     m  -+-  ■>,,     m  -+-  •».,     m  -h  •>. 

Faisant  sortir  le  facteur  /n  +  2.  nous  retranchons  ensuite  la  dernière 
colonne  des  trois  premières;  il  vient,  en  développant  suivant  la  première 
ligne, 

m  —  [        —  I  o 


D  =  —  (/n  -i-  9.) 


m  —  I 
j 


=  —  (m  -h  ■.>.)  I  m (  »i  —  1  )'-  +  1  -f-  /n  —  1 J , 


( 5 )  D  =  —  m (  /«  -h  ■?- )  ( m-  —  .i m  -\-  9.). 

I:m(m4-2)p^o.  —  /l  y  a   une  solution   unique  donnée  par  les 
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formules  de  Cramer.  I^ar  exemple, 
I      i\ 
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(6)     x^ 


o 
m 


a  (  m"- 


D 

■0 


^ (  m^  —  /«  -h  t )  4-  c (  I  —  i m)  —  d(\ 


m  -  ) 


—  m  (  m  -f-  2  )  (  m  -  —  -un  -\-  -i) 

Les  valeurs  de  y,  ^,  t  s'en  déduiraient  par  permutations  circulaires 
sur  «,  6,  c,  f/,  car  le  système  proposé  ne  change  pas  quand  on  permute 
circulairement  à  la  fois  .r,  y,  c,  L  et  a.  b,  c,  f/. 

II  :  ni^=o.  —  Si  l'on  enlève  à  D  sa  quatrième  ligne  et  sa  quatrième 
colonne,  on  obtient  un  déterminant  qui  est  égal  à  i.  On  peut  le  prendre 
pour  déterminant  principal.  Le  déterminant  caractèi'istirjae  corres- 
pondant est 


o 


0  «) 

1  o 
I      I 


d 


—  a  +■  b 


d  =  {b  -\-  d )  —  {a  -\-  c). 


Si  a  -h  c  ^  b  -h  d,  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Si  a  -f-  c  =:  6  +  «?,  il  y  a  une  infinité  de  solutions,  obtenues  en  donnant 
à  t  une  valeur  arbitraire  et  résolvant  ensuite  les  équations  (i),  {■!).  (3) 
par  rapport  à  x,  y,  z,  ce  qui  donne  immédiatement 


(7) 


t. 


y  =:  a 


=  b 


III  :  m  z=: — 2.  —  On  peut  prendre  le  même  déterminant  que  tout  à 
l'heure  pour  déterminant  principal,  car  il  est  égal  cette  fois  à  5.  Le 
déterminant  caractéristique  est 


—  >.    d 


=  ',(a 


d). 


Si  a  -+-  b  -h  c  -h  d  Tzz  o .,  pas  de  solution. 

Si  a+b-\-c-hd^^o.  infinité    de  solutions  obtenues,   comme  plus 
haut,  en  résolvant  par  rapport  à  J",  y,  :;  le  système 


(8) 


y-^z=ît 


—  xx  =  b  —  / . 


ly  =  c  —  t. 


200  CHAPITRE   XXIV. 

On  pourrait  employer  les  formules  de  Cramer.  Mais  il  est  plus  rapide, 
par  exemple,  de  multiplier  la  première  équation  par  2,  la  seconde 
par  —  2.  la  troisième  par  i  et  d'ajouter;  on  obtient  de  la  sorte 

5x  =  ■.>.(•?./  -h  rt)  -H  -iC^  —  6)  H-  c  —  ^  =  5/  ^  2rt  —  •>. ^  -H  c; 

d'où  . 

■>.a  —  ib  -^  c  a  —  h  —  ne  ^a  -\-  b  -h-ic 

(9)     ^  =  /H r ,         7=/^ ^ '         Z  =  t^ r 


Deuxième  méthode.  —  Ajoutons  les  quatre  équations  données 

(10)  { X  ^  y  ^-  z  -^  t)  (  m  -^  -2)  =  a  -\-  h  ^  c  ^  d. 
Ceci  nous  conduit  immédialemenl  à  distinguer  deux  cas  : 

Premier  cas  -m  z=. —  2.  —  Pour  que  le  système  soit  compatible,  il 

faut  qu'on  ail 

a-\~b-^c-hd  =  o. 

Si  cette  condition  est  remplie,  chaque  équation  est  une  conséquence 
des  trois  autres.  On  peut,  par  exemple,  se  borner  à  considérer  les  trois 
premières.  On  retombe  alors  sur  le  système  (8)  et,  par  suite,  sur  les 
formules  (9). 

Deuxième  cas  :  m  7^ —  2.  —  De  (10)  on  tire 

a  -¥-  b  -\-  c  -+-  d       „ 

(11)  37 -i- y -f- 2 -h  ^  =  =  &. 

Si  Ton  tient  compte  de  cette  équation,  les  proposées  s'écrivent,  en 
posant  m  —  i^^  [J-,  pour  abréger  l'écriture, 

ar  =  \xt  +  S  —  (I, 
,     .  ,  v  =  iJ.x^S  —  b, 

z  =  ixy  -H  b  —  c, 
t    =  jjL3  -+-  S  —  d. 

Des  trois  premières  on  tire  successivement  x.  y,  z  en  fonction  de  /. 
Kn  portant  dans  la  quatrième,  il  vient,  en  posant  encore,  pour  abréger 
l'écriture,  S  —  «  =  5;,  S  —  6  ^  j3,  S  —  c  =n  y,  S  —  d  =  0^ 

( ri  )  /  —  |Ji''  t  -+-  \J^  a  -4-  a2  [i  -r-  [jLy  -h  0. 

Le  coefficient  de  L  étant  i  —  p.'*,  il  faut  de  nouveau  distinguer  plusieurs 
cas  : 
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I  :  /jL  ^  ±  I ,  m^  2  OU  o.  —  On  a 


(14)  t='- '^^^--^ 

Il  y  a  une  seule  solution,  donnée  par  la  formu'le  (14)  et  celles  qu  on 
obtient  par  permutations  circulaires.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
vérifier  l'identité  de  ces  formules  avec  celles  qui  sont  données  par  (6). 

11  :  ;jL  r^  I .  m:=2.  —  L'équation  (i3)  est  vérifiée  identiquement,  si 
Ton  tient  compte  de  la  valeur  (11)  de  S.  Mais,  c'est  ici  le  lieu  dobserver 
que.  si  les  équations  (12)  sont  des  conséquences  du  système  proposé,  la 
réciproque  peut  ne  pas  être  vraie.  Les  équations  (12)  ont  été  obtenues 
en  retranchant  (11)  de  (i),  (2),  (3),  {l^).  Inversement,  on  obtient  (i), 
(2).  (3),  (4)  en  retranchant  (11)  de  (12).  Donc,  le  système  proposé  est 
une  conséquence  des  équations  (12)  si  l'on  peut  déduire  de  celles-ci 
Téquation  (11).  Or,  en  les  ajoutant,  on  a 

(i5)         (x^y-r-z-^t)(\—\x)=!i'è  —  (a^b^c—d)  —  'è{\—(m^-2)\  =  ^{\  —  \x), 

c'est-à-dire  l'équation  (11),  sauf  si  (j.^::  1 .  C'est  précisément  l'hypothèse 

actuelle. 

Pour  avoir  un  svstème  équivalent   au   proposé,  il  nous  faut  prendre, 

par  exemple,  les  trois  premières  équations  (12)  et  leur  adjoindre  (11). 

En  portant  dans  (11)  les  valeurs  de  u.\  y.  c  calculées  en  fonction  de  t, 

nous  avons 

4^-T-GS  —  3a  —  ib  —  c=:  S, 

d'où 

-  a  -J-  1  6  —  c  —  '}d 
(16)  t=^ 

Les  valeurs  de  x,  y.  z  s'en  déduisent  par  permutations  circulaires.  On 
a  une  seule  solution. 


III  :  ^j.  =  — I,  t}iz=:o.  —  L'équation  (;3)  se  réduit  à  a -h  y  ^  3 -f- ô. 


ou 


(17)  a  ^  c  =  ù  -h  d. 

Pour  que  le  système  soit  compatible,  il  faut  donc  que  la  condi- 
tion (17)  soit  remplie.  Si  elle  l'est,  les  formules  (12).  ou  mieux  les 
équations  (1),  (2),  (3),  (4)  donnent  la  solution  générale 

(18)  x  =  —  t  -i-  c,         y  —  f  —  c  —  d,         z  =~  (  -{-  b, 
où  /  est  arbitraire. 


CHAPITRE   XXIV. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.    Résoudre  les  systèmes  suivants,  et  discuter  s'il  v  a  lieu  : 

(  I )    .     1.V  ~ y  —  z  =  {,         X  —  5 jK  H-  2 •:  =  o,         3 a:  -+-  i j  —  4^  =  6; 

(II)  x-v-iy  —  5^  =  o,         ix-^z^  —  T.,        lôx — j' =  5  ; 

(  .2?  -i- r  -T-  ^  -+-  ^  =  4 ,         a;  -4-  •>. JK  -r-  3  ;;  =  I , 
I  jK  -+-   iz  +3^  =  1,         ^  -I-  ■>.  ^  -f-  3  :r  =  1  ; 

(IV)    y-^-^^^-^^-y^^-^y-^^       a.  + b^h-C.  + d  =o; 

abc  -^  ' 


(iri) 


(V) 
(VI) 


X  -i-  m  y  -4-  nz         y  ~\-  m  z-^  nx        z  -^  m  x  -+-  n  y 

X  ~  y  ~  z  ' 

mx  -T-  ny  =  «,         my  -i-  nz  ^=  b,         m z  -\-  nt  =  c, 
m  t  -\-  nu  ^  d         mil,  -T-  nx  ^  e. 


(Pour  III,  retrancher  la  première  de  la  seconde;  puis  retrancher  la 
troisième. 

Pour  IV,  prendre  pour  inconnue  auxiliaire  p  la  valeur  commune  des 
rapports;  calculer  x,  y,  z  en  fonction  de  p,  et  porter  dans  la  dernière 
équation. 

Pour  \,  prendre  encore  pour  inconnue  auxiliaire  la  valeur  commune 
des  rapports;  on  obtient  un  système  de  trois  équations  linéaires  et 
homogènes  qu'il  faut  discuter. 

Pour  VI,  on  peut  multiplier  par  m'%  —  tn^ii,  m'-n'-.  —  ;?i«^,  n^  et 
ajouter.  ) 

2.  Etudier  l'indépendance  des  formes 

ce — y -T- -^ — t,     X -h  y -h  z -h  l,     ax -^  by  +  ex -{- dt; 

aiXi-h  Xo-^Xs-h..  .^  X,i,      Xi-^  a^_X.2~^  X3-^.  ..-h  Xn-,       ..., 

a-1  -h  ^2  +  .  .  .-r-  «rt.r„. 

(Pour  les  dernières,  chercher  la  combinaison  linéaire  nulle.  Prendre 
pour  inconnue  auxiliaire  7,  -l-  }.oH-  .  .  .  +  /„  :=  7.) 

3.  lùant  donnée  une  substitution  linéaire,  calculer  les  valeurs  de  .r,, 
cCi,  .  .  .,  .v,i  pour  que  les  valeurs  correspondantes  des  y,  leur  soient  pro- 
portionnelles. 

/yi      yi  y,i      c    j'  ■       •       .•       i-    ■  •         .  i 

(  —  =  —  =:.  .  .  =  —  =  o;  cl  ou  II  équations  linéaires  et  homogènes 
\Xi  Xz  x,i  '  " 

en  .r/.   En   annulant  le  déterminant,  on  obtient  une  éfjualion  en  S  du 

^lèmc  degré.  Donc,  en  général,  il  y  a  «  solutions  distinctes.  Montrer,  en 
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particulier,  <[u'il  en  est  cerlainement  ainsi  «i  l'équation  en  S  n'a  que  des 
racines  simples. 

Dans  le  cas  où  la  substitution  est  orthogonale,  prouver  que  l'équation 
en  S  est  réciproque.  Admet-elle  les  racines  ±  i 

4.   Prouver  que  les  formules 

p^-T-  \xz  —  'ly   =  ^x' 'J.z'  ->r-  VJ>'', 

97  -+-  ">^  —  ^  -^  =  pjk'  —  'I  x'  -^\z' , 
^z  -^Xy  —  ]j.x  =  pz'  ^  \y'  -+-  ixx' 

définissent  une  substitution  orthogonale,  quels  que  soient  À.  /a,  v.  p. 

(Si  on  les  résout  par  rapport  à  a;,  j',  z,  on  obtient  les  formules  dites 
d  '  O  lin  de  Rodrig  u  es . 

Pour  démontrer  qu'on  a  bien  une  substitution  orthogonale,  élever  au 
carré  les  équations  données  et  ajouter.  En  se  servant  de  Tidentité  de 
Lagrangeet  de  l'équation  \x  -\-  ^ly  +  v:;  =  \x'  -\-  {■}■}''+  "■'^'i  conséquence 
des  proposées,  on  obtient  jc-+ y- -h  z-=z  x'-  -h  y''  +  z'-.) 


CHAPITRE  XXV. 

FORMES  QUADRATIQUES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 
1.  Décomposer  en  carrés  la  forme  qaadralif/ue 

oj  ==  X-  -4-  i_)y- -+-  z'-  -f-  rnf-  —  4  >'-  —  >  -  ''  -+-  ^-^y  -^  '^t'-  —  -1  m ty  4-  t z. 
Prenons  x  pour  variable  directrice  (  n"  301)  : 

w  =  (./'-H  3j'  —  c  -i-  /)- —  (3  r  —  -s-t-  O'  +  OJ''"^  ^"  -^mt"-  —  4.}'-^  —  mit  y  -H/z, 
(o  =  Pf  -+-  [h-  (/??  —  \)t-  -h  i yz  —  i{'i  -\-  m) y t  -^  "^ z t]  =  Pf  -t-  wi. 

Prenons  ensuite  y  «^t  :;  pour  variables  directrices  simultanées  : 

0}i=z  -j.lz  —  {'ù  ^  m)t](y  -h  -  i]  ^,-  o('i  -{-  m)r--h  {m  —  i)t-, 
oji=  -    j'-r- ;;—  (-^ -+- mj  M    — -     r  ~ -+(-  +  /»)/      -H  4(/" -1- 2)^-- 

l'inaleinent, 

w  =  (.r  H-  3jK  —  ^  -h  0'+  ^  p-  +  -  -  f  ^  +  "ij  M 

-  ^  Ti-.^-H  ("^  4-/»')/l'^4(/«-^•0/-■ 
^////•e/«e//^  .•  Prenons  z  pour  variable  directrice 

o;  =  (^z  —  .r—'iy-h-j    —  (.V  -h  2JK  —  -  j 

-I-  .r-  -f-  9jK^  -4-  nit-  -+-  G.rj'  -f-  'itr  —  2  /»<  J', 
10  =  Qj-^    5j'2^  (m  -L\r-^u.ry^:\f.r-^'i(i  —  m)(y\  =  Q?  +  0,. 
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Prenons  ensuite  r  pour  variable  direclrice 

^1  =  j[5y  -h  .r-\-{]  —  nijt]-—  y  [■>■-+-  (I  —  nDt]- 
'        7  '"         9 


?,o5 


m  —  -)<--(-  3  t.v. 


Prenons  jc  pour  variable  direclrice 
Finalement 


t--\ : t.l-       =  -  Ql  -i-    - 


0,. 


/■-  —  (  /»- —  -  m 


G2  =  —  Q 5  -+  ■  20  (  m  ■+-•1)1- 


10  =  \^z  —  .1:  —  iy  -4- 


K^ 


/«     i" 


-r-  (  I  —  ni)tY 

2)r-. 


On  vérifie,  conformément  à  la  loi  d'inertie  (  n°  300),  que  dans  les  deux, 
modes  de  décomposition,  on  a  trois  carrés  positifs  et  un  carré  négatif 
si  ni  >>  —  2,  et  deux  carrés  positifs  et  deux  carrés  négatifs  si  m  <C  —  2. 
Si  771  z:= — -2,  on  a  seulement  trois  carrés,  dont  un  seul  est  négatif. 

On  peut  encore  vérifier  que  le  discriminant  s'annule  pour  771= — 2 
et  dans  ce  cas  seulement.  Effectivement,  on  a 


En  développant,  par  exemple,  suivant  la  première  ligne,  on  a 
0  =  (  9  /?i  -4-  /H  -I-  ni  —  ni'~  —  ^  —  im  ]  —  i  {  3  ni 


(>ni 


m  +  ni  —  ni- 
9 


m —  ■>.  /n 


^   —  /«2 


(  3  +  9  —  '2  /?i  —  4 

\{in~-  2), 


ini  ~. ni  -\-  q  m 

9 


j  m 


V 


•quantité  qui  ne  s'annule  que  pour  /ii  := —  2. 

Le  déterminant  formé  par  les  trois  premières  lignes  et  colonnes  est 
d'ailleurs  égal  à  27:^0;  de  sorte  que,  lorsque  //i  — — 2,  co  est  a  p/io/i 
décomposable  en  trois  carrés,  ce  que  nous  avons  vérifié. 
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2.    Calculer  la  forme  polaire  de  la  forme  quadraUque  précédente 
relativement  aux  groupes  de  variables 

ou 

(.T.y.  ^,  /),     (i),  (),  o,  i). 

Pour  le  premier  groupe,  nous  appliquons  la  règle  pratique  donnée  au 
n°  308,  et  nous  écrivons  immédiatement 

(o(.r  I  .r')  =  .^'.r' -f-  9JK>'' -t-  zz'+  intt—  ■2(yz'-i~zy)  —  (zx'-i-xz') 

—  3  (  .'y' -f- JK^' )  -h  itx'  ^  xt')  —  m{ty'  -^  yi')-\-  -{t  z  -\-  zt'). 


Pour  le  deuxième  groupe,  nous  utilisons  la  formule 

,     ,  I  /    ,  àto  ,  àto  ,  âoi  ,  d 

'  u  \      ô.r        -^    ôy  dz  (. 

qui  se  réduit  ici  à 


,     ,    ,,        I  ()(»>                                       I 
10 (  ./■    ./•  )  = —  ^^  int  +  ./•  —  m  V  -\ z. 

3.   Calculer  la  forme  polaire  de 

w  =  {x  -^y  —  z—  t'f  +  {ix  '\-  y)  {z  —  t)  -^  r-, 

relativement  aux  groupes  {x.  y,  z,  t).  (i,  i,  i,  i). 

Regardant  r,)  comme  une  forme  quadratique  des  formes  linéaires 
X  -h y  —  z  —  t.  2X  -h  y,  z  —  t,  t,  nous  avons  (n°  308) 

0){x  I ./;')  =  (.r  +  jK  —  ;  —  /)  (i  +  i  —  i  —  i) 

^-J(-2X^y)(l  —  l)-r-{z  —  t)('2  +  l)]-\-t  X    I, 

ou 

0)(X  \  X  )  =  -  (  z  —  t  )  -T-  t  =  -  z /  . 

k.  Invariants  d'lne  foume  quadratique.  —  Les  coef/icients  de  iéqua- 
tion  en  S  d'une  forme  quadratique  sont  des  invariants  pour  toute 
substitution  orthogonale. 

Etant  donnée  la  forme  quadratique  oj,  considérons  une  fonction  quel- 
conque de  ses  coefficients,  soit  \-=zf{a'-).  Imaginons  qu'on  fasse  main- 
tenant sur  r.)  une  substitution  linéaire  (S),  transformant  r,)(.r)  en  une 
autre  forme  quadratique  (5(j),  dont  nous  désignons  les  coefficients 
par  b''.  Ces  coefficients  sont  certaines  fonctions  linéaires  des  a'-. 
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Cela  posé,  on  dit  que  la  fonction  1  est  un  invariant  pour  la  substi- 
tution (S),  si  Ton  a  identiffuement  f  {b'})  ^  f  {a'-)  ('). 

Par  exemple,  le  discriminant  est  un  invariant  pour  toutes  les  substi- 
tutions de  module  in  i;  comme  cela  résulte  du  théorème  démontré  au 
n°  309. 

Je  dis  maintenanl  ([ue  les  n  coefficients  du  polynôme  en  S  'jue  nous 
avons  appelé  o (S)  sont  des  invariants  pour  toute  substitution  ortho- 
gonale. 

Appelons  £(S)  le  polynôme  analogue  relatif  à  la  forme  ^{y)-  H  faut 
montrer  que  o(S)  iEs  £(S).  Pour  cela,  nous  observons  que  ô(S)  est  le 
discriminant  de  la  forme  quadratique 

(0  w'("^)  =  w(.r)  —  S(a"|  -f-  .r|-t-. ,  .+  ^;-,). 

De  même,  £(S)  est  le  discriminant  de 

On  a  d'ailleurs,  quels  que  soient  S  et  les  x,, 

(3)  0'(7)^ai'(.r), 

car 

6(jK)  =  w(a:) 
par  hypothèse,  et 

parce  que  la  substitution  est  orthogonale.  Donc,  on  a  aussi  (n°  309) 

£(S)^0(S), 

parce  que  le  carré  du  module  de  la  substitution  est  égal  à  i  (n°299)  (-). 

5.  Invariants  simultanés  de  deux  formes  quadratiques.  —  Soient  deux 
formes  quadratiques  a)(^)  et  Q{x).he.  discriminant  <5(S)  de  la  forme 
o)(^)  —  ^B{x)  est  un  polynôme  de  degré  n  en  S. 

Faisons  une  substitution  linéaire  quelconque  et  soient  îi(/),  €)(/)  et 
par  suite  ^(r)  —  S0(/)  les  formes  transformées  de  0)(ar),  Oia-)  et 
o)(^)  —  S9(.r).  Le  discriminant  A(S)  de  £^(/)  —  S0(y)  est  encore  un 
polynôme  de  degré  n  en  S.  On  sait  d'ailleurs  que,  si  [j.  est  le  module  de 


(')  Ceci  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  a/. 

(^)  On  peut  aussi,  en  s'appuyanl  sur  le  théorème  du  n"  309,  dtinontrer  que  les 
deux  polynômes  ô(S)  el  £(S)  ont  les  mêmes  racines,  parce  que  pour  chacune  de  ces 
racines  w'(,r)  et  6'(^)  se  décomposent  en  moins  de  n  carrés  (n°  3().j). 
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la  substitulioii,  on  a  Tidenlité 

(i)  A(S)=;ji2ô(S). 

On  voit  donc  que  les  coefficients  de  A(S)  sont  proportionnels  à  ceux 
de  o(S).  Autrement  dit,  les  rapports  des  coefficients  de  ô(S)  à  V un 
d' entre  eux  sont  des  invariants  pour  toute  substitution  linéaire.  C'est 
ce  qu'on  appelle  des  invariants  simultanés  des  deux  formes  qua- 
dratiques. 

L'équation 

(■2)  S(S)  =  o 

est  liée  intimement  au  problème  suivant  : 

Trouver  une  substitution  linéaire  qui  fasse  disparaître  simultané- 
ment les  termes  rectangles  dans  les  deux  formes  m  et  0. 

Soit 

(3)  .i\=  3t/ 71-^^/^2-1-.  ..+ a" r«  (i  =  1,2,  ..  .,  rt) 
une  telle  substitution.  On  a,  par  hypothèse, 

(4)  w(.r)  =  Q(jK)  =  A,j2^  Ao7^  +  ...-^  A„j^2, 

(5)  e(.r)E3  0(jK)=  B,jf+  B.yl^...-^  B„j;,. 

Différentions  par  rapport  à  j,, 

1  /    .  dw  ;  dixi  ;   (ko  \         I   /       (Un  ()m 

■2  \       Cri  à.i\  d.r„  /         ■!  \      Oy'  da , 


di-,      ■         ■"  (Jj:.      ■  "é.'-nJ  2\      ^  ()y.'  ■■■         '    "  ()0i', 


1 
B,- 


(7)     ^/JK/^^f^'l 

Eliminons  j',;  nous  avons,  en  posant  S, 


A,- 


(8      -r.    TT  -  S/-T     -+-  '^M  TT  -  Sz-T    +•  •  ■  +  ■'■''  (  —  -  S,—  )  =  o. 


t>a'„  t^s' 


Ceci  doit  avoir  lieu  (piels  que  soient  les  x\  donc 

(}(o         ,.     f/0  (>to         ,.     i)^)  (ko         ^    ôO 


(9)     -J-^'TT^''' 
t/a'i  (J'j.\ 


(>^';  (1^0  '  '^^rt  ''^/J 


Nous  obtenons,  pour  déterminer  a',,  a'.,,  .  .  .,  a,',,  //  équations  linéaires 
et  homogènes.  Comme  nous  devons  avoir  une  solution  autre  que  la  solu- 
tion zéro,  le  déterminant  de  ces  équations  doit  être  nul.  Autrement  dit, 
S^  doit  être  une  racine  de  l'érjuation  (  2  ). 
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Bornons-nous  au  cas  où  celle  équation  n'a  pas  de  racine  mulliple.  A 
chaque  racine  correspond  un  syslème  lel  que  (9),  qui  admel  une  solution 
délerminée,  à  un  facteur  près  (').  Ce  facteur  étant  choisi  quelconque, 
on  obtiendra  de  la  sorte  tous  les  coefficients  de  la  substitution  (3). 

Reste  à  montrer  maintenant  que,  les  coefficients  étant  ainsi  calcules, 
on  n'aura  effectivement  aucun  terme  rectangle  dans  il{y)i  m 
dans  ©(j). 

Pour  montrer,  par  exemple,  que  le  rectangle  y,  Vy  n'est  pas  dans  li(7), 
il  suffit  de  prouver  que  la  forme  polaire  i2(j|  v')  est  nulle  pour  le 
couple  de  valeurs 

( j'  =  '1  ry  =  ">  j  ^  0,       (7y  =  '  '  y'i  =  "'  '^V  y  )  ; 

ou  encore  que  la  forme  polaire  h-\{x\  x')  est  nulle  pour  les  valeurs  cor- 
respondantes 

(a;,  ai,   ...,  4),     (x-i.ai,   ...,  a-^,). 

Il  suffit  donc  de  vérifier  les  égalités 

(10)  co(a^lav;)=(.,  O(o:^,la{)  =  o. 

Or,  si  Ton  multiplie  les  équations(9)  respectivement  para/,  a{,  ...,a/, 
et  qu'on  ajoute,  on  obtient 

De  même 

(■2)  o>(4hi)-^y^(4hi)  =  o- 

.  Gomme  Sy^^S,,  on  en  conclut  nécessairement  (10). 
C.   Calculer  la  forme  adjointe  de  la  forme  quadratique 

o) ( ^,  jK,  z)  =  .v"-  —  j2  _j_  3  -2 _  .^yz  —  ■>. zx  -^  G./;/. 

Appelons  «,  c,  w  les  variables  adjointes.  Nous  avons 
(1)         x^^y  —  z  =  u,         ■ix  —  y  —  z  =  v,         _  a;-  _  j  +  3  -  =  ir. 

Résolvant,  il  vient 

o,  M  -H   ;  p  -f-  ■<  w  1  «  —  P  +  fi'  r>.  Il  -t-  ('  -f-  ^  (r 

(^)  ■'■  =  ' — h. '    y= — r; — '    '  =  — T^>. 


(')  Le  déterminant  principal  est,  en  ellet,  d'ordre  n  — i,  car  si   tous    les    niiiieius 
d'ordre  rt  —  I  étaient  nuls,  S;  serait  racine  multiple  deô(S).  {Cf.  n°310.) 
IIaag.  —  Exercices,  I.  '4 


2IO 

Portons  dans 
(3) 
il  vient 
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(o  =:  (  u.v  -h-  V y  -+-  (»'g)  ; 


i2(  »,  ('.  w)  =  —  {lu-  —  ('--1-  5  w-  -+-  IV  w  -\-  4  wu  -4-  S//p). 

Comme  vérificalion,  on  constate  que  les  formules  (î)  sont  identiques 
aux  suivantes  : 

_  \   dQ  _  \   dQ.  i   dil 

■1   du  ■>.    <)V  "^  2   ôw 

On  constate  également,  conformément  à  ce  qui  a  été  vu  au  n°  312, 
que  les  coeflicients  de  H  sont  égaux  aux  mineurs  du  discriminant  à  de  w 
divisés  par  ô.  En  effet, 


r     —  I 

1        3 


=  —  ■14. 


Le  coefficient  de  //-,  par  exemjile,  doit  être  égal  à 


I     —  I 
I       3 


•M 


i-  =z  — . 
'4        12 


C'est  bien  ce  que  nous  avons  trouvé.  Nous  laissons  au  lecteur  la  vérifi- 
cation des  autres  coefficients,  ainsi  que  celle  des  différentes  formules 
établies  au  n"  312. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Décomposer  en  carrés  les  formes  quadratiques  suivantes  : 

—  ./•-  -1-  oy^  -f-  ^-  -t-  y.yz  — •  4  -■''  -+-  *>■■';/, 

m  .t'2  -t- J'^  —  m  z-  —  -2  tnyz  -t-  2  z.r  -4-  ù.ry, 

S.r;'^  —  y^-^  Z--+-  nit'--i-  G.ry  —  y.rz  —  -^yz  -+-  .\  int x  H-  Gmty  -+-  1  tz^ 

X-  —  y"--^  z'-  —  \- 1-  -\-  -1  xy  —  i xz  —  ■Kyz  -\-  'it.i-\-  \  \  ty  —  2  t  z. 

2.  Calculer  les  formes  polaires  des  formes   quadratiques    précédentes 
par  rapport  aux  groupes  de  variables 

(x,y,z.t),     (x',y',  z',  i');     (x,y,z),     (x',y\z'); 
(1,0,1,0),     (— I,  —  I,  ■.!,  I),     (o.  o,  I),  ;  (,r,  jK,   i). 
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3.   Calculer  Jes  formes  polaires  de 

pour 

(,/;,  jK,  -,  0,  (o,  1,  I,  -2); 
(.r— jK  — •2^)2-t-(3.r+jK)^         pour  (.r,^,  z),  (i,  2,  3). 

k.  Etant  donnée  la  forme  quadratique  Ajï;^+ 2  Bory  +  C}-,  vérifier 
que  A  +  C  et  AC  —  B-  sont  des  invariants  pour  la  substitution  ortho- 
gonale 

X  =  x'  coscp  — y'  sin  cp,  y  ^=  •>■'  sino  -1-  y'  ces». 

5.  Etant  donnée  la  forme  quadratique 

o)(.r,  y^  z)  =  A,i-2-4-  P^' y- -\-  k"  z- -\-  i^yz  -+-  iW  zx  -t-  iWxy, 

à  quelle  condition  doivent  satisfaire  ses  coefficients  pour  qu'on  puisse, 
par  une  substitution  orthogonale,  la  mettre  sous  la  forme 

[L'équation  en  S  de  la  seconde  forme  est  (/  —  S)(  S- ^ /j.-)  =  o.  On 
est  donc  ramené  à  exprimer  que  l'équation  en  S  de  g3  a  deux  racines 
de  somme  nulle  (  Exercice  résolu  n°  /|.),  ce  qui  est  un  problème  facile 
(d°229).  La  condition  étant  supposée  remplie,  on  saura  résoudre  l'équa- 
lion  en  S;  donc,  ramener  w  et  oj'  à  la  forme  00"  =  Sj jr"^-+- Saj"^-!- Sj-:"-. 
Inversement,  on  saura  passer  de  «"  à  w' ;  donc  finalement,  de  oj  à  w'.] 

6.  Étant  donnée  une  forme  quadratique  à  quatre  variables,  trouver 
les  conditions  pour  qu'on  puisse,  par  une  substitution  orthogonale,  la 
mettre  sous  la  forme  Xx' y' -\-  ^xz'  t'. 

(L'équation  en  S  doit  être  bicarrée.) 

7.  Trouver  la  substitution  orthogonale  qui  fait  disparaître  les  termes 
rectangles  de  la  forme  quadratique 

,^2  ^y2  ^_   -2  ^  2(  j.^  +  .,-y)  _  2  ZX. 

8.  Etant  données  deuv  formes  ([uadratiques  à  trois  variables 

m{x,j,z)         et         0(x,y,z), 

trouver   la  condition    pour   qu'on    puisse,  par    une   substitution    linéaire 
convenable,  les  mettre  respectivement  sous  la  forme 

\y' z' -\- [j.  z' x' ->r '^  x' y'         et         'Xx'--{-'^y'- -h  '(  z'^. 

(L'équation  en  S  relative  à  ces  deux  formes  doit  a\oir  trois  racines  de 
somme. nulle.  ) 
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9.  Faire   disparaître    simultanémenl    les  termes  rectangles    des    deux 
formes 

.1-  -+-  -î-cy  —  2y-     et     ■îjc--t-  4  .ry  — y~. 

10.  Calculer  les  formes  adjointes  des  formes  quadratiques   suivantes  : 

A.r2-t- Bj2+G^2— Dr^  Xyz^?jz.n-^Cxy, 

.>■'- —  -îJK"-*-  3^--+-  t-  —  ■i.yz  ->-  4-3''  —  Ç).ry  -\-  it.r  ~  %ty  -\-  \t  z. 

11.  Pour  résoudre  le  svstème 


(ù 


./■, -T- af      Xi-^.  .  .-^  a'I     .1',^=  bi, 


(2)  oU'.i'i.  ./'a, /•„)  =  b„, 

où  fii  désigne  une  forme  quadratique,  on  peut  prendie  pour  inconnue 
auxiliaire  À  le  déterminant  fonctionnel  (Exercice  proposé  n**  î), 
Chap.  XXIIl  )  des  premiers  membres.  On  peut  alors  calculer  les  ^j  en 
fonction  de  1  par  la  résolution  d'un  système  linéaire.  En  portant 
dans (2),  on  a  une  équation  du  second  degré  en  À.  Prouver  que  cette 
équation  ne  renferme  pas  de  terme  en  1  [cf.  exercice  proposé  n°  10, 
Chap.  XXlII). 

[Si  Ton  désigne  par  a,,  aco,  ....  a„,  les  déterminants  d'ordre  n—i 
déduits  du  Tableau  des  coefficients  de  (i  ),  on  a  l'équation  supplémen- 
taire 

(  0 )  x^ \-  x--> \-. .  .-î-  x.i =  A . 

Eli  résolvant  (1),  (3).  on  obtient  des  formules  de  la  forme 
(4  j         Xi  =  XXai  -1-  a', ,         X2  =  A" Xaa-f-  a'.,,  ....         x„^=  AXa,;-l-  y.',,, 

/\\  a,,  3(.,,   ....  a',  désignant  certaines  constantes. 
Il  faut  alors  montrer  que 

Or,  cela  résulte  de  (4  )  et  (3  )  pour  /.  =  o.  ] 

12.   Késoutlre  les  SNslèmes 

X  -r-y  -{-  z  =^  \.         ax  ^  hy  -i-  c^  =  i ,        yz  -t-  zx  -t-  xy  =  1  ; 
u  X  -i-  vy  -4-  IV  =  o,         a x-  -r-  ib  xy  -h  cy-  =  i . 


Om 

Om 

h  a'., 



Oa, 

Oy-i 

NOTE   I. 

SUR  LES  RELATIONS  DE  RÉCURRENCE. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 
1.    Calculer  «„,  sachant  qaon  a  ;/,^o  et 

(  I  )  (  /l  -f-  I  )■-  Un  =  (  «  —  I  )"  ".'i-1  —  '*• 

Première  méthode.  —  Nous  écrivons 

( n -^  \)- u „      =  (n —  1  )■-»„_!  —  n  n-, 

jV^U„-x  =  («  —  'i)""«-2 —  ("  —  U  (  /(   —    I   )^, 

(n  —  i)2i<„_2=  {n  —  3)-u„-3—(n  —  2)         (  n  —  2)2 


O-  Ko  =^  l-  Ui  —  2  2-. 

Multiplions  par  les  facteurs  indiqués  à  droite  et  ajoutons 

u„  n-(  n  -f-  I)'-  =  —  [2'^ -H  3-*-i-.  .  .-i-  («  —  !)■*-(-  n^]  =  i —  S3, 

en    appelant  S3  la   somme   des   cubes  des   n   premiers  nombres  entiers  ; 
d'où 

1-S3 


(^0 


n'-\  n  -^  i)- 


Deu.xième  méthode.  —   Si   nous   employons  le  critérium  el  les  nota- 
tions du  n°  31o,  nous  avons  - 

a„  —  I        (  Ai  —  1  )-  —  ("  /?  -4-  I V- 

_Ii =  ;^ =  4  =  const. 

bn  —n 

Dès  lors,  faisons  le  changement  de  variable  //„=i  t^„4-  A.  Si  nous  annu- 
lons le  terme  constant  dans  la  relation  transformée,  nous  avans 

A ( /J  -i-  I j-  =  A ( n  —  I j-  —  n; 


•21  4 

(1  o  ù  A  = ;  •  Puis 

1 


(rt  -ui)2t^„=  (n  —   \)-Vn-\-, 
«2  (•„_!=  (n  —  'IJ^l'n.i, 


Multiplions 


d'où 


(3)      u„=  v„—  -  = 


i-^-ç,    =      \'-Vl, 

l 

4 

12.22 

I 

4 


"  (n  -)-  1)2  «2    4  «2(,j  -H  1)2' 

^  —  n- ( n  -T- i)^  ( n  —  \)  ( n  -^  2)  (  n^ -\-  n  -h-  i) 


4  4«''«-t-0"  /\n-{n  -+-  ly- 

Remarque.  —  Si  l'on  compare  (2)  et  (3),  on  trouve 

n2(rt-f-i)2 

^3  —    -, > 

4 

formule  qu'on  pourrait  établir  en   suivant  la  marche  indiquée  à  l'exer- 
cice résolu  n°  3  du  Chapitre  II. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Calculer  «„  sachant  qu'on  a 

(I)  Un—  11'^  U„    ,,  Un—V, 

(II)  (n -+- 4)«„=  n»„_,,  ?<o=i; 

(III)  {n-\-\)(n  —  ï)iifi=  n-u,i-:i,  »,j=i,  ?<|  =  o,  //.2  =  —  '- 

2.  Calculer  //„  sachant  qu'on  a 

(I)  M„=  nw„_, -4- I,         "0  =  1; 

(II)  ( n -h  i)u,i=  nu, i-i ->-•>■,  "0=1; 

(III)  (n -H  I  j^«,i-t- (/i  —  [)■*«„_,  =  /i(  «2 -t- 3),         ui  =  —  i3; 

(IV)  ?<„=  2 «,,_,-)- G. 

3.  Calculer  «„  sachant  qu'on  a 

(I)  («„«„_!)«=  «„_,,        ?/!  =  ->.; 

(II)  KnUji-t  =  «>  ''0  =  !• 
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ï.    làanl  donnée  la  relation  de  récurrence 

(  I  )  P«  =  —  J-  P„-  1  -+-  2  «(  07  —  l)  P„_i, 

OÙ  P,'j_i  désigne  la  dérivée  de  P„_i  par  rapport  à  x,  montrer  que,  si 
l'on  suppose  Pq  =  i ,  P„  est  un  polynôme  de  degré  n  en  x.  Calculer  son 
terme  de  plus  haut  degré  et  son  terme  constant.  iMontrer  qu'il  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  distinctes. 

[Pour  prouver  que  P^  est  un  polynôme  de  degré  n,  raisonner  par 
induction.  Pour  prouver  qu'il  a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes, 
substituer  dans  P„  les  racines  de  P„_ ,,  supposées  réelles  et  distinctes, 
en  y  ajoutant  — oc  et  +  ce.  En  tenant  compte  de  (i)  et  du  théorème  de 
Rolle,  on  n'obtient  que  des  variations.] 

5.   Etant  donnée  la  relation 

(i)  P«—  nj-Pn-i~  [n( n  —  i)x  —  ■2]P„_2=  o, 

montrer  que,  si  l'on  suppose  P(,=r  i  et  Piizrj?,  P„  est  polvnome  de 
degré  n  en  .r.  Calculer  son  terme  constant,  le  coefficient  de  j"  et  celui 
de  Jc"-K 


NOTE  m. 

SUR    LÉQUATION  DE  HICCATI. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.   Chercher  si  l'équation 

dy 

(i)  2a?-7— =  jK^ — ix''-y -^  x'* ^  !\X'- — I 

admet  pour  intégrale  particulière  un  polynôme  et  l'intégrer  dans 
ce  cas. 

Soit  in  le  degré  du  polynôme.  Le  premier  membre  est  de  degré  ni.  Le 
degré  du  second  membre  est  le  plus  grand  des  trois  nombres  2/?i, 
m  -\-  2  et  4,  si  toutefois  il  n'y  a  pas  de  réductions.  Si  m  >•  2,  celles-ci 
ne  sont  pas  possibles,  car  im  est  supérieur  à  m  +  2  et  l\.  Le  second 
membre  est  de  degré  supérieur  au  degré  du  premier;  l'identité  est 
impossible.  Pour  m  ^=-  2,  les  trois  nombres  2  w,  m  -f-  2  et  4  sont  égaux; 
il  peut  y  avoir  des  réductions. 

Posons  donc 

(2)  y -— ax'^-^  hx -^  c^ 

et  portons  dans  (  i) 

■xx{-i.ax  -^  h)  =  {ax"^  ^  b X  -\-  c  f- —  ix'^^a x-  ^  b x  -^  c)  +  x'* -^  \x'*-  —  \ . 

Identifions,  l^^^n  annulant  le  coefficient  de  x'* ,  nous  avons  d'abord 

a'^ —  2a  -H  I  =  o; 
d'où 

(7  =   1. 

Le  terme  en  x^  disparaît  alors  identiquement.  Vax  égalant  les  coeffi- 
cients de  .r-,  nous  trouvons  ensuite  h  :=  o.  Le  terme  en  x  disparaît.  Mn 
annulant  enfin  le  terme  constant,  nous  obtenons  c-=z  i;  d'où  c  =:  ±  i . 
Il  y  a  donc  deux  polynômes  répondant  à  la  question  ;  ce  sont 

(3)  J,  =  a72^-I,        ^2=07^—1. 
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L'équation  (i)  doit  donc  s'intégrer  par  une  quadrature  (  n°  323).  Eflec- 
tivement,  faisons  le  changement  de  variable 

(4)  r=ar-'^H--; 

nous  avons 

(5)  'ixz'^=  —  iz  —  I. 

Cette  équation  doit  admettre  l'intégrale  parliculière 

"'~  7-2— (-z---^  ')  ~       2' 
ce  qui    se  vérifie  d'un   coup  d'œil.  Nous   aurons    l'intégrale   générale   en 

ajoutant    à    -3i=: l'intégrale     générale    de    l'équation     sans    second 

membre  (n°  101,  remarque  IV).  Celle-ci  s'écrit 

dz  dx 

z  je 

et  donne 

^  =  —  (G  =  const.). 

X 

L'intégrale  générale  de  (5)  est  donc 

XI  IX 

et  celle  de  (1)  est  finalement 

I                              -xx             'iGC-r^-i-i)  —  xix"- — i) 
Y  =  x-^\-A —  x-^\-\ =  -^ • 

«  EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Intégrer  ré<(uation 

y  —  m(y  —  a){y —  b)  (m,  «,  6  =  const.), 

en  observant  qu'elle  admet   les   solutions  particulières  /,i:=a,  y^ri^h. 
Comparer  avec  la  méthode  de  séparation  des  variables. 

2.  Vérifier  que  l'équation 

j'=  I  —  6.r  -f-  v.(  J  —  [\x)y  +  SiT/^ 


2i8  NOTE  III.  —  SIR  l'Équation  de  riccati. 

admet   une   intégrale    parliculière    fonction    liomograpliique   de    .r.    En 
déduire  l'intégrale  générale. 

3.-  \  érifier  que  réqualion 

y'  cos.r  =  y-  —  (  sin  j"  H-  4  cosx)y  -+-  j  cos-.r 

admet    trois  intégrales   particulières   de   la  forme  A  cos.r -f- ]j  sin.r.  En 
déduire  l'intégrale  générale, 

i.   Intégrer  l'équation 

—L  =:  cosc5(i  —  col- a")  —  3  sino  cola;  -(-  3  -I-  cot-a-, 
dx 

après  avoir  vérifié  qu'elle  admel  une  intégrale  de  la  forme  //<.r,  m  dési- 
gnant une  constante. 

5.   Intégrer  l'équation  difTérentielle  linéaire  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients constants,  en  la  tiansformant  en  une  équation  de  Riccati. 
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